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AVERTISSEMENT. 


J_jE  volume  précédent,  publié  en  1811,  fut  suivi  d'un  Sup^ 
plément  à  la  première  partie,  qui  parut  au  commencement 
de  i8i3.  Je  regardais  alors  l'Ouvrage  comme  terminé,  et  je 
ne  pensais  guère  à  lui  donner  une  continuation  ;  mais  les  tra- 
vaux récens  de  plusieurs  Géomètres  sur  les  intégrales  définies, 
et  de  nouveaux  moyens  que  j'ai  aperçus  de  perfectionner  la 
théorie  exposée  dans  la  seconde  partie,  m'ont  engagé  à  publier 
successivement  la  quatrième  et  la  cinquième  parties,  l'une 
en  juin  i8i4,  l'autre  en  août  i8i5.  Revenant  ensuite  à  la 
théorie  des  Fonctions  elliptiques,  qui  est  l'objet  principal  de 
cet  Ouvrage,  j'ai  cru  devoir  donner,  avec  tout  le  détail  néces- 
saire ,  des  méthodes  propres  à  construire  les  Tables  ellip- 
tiques :  j'en  ai  pris  occasion  de  traiter  quelques  points  de  la 
théorie  de  ces  fonctions,  et  de  simplifier  surtout  les  formules 
relatives  aux  approximations  y  enfin  j'y  ai  joint  quelques 
Tables  utiles  dans  la  pratique,  et  particulièrement  celle  qui 
donne,  avec  douze  décimales  ou  plus,  les  logarithmes  des 
fonctions  complètes  F'c,  E'c;  Table  qui  m'a  coûté  beaucoup 
de  peine  et  de  temps,  malgré  toutes  les  ressources  que  j'ai 
pu  tirer  de  l'analyse. 

Cette  partie,  intitulée  Construction  des  Tables  elliptiques, 
qui  a  été  publiée  en  juillet  1816,  devra  commencer  le  troi- 
sième volume;  mais  il  reste  à  construire  une  suite  de  Tables 
par  le  moyen  desquelles  on  puisse  trouver,  sans  un  calcul 
trop  pénible,  la  valeur  de  chacune  des  fonctions  F  et  E,  cor- 
respondante à  des  valeurs  données  du  module  et  de  l'ampli- 
tude. 
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vj  AVERTISSEMENT. 

En  attendant  que  ce  travail,  qui  compléterait  le  troisième 
volume,  soit  exécuté,  je  donne  en  ce  moment,  pour  termi- 
ner le  second  volume,  une  sixième  partie  qui  contient  plu- 
sieurs applications  de  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques, 
propres  à  en  faire  sentir  tous  les  avantages. 

Les  améliorations  successives  qu'ont  reçues  quelques  par- 
ties de  cet  Ouvrage,  et  la  liberté  que  me  laissait  son  titre,  me 
serviront  d'excuse  auprès  des  lecteurs  bienveillans ,  pour  les 
imperfections  nombreuses  qu'ils  y  remarqueront.  Si  je  pou- 
vais espérer  d'en  donner  par  la  suite  une  seconde  édition ,  il 
me  serait  facile  alors  de  faire  disparaître  une  partie  de  ces 
imperfections,  en  refondant  les  articles  qui  traitent  d'un 
même  sujet,  et  mettant  plus  d'ordre  dans  les  matières.  Mais 
cette  circonstance  n'étant  guère  probable,  je  me  croirai  suffi- 
samment récompensé  de  mon  travail,  si  on  juge  que  j'ai  atteint 
le  but  principal  que  je  me  suis  proposé,  celui  de  mettre  dans 
tout  son  jour  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques,  et  de  faire 
voir  qu'un  nouvel  algorithme ,  fondé  sur  cette  théorie,  peut 
servir  à  étendre  les  applications  du  Calcul  intégral,  en  soumet- 
tant à  un  calcul  régulier  et  uniforme,  semblable  à  celui  des 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques ,  toutes  les  formules 
que  les  Géomètres  avaient  ramenées  jusqu'ici  à  la  rectification 
des  sections  coniques ,  et  une  infinité  d'autres  encore  plus 
composées. 

Paris,  le  i"  juin  1817. 
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§  I.  PROPRIÉTÉS  générales  des  intégrales  Eulériennes^   pag.  5 
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représentée  par  l'intégrale /<ix  f/ —j      ,  prise  entre  les  limites  a:=o,  x-==.i  : 

elle  suppose  a  positif. 

L'équation  r(i  -j-a)=ara  sert  à  passer  d'une  période  à  la  suivante.  C'est  la 
première  propriété  générale  des  fonctions  r. 

L'équation  des  complémens  est  la  seconde  propriété  ;  il  y  en  a  une  dans  chaque 
période ,  9 

Troisième  propriété  des  fonctions  r,  i3 
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Tableau  général  de  toutes  les  propriétés ,  26 
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connue  dans  une  seule  période ,  ou  seulement  dans  une  partie  déterminée  de  cette 
période  :  par  exemple,  depuis  »  =  o  jusqu'à  0:  =  -^. 

§  IV.  Formules  pour  j'éduire  au  moindre  nombre  possible  les  trans" 

vendantes  contenues  dans  la  suite  T  -,  F  -. .  .  .  F ,  n  étant  un 
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nombre  entier  donné j  53 

On  fait  voir  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires  pour  déterminer  toutes 
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et  moindres  que  ^  n. 

§  V.   Propriétés  générales  des  coejficiens  différentiels  de   la   fonc- 
tion logTa,  pag.  44 

Le  premier  coefficient  différentiel  peut  toujours  s'exprimer  par  une  constante 
connue,  jointe  à  une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  logarithmes  et  des 
arcs  de  cercle. 
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§  IX.   Construction  et  usage  de  la  Table  des  Logarithmes  des  fonc- 
lions  r,  ni 
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Interpolation  de  la  fonction  Lra  et  de  ses  coefficiens  différentiels. 
Table  des  logarithmes  de  la  fonction  Ta,  85 
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grales  définies  ,  j^Q 
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§  VIII,  Formule  pour  la  sommation  des  suites  dont  le  terme  général 

est  donné  y  ,  r 

*  145 

La  formule  générale  est  susceptible  de  diverses  formes,  lesquelles  ne  sont  ce-jen-. 
dant  pas  convergentes  dans  toute  leur  étendue. 

Elle  peut  se  réduire  à  une  intégrale  ordinaire  ,  soumise  à  certaines  couditions,  i5i 

CINQUIÈME  PARTIE. 

§  I.    Vsage  de,  la  fonction  Va  ou  ^-^^^^  pour   trouver    V intégrale 
jZf^  ei  autres  semblables^  prises  depuis  x:^o  Jusqu'à  x=  i ,  1 54 
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Valeur  de  rintegraîe  /  /  -—^ \  ,  pag-     lo* 
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C  x'dx  " 

Valeur  de   l'intégrale  /  — ; r— — -  ,  lorsque  l'angle  S  est  commensurable 

°       J  i-f-^x-coso  +  x" 

avec  l'angle  droit,  iG3 


sin  ax     cos  ax 


<Q  II.  Du  développement  des  fondions  -. — 7— ,  -■ — r- ,  etc. ,  100 
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rentes selon  que  a  est  <[  6  ou  >  ô  :  dans  le  feecond  ca^,  elles  contiennent  une 
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S  III.  De  l'intégrale  I  ^T-",     .  — ; — -  et  autres  semblables,  prises  de- 
°  J   sm  bx      1  -j-  XX  '^ 

puis  X  =  o  jusqu'à  jc  =  00  ^  _  174 

Résultats  lorsque  a  est  <^bf  ijS 

Résultats  lorsque  n  est  >  Z>,  i8l 

Il  y  a  exception  dans  quelques  cas  oiî  a  est  un  multiple  de  b. 

r*  ax  — ax 
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hlables ,  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  co  ,  i85 
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S  V.    De   l  intégrale  J  -^^^^  .  IQI 

On  fait  voir  quelles  sont  les  transcendantes  les  plus  simples  dont  cette  intégrale 
dépend,  suivant  les  différentes  valeurs  de  a,  et  suivant  les  différentes  limites  de 
l'intégration  ;  ce  qui  donne  lieu  de  considérer  un  grand  nombre  de  formules  dont 
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g  VI.  De  quelques   transcendantes   exprimées    en  fractions    conti" 
nues  y  ^  '  9 

Explication  de  l'erreur  remarquée  pag.  '^^'J  ^  V*  partie,  220 
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§  VII.   De  quelques  formules  relatives  au  développement  des  fonc^ 
tions  et  au  retour  des  suites  j  22/^ 

On  démontre  la  loi  de  la  série  donnée  par  Lagrange ,  et  celle  de  plusieurs  autre* 
semblables. 

Formules  de  Burmann. 
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former  tous  les  autres. 
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tiques, 28S 

Exemples  pour  les  cas  de  a  =  -pj,  a=:i,  a  =  o .  723323 ,  289 — agS 
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de  la  fonction  D    *,  296 — 297 

Formules  pour  calculer  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  P(a)  ,  299 — 3o8 
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SIXIÈME  PARTIE. 

Section  I.  Du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
■point  fixe  y  pag.  3i5 

On  donne  les  équations  générales  du  mouvement,  simplifiées  par  la  considération 

des  axes  principaux. 

Application  de  ces  formules  çlu  cas  où  les  forces  accélératrices  sont  nulles  ,     Sig 
D'après  l'état  initial  du  mouvement,  on  détermine  la  position  de  la  directrice, 

telle  que  les  deux  constantes  A'  et  B'  soient  nulles ,  ce  qui  permet  de  ramener  tout 

d'un  coup  au  premier  ordre  les  équaiions  différentielles  du  mouvement. 

Equation  des  forces  vives ,  oaS 

Solution  du  cas  particulier  ou  l'on  «  B  =  C  ,  ibid. 

Développement  des  formules  générales,  524 

La  solution  sera  différente  selon  que  l'axe  principal  AL,  dont  on  considère  le 
mouvement,  est  Vaxe  moyen  y  ou  l'un  des  axes  extrêmes. 

Première  solution,  AL  étant  l'axe  mojen ,  326 

Le  corps  fait  autour  de  son  axe  moyen  des  oscillations  dont  l'étendue  est  moindre 
.que  180°,  tandis  que  cet  axe  a  un  mouvement  de  nutation  par  lequel  il  s'approche 
et  s'éloigne  alternativement  des  deux  pôles  de  la  directrice.  Chaque  oscillation  se 
fait  dans  le  même  temps  qu'une  nutation ,  et  l'état  du  système  par  rapport  à  la 
directrice,  se  retrouve  le  même  après  un  intervalle  de  deux  oscillations  ou  de  deux 
Dutations. 

Si  l'on  a  cos  2«  —  m.  =  o  ,  l'axe  moyen  s'approchera  continuellement  de  la  di- 
rectrice ;  et  après  la  réunion  de  ces  deux  axes ,  qui  a  lieu  sensiblement  au  bout  d'un 
temps  assez  court,  le  corps  n'aura  plus  qu'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour de  la  directrice,  33a 

Le  temps  d'une  oscillation ,  et  en  général  la  position  du  corps  par  rapport  à  la 
directrice  ,  se  détermine  par  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

Quant  à  la  position  absolue  du  corps  dans  l'espace,  elle  est  donnée  par  l'angle  (p, 
qui  mesure  la  longitude  du  méridien  où  se  trouve  à  chaque  instant  l'axe  principal 
AL.  Cet  angle  <p  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce; 
mais  ,  pour  tout  intervalle  de  temps  qui  comprend  un  nombre  exact  d'oscillations 
ou  de  nutations ,  il  s'exprime  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce ,  536 

Développement  du  cas  particulier  où  l'on  a  m-=.  —  i,  357 

On  fait  voir  que  les  intégrales  exactes  qu'on  obtient  dans  ce  cas  ,  donnent  la 
même  solution  qu'on  a  déjà  obtenue  pour  le  cas  où  deux  des  trois  axes  principaux 
ont  des  momens  d'inertie  égaux. 
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Application  des  formules  au  second  cas  du  prohVeme  ^  pag.  33o 

Ce  cas ,  considéré  analytiquement ,  ne  diffère  pas  du  premier ,  et  conduit  aux 
mêmes  résultats. 

Formules  particulières  pour  le  cas  où  V axe  de  rotation  primitif  est 
très-près  de  l'axe  du  plus  grand  moment  AMj  34 1 

Cas  ou  le  mouvement  est  le  plus  compliqué _,  3/3 

Seconde  solution,  AL  étant  l'axe  du  plus  grand  moment  y  3// 

Il  y  a  deux  cas  :  dans  l'un ,  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscillations  d'une  éten- 
due moindre  que  180° autour  de  son  axe  principal  AL  ;  dans  l'autre,  il  tourne  sans 
cesse  dans  le  même  sens  autour  de  cet  axe.  Dans  le  premier  cas  ,  la  nutation  de 
l'axe  est  telle,  que  la  distance  DL  varie  depuis  90°  —  C  jusqu'à  90° -|- C.  Dans  le 
second,  la  nutation  est  telle  ,  que  la  distance  DL  est  toujours  moindre  que  90°. 

Dans  les  deux  cas,  la  position  du  corps  par  rapport  à  la  directrice  fixe  se  déter- 
mine par  les  seules  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  Quant  à  la  position 
absolue  dans  l'espace,  elle  dépend  toujours  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce. 

En  général  on  peut,  au  bout  d'un  temps  donné  quelconque,  déterminer  avec  tel 
degré  d'exactitude  qu'on  voudra ,  la  position  absolue  de  l'axe  AL  dans  l'espace , 
et  celle  du  corps  par  rapport  à  cet  axe. 

Du  cas  où  Vaxe  de  rotation  initial  est  très-près  de  l'axe  du  plus  grand 
moment  AL^  55 1 

Recherche  de  l'axe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  à   chaque 

instant,  555 

On  observe  que  la  vitesse  angulaire  est  toujonrs  réciproquement  proportionnelle 

au  cosinus  de  la  distance  de  l'axe  de  rotation  à  la  directrice  :  d'où  il  suit  que  l'axe 

de  rotation  ne  peut  jamais  s'éloigner  jusqu'à  go°  de  la  directrice. 

On  prouve  que  dans  tous  les  cas ,  l'axe  de  rotation  ,  considéré  relativement  au 
méridien  mobile  où  se  trouve  l'axe  principal  AL  ,  décrit  une  sorte  d'ellipse ,  par  un 
mouvement  coordonné  avec  ceux  d'oscillation  et  de  nutation ,  de  manière  qu'après 
une  période  de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations ,  le  sj^stème  est  rétabli  dans  le 
même  état  par  rapport  à  la  directrice. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  l'axe  de  la  Terre ,  563 

Section  IL  Du  mouvement    d'un    corps   attiré   vers   deux    centres 
fixes,  56(^ 

Analyse  du  problème ,  en  supposant  que  la  courbe  décrite  est  située  toute  entière 
dans  un  même  plan. 
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Connaissant  la  vitesse  initiale  et  la  position  du  point  pris  pour  origine  du  mouve- 
ment relativement  aux  centres  des  forces  ,  on  peut  décider  immédiatement  si  l'or- 
bite s'étend  ou  ne  s'étend  pas  à  l'infini. 

On  ne  considère,  dans  cet  ouvrage,  qua  les  seuls  cas  où  l'orbite  est  renfermée  dans 
un  espace  fixe,  pag.  Sja 

Les  différens  cas  du  problème  se  rapportent  à  deux  s3'stèmes  :  dans  le  premier , 
la  valeur  dep"  est  toujours  comprise  entre  les  deux  limites  m  et  m'  ;  dans  le  tecond  , 
p""  varie  depuis  m  Jusqu'à  zéro. 

Remarque  sur  l'emploi  des  variables  p  et  q  y  ^j4 

'  Par  le  moyen  de  ces  variables ,  on  détermine  facilement  les  différens  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  l'axe,  lesquels  servent  à  compter  les  révolutions  et 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite. 

Ces  variables  cessent  d'être  réelles,  lorsque  la  courbe  passe  par  l'un  des  cen- 
tres F  et  G;  ce  qui  donne  lieu  à  exception  dans  les  formules  du  mouvement. 

Du  cas  particulier  oii  l'une  des  forces  est  nulle  j  079 

Alors  la  courbe  décrite  est  une  section  conique. 

On  détermine  le  temps  du  mouvement  dans  l'ellipse. 

Du  cas  particulier  où  l'on  a  în-=  m'  dans  le  premier  sjsteme  j      582 

Alors  la  courbe  décrite  par  le  concours  de  deux  forces  attractives  est  encore 
une  ellipse. 

On  détermine  le  temps  de  la  révolution,  et  on  compare  ce  temps  à  celui  qui 
aurait  lieu  dans  l'hypothèse  des  deux  forces  réunies  dans  le  même  foyer. 

Solution  d'une  difficulté  analytique ,  385 

Du  cas  particulier  oà^= — A,  388 

L'ellipse  peut  encore  être  décrite  ,  en  donnant  une  valeur  convenable  à  la  vitesse 
initiale  ;  mais  alors  le  mouvement  du  corps  est  un  mouvement  d'oscillation  dans 
la  demi-ellipse  terminée  aux  extrémités  du  petit  axe.  On  détermine  le  temps  de 
cette  oscillation. 

Du  cas  particulier  oii  l'on  a  G  +  C  =  0,  38g 

Il  y  a  une  infinité  de  courbes  algébriques  comprises  dans  ce  cas  particulier.  Ce 
sont  toutes  celles  qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mém.  de  Berlin,  année  1760. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système ,   3g  ï 

Ces  cas  sont  au  nombx-e  de  deux;  l'équation  de  la  courbe  est  toujours  de  la  forme 
/{F(c,-vJ/)  —  hF {c ,  e)  =  F(x,  Ç);  elle  pourrait  se  réduire  à  deux  termes  ,  savoir, 
/{F  (c  ,  ^)  =  F(>c,  Ç);  d'ailleurs  le  coefficient  k  est  toujours  donné  par  les  deux 
modules  c  et  x. 
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Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  second  système^  p.  5g8 

Ces  cas  principaux  se  réduisent  à  quatre,  dans  lesquels  l'équation  de  la  courbe 
décrite  est  toujours  de  la  forme  /jF  (c,  4^)  =  F  (*,  Ç)  —  F  (  *  ,  t)  ,  k  étant  donné  en 
fonction  des  modules  c  et  x. 

Tableau  général  des  cas  principaux  du  problème ,  4^9 

Développement  du  cas  I,  4^^ 

On  détermine  les  intersections  successives  de  la  courbe  avec  l'axe  ,  par  lesquelles 
sont  terminées  toutes  les  demi-révolutions. 

On  prouve  que ,  quand  le  corps  passe  deux  fois  par  un  même  point ,  la  tangente 
de  l'orbite,  si  elle  n'est  pas  la  même  dans  les  deux  cas,  doit  être  également  incliné* 
sur  la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs,  ^\S 

Si  la  quantité  -^^ —  est  rationnelle,    iWbite  rentrera    sur    elle-même  après  un 

certain  nombre  de  révolutions ,  et  cette  période  de  mouvement  se  renouvellera  à 

l'infini.  C'est  ce  qui  aura  toujours  lieu  si  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

.   ,  /<F'c  .-ni.-..  .     j. 

Au  contraire,  si  la  quantité  -p; — •  est  irrationnelle  ,  1  orbite  sera  composée  d  une 

infinité  de  révolutions,  toutes  différentes  les  unes  des  autres. 

Détermination  des  apsides  supérieures  et  inférieures  ,  c'est-à-dirè  des  points 
dans  lesquels  l'orbite  touche  les  ellipses  terminatrices  p'^zm ,  p''  =  m',  418 

Fornmles  pour  trouver  le  temps  que  le  corps  met  à  parvenir  à  un  point  déter- 
miné de  son  orbite,  après  tant  de  révolutions  qu'on  voudra.  Ce  temps  dépend  en 
général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce,  4^1 

Réciproquement,  on  détermine  la  position  du  corps  après  un  temps  quelconque 
aussi  grand  qu'on  voudra,  4^^ 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  /_,      4'^6 

En  supposant  «  =  c ,  et  k  égal  à  une  quantité  rationnelle  >•  2 ,  on  trouve  une 
infinité  de  cas  dans  lesquels  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

Les  suppoï^itions  kz=c°  ,  kz=.c''°^  etc.,  font  connaître  pareillement  tant  d'autres 
séries  qu'on  voudra  de  courbes  algébriques. 

Du  cas  particulier  où  l'on  dn{-=.Oy  4^4 

Alors  la  courbe  décrite  est  du  genre  des  spirales  ",  elle  fait  lïne  infinité  de  révolu- 
tions autour  de  la  droite  FG,  considérée  comme  une  ellipse  infiniment  petite. 

Développement  du  cas  II ,  4^^ 

On  détermine  ,  comme  dans  le  cas  I,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  et 
see  apsides,  tant  supérieures  qu'inférieures. 

Formules  pour  calculer  le  t«mps ,  4^G 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  II j  pag.  44^ 

/ 1  -4-  c°  \ 
SI  l'on  fait  xr=:  c°,    et  A:  f —  j  r=  à  une  fraction  rationnelle  plus  grande  que 

I,  on  aura  une  série  infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  au  problème. 

Les  suppositions  xz=  c°°,  x=  c°°^,  etc. ,  fourniront  chacune  une  semblable  série. 

L'échelle  des  modules  étant  prolongée  dans  un  sens  inverse,  on  pourra  fijire 
semblablement  x  =  c',  k-=c",  etc.,  ce  qui  donnera  de  nouvelles  série.*;  mais  il  faut 
observer  que  celles-ci  supposent  les  deux  forces  A  et  B  de  signes  contraires  ,  c'est- 
à-dire  l'une  attractive  et  l'autre  répulsive. 

Du  cas  particulier  où  l'on  a  ci-=.  aJ ,  44^ 

Développement  du  cas  III ,  447 

La  courbe  décrite  est  toujours  circonscrite  par  l'ellipse  p^zzzm  qu'elle  touche 
dans  toutes  ses  apsides  supérieures. 

Les  apsides  inférieures  sont  en  même  temps  des  intersections  de  la  courbe  avec 
l'axe,  savoir,  celles  qui  ont  lieu  entre  les  deux  centres  des  forces. 

La  courbe  rentrera  sur  elle-même ,  si  la  quantité  -       ■  est  rationnelle  :  dans  le 

cas  contraire,  elle  fera  une  infinité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles,  et 
renfermées  dans  l'ellipse  terminatrice  p^:=zm,. 

Formules  pour  déterminer  le  temps  du  mouvement,  4^3 

Du  cas  particulier  oîi  Von  a  m'  =  m,  4^^ 

Il  y  a,  dans  ce  cas,  une  infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  pro- 
blème; elles  sont  d'ailleurs  comprises  dans  l'hypothèse  du  n°  102. 
Du  cas  oh  la  courbe  devient  algébrique  y  4^^ 

Outre  les  cas  déjà  remarqués,  on  en  obtient  une  infinité  d'autres  par  les  sup- 
positions x=;c',  k:=zc°'',  etc. 

Développement  du  cas  IV,  l^^n 

Les  observations  faites  sur  le  cas  III  s'appliquent  aux  formules  du  cas  IV. 
Le  temps  se  déduit  des  fr,i-mul°s  déjà  connues,  et  on  trouve  semblablement  les 
courbes  algébriques  qui  satisfont  au  problème. 

Du  cas  particulier  où  Von  «  B  =  Amm\  4^^ 

La  courbe  décrite  est  transrendante  ;  mais  elle  est  très-remarquable  par  sa  figure 
composée  d'une  infinité  de  feuilles  qui  s'approchent  graduelltment  de  l'un  des  cen- 
tres d'attraction. 

Développement  du  cas  V,  /^6x 

Ce  cas  et  le  suivant  se  distinguent  des  précédens ,  en  ce  que  la  courbe  décrite 

n'embrasse 
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n'embrasse  que  l'un  des   centres  dans  ses  diverses  révolutions.   D'ailleurs  cetto 

AF'c 
courbe  rentre  sur  elle-même,  si  la  quantité  -^- —  est  rationnelle;   et  dans  le   cai 

contraire,  elle  est  composée  d'une  infinité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles. 
On  détermine  dans  quels  cas  la  courbe  peut  passer  par  le  centre  qui  est  com- 
pris dans  ses  révolutions.  Ces  cas  donnent  lieu  à  exception  dans  les  formules  gé- 
nérales. Cependant  on  peut  avoir  une  idée  de  la  continuation  du  mouvement,  en 
altérant  infiniment  peu  les  données  nécessaires  pour  que  Torbite  passe  parle  centre. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V^^  P^g»  4^4 

Exemple  d'une  courbe  décrite  par  un  mouvement  d'oscillation,  dans  lequel  la 
vitesse  est  nulle  aux  deux  apsides  supérieures. 

Autre  cas  très-remarquable  ,  dans  lequel  l'orbite  passe  par  le  centre  G,  468 

On  déduit  de  l'analyse ,  que  le  corps  doit  décrire  l'orbite  anguleuse  terminée  au 
centre  G;  mais  de  manière  que,  parvenu  à  ce  centre,  il  revienne  sur  ses  pas  en 
suivant  la  même  route,  ce  qui  produit  encore  un  mouvement  d'oscillation. 

Ce  résultat  de  l'analyse,  qui  paraît  peu  admissible,  est  cependant  justifié  par  le 
calcul  de  la  courbe  décrite,  lorsque  la  vitesse  initiale  est  supposée  très-peu  différente 
de  celle  qui  fait  passer  l'orbite  par  le  centre  des  forces,  474 — 47,9 

Cas  particulier  où  le  corps  décrit  librement  un  arc  d'hyperbole  par  un  mouve- 
ment d'oscillation ,  480 

Développement  du  cas  VI,  4^1 

Ce  cas  a  beaucoup  d'analogie  avec  le  cas  V,  mais  il  faut  une  formule  particu- 
lière pour  déterminer  le  temps. 

Du  cas  particulier  oii  Von  a  rn  ■=.  m  j  485 

Les  courbes  algébriques  qui  sont  comprises  dans  ce  cas  particulier,  font  partie 
de  celles  dont  on  a  fait  mention  dans  l'art.  102,  et  qui  satisfont  à  la  condition 
C  -f-  C  =  o. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI,  4^6 

On  peut  en  trouver  tant  de  systèmes  qu'on  voudra ,  différens  de  celui  que  donne 
le  cas  de  m.'  =7n. 

Solution  du  problème  général,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double 
courbure,  4S8 

On  donne  l'analyse  du  problème  d'après  la  méthode  d'Euler.  Elle  conduit  à  une 
équation  dilTérentielle  séparée,  dont  l'intégrale  est  l'équation  de  la  courbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG.  On  obtient  ensuite  l'expression  du  temps  et  cel!e 
de  l'angle  décrit  par  le  plan  mobile  autour  de  la  ligne  des  centres  ,  lesquelles  sont 
composées  chacune  de  deux  intégrales  additives ,  et  qui  dépendent  en  général  dea 
fonctions  elliptiques  du  troisième  ordre.  c 
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On  développe  cette  solution  dans  l'hypothèse  que  l'orbite  ne  s'étend  point  à  l'in- 
fini. Il  en  résulte  que  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG,  est  circonscrite 
par  un  trapèze  hyperbolico-elliptique  ,  dont  elle  doit  toucher  les  côtés ^  ce  trapèze 
étant  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  l'axe ,  page  4.96. 

Les  formules  générales  offrent  neuf  cas  principaux  à  considérer,  ce  qui  donne- 
rait lieu  à  former  un  tableau  analogue  à  celui  de  l'art.  i3o.  On  donne  les  formules 
qui  conviennent  à  l'un  de  ces  cas ,  5oo 

Cas  particulier  où  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  un  arc 
d'ellipse. 

Autre  cas  où  cette  courbe  est  un  arc  d'hyperbole. 

Troisième  cas  où  elle  se  réduit  à  un  point,  5oi 

Du  mouvement  rectiligned'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes ,  5o2 

On  considère  toujours  le  seul  cas  où  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini  ;  alors 
il  ne  peut  faire  que  des  oscillations  plus  ou  moins  étendues. 

En  général ,  ces  oscillations  sont  composées  de  deux  ou  trois  parties,  et  le  temps 
nécessaire  pour  les  accomplir  se  détermine  dans  tous  les  cas  par  les  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèces. 

Examen  particulier  du  cas  où  le  mobile  serait  situé  entre  les  centres  des  forces 
supposées  toutes  deux  répulsives,  609 

SECTION  ni. 

5  I.  Sur  ï attraction  des  ellipsoïdes  homogènes  ^  612 

On  démontre  par  la  méthode  d'Yvory,  que  le  cas  le  plus  difficile  du  problème, 
celui  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde  ,  peut  se  ramener  immédia- 
tement au  premier  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ou 
sur  sa  surface. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ou  sur 
sa  surface,  5i8 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  628 

On  remarque  que  les  formules  de  l'attraction  sont  exprimées  absolument  de  la 
même  manière  dans  ce  second  cas  que  dans  le  premier;  la  seule  différence  est  dans 
la  valeur  de  l'amplitude  9  qui  sert  à  limiter  les  fonctions. 

§  II.  Sur  la  formule  de  la  page  i5Ç>  j  première  partie  j  55 1 

On  démontre  que  cette  formule  est  comprise  dans  les  formules  générales  de 
l'art.  11 5.  Elle  conduit  d'ailleurs  à  un  résultat  assez  remarquable. 

§  III.  De  l'intégrale  Z'  =  /  •     ^    . .  . — . — —  ,  prise  depuis  (p  =  o 
jusqu'à  0  z=z  ^Tfy  .  535 
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§  IV.    De   Vintégrale  Z'  {a)  =  p—tj^  ,  y{i^x'^'    P'''^^    "^'^^"''^ 

a:  =  o  Jusqu'à  oc  =z  i  ^                                                            pag.  538 

§  V.  E clairets seînent  sur  un  article  du  Calcul  intégral  d'Euler,  54o 

§  VI.  Démonstration  succincte  d'une  propriété  générale  de  la  cj- 

cloïdcj  541 

FIN    DE    LA    TABLE. 
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EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

QUATRIÈME  PARTIE. 


VJETTE  partie  est  divisée  en  deux  sections. 

Dans  la  première  ^  notre  objet  a  été  de  compléter  la  théorie 
exposée  dans  la  seconde  partie  de  cet  ouvrage  ;  nous  nous  sommes 
attachés  surtout  à  développer  avec  toute  Fétendue  nécessaire  ,  les 
propriétés  de  la  fonction  Y ,  qui  est  le  lien  mutuel  d'une  multitude 
de  transcendantes ,  et  la  source  d'où  se  tirent  aisément  toutes  les 
formules  qui  concernent  la  comparaison  de  ces  transcendantes  , 
leur  réduction  et  leur  évaluation.  Nous  espérons  que  cette  théorie  , 
considérée  sous  un  nouveau  point  de  vue  et  augmentée  d'un  grand 
nombre  de  formules  nouvelles ,  méritera  de  fixer  l'attention  des 
Géomètres ,  et  qu'ils  y  verront  une  nouvelle  branche  d'analyse 
amenée  à  peu  près  au  point  de  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Pour  étendre  davantage  les  applications  de  cette  théorie,  il  était 
utile  de  calculer  de  nouveau  avec  un  plus  grand  nombre  de  dé- 
cimales, la  table  qui  termine  la  seconde  partie;  c'est  ce  qu'on  a 
exécuté  avec  tout  le  soin  nécessaire  ;  on  a  porté  la  précision 
jusqu'à  douze  décimales  ;  et  on  peut  assurer  que  le  douzième 
chiffre  sera  rarement  en  erreur  d'une  unité,  jamais  de  plus  de 
deux.  Ces  calculs  ont  donné  lieu  de  rectifier  et  de  porter  à  une 

I 
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comme  la  troisième  coordonnée  d'une  surface  courbe  dont  p  Gl  q 

seraient  les  deux  autres  coordonnées.  En  effet ,  si  l'on  fait  croître 

1^^  par   degrés   insensibles  l'une   ou   l'autre  des  variables  ^  et  ^,  la 

fonction  (p  ,  (jf)  diminuera  de  même  progressivement.  Si  ,  par 
exemple ,  on  augmente  p  de  la  quantité   infiniment  petite  et ,  la 

'^  puissance  jc''~'  deviendra  x'~'  (i — ot  log  -  j,  et  l'intégrale  dont  il 

s'agit   diminuera   de    la   quantité   infîniment  petite ► 

u/x''~'  dx  log  -  (  I  —  X  )i~\ 

(3).  Pour  découvrir  plus  facilement  les  propriétés  de  la  fonction 
{p ,  q)  ,i\  est  utile  de  considérer  en  même  temps  les  intégrales 
Eulériennes  de  la  seconde  espèce.  En  donnant  à  ces  intégrales  la 

fovrxvefdxil-  j        ,  Euler  supposait  que  les  nombres  p  qI  q  sont 

entiers  ,  et  son  objet  était  de  comparer  entr' elles  les  diverses  valeurs 
de  l'intégrale  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  q;  mais  nous 
avons  déjà  observé  qu'on  peut  considérer  Tinlégrale  dont  ils^agit, 

comme  une  fonction  continue  de  la  variable  -  ,    qu'on    supposera 

positive ,  mais  qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ou 

^^  /     7~\^'~'    '/J  7^     irrationnel.  Ainsi  nous  regarderons  l'intégrale  y^jc  M-)      ,  prise 

r  y^  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x-=.\  ^  comme  une  fonction  continue  de  a , 

que  nous  désignerons  par  Y  a,  et  dans  laquelle  a  pourra  avoir  toutes 
les  valeurs,  depuis  a-=.Q  jusqu'à  a=oo. 

(4).  Si  l'on  fait  V  =  ^r/- J  ,  on  aura  ûrV=^^U- j  — adxfl-j     . 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  a:  =  o  jusqu'à  œ  =  i ,  et 
observant  que  V  s'évanouit  dans  ces  deux  limites  ,  on  aura 

T  (a -\- i)  =:  aTaj  (ij 

c'est  la  première  et  la  principale  propriété  des  fonctions  T.  La 
démonstration  que  nous  venons  d'en  donner  suppose  a  positif,  sans 
quoi  V  ne  s'évanouirait  pas  lorsque  .r  =  i. 
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On  peut  distinguer  dans  les  valeurs  successives  de  Ta,  plusieurs 
périodes;  la  première  comprise  depuis  a  =  o  jusqu'à  <^=  i  ,  la 
seconde  depuis  a=z:i  jusqu'à  a  =  2,  et  ainsi  de  suite  a  Tinfîni. 
Cela  posé  ,  il  résulte  de  l'équation  précédente  que  si  l'on  connaît  la 
fonction  T  dans  toute  l'étendue  d'une  de  ces  périodes ,  on  pourra  ^ 

déterminer  celte  fonction  dans  toute  autre  période. 

Par  exemple,  si  la  seconde  période  est  donnée  ,  on  connaîtra  r^ 
qui  appartient  à  la  première  période,  et  r(^)  qui  appartient  à 
la  quatrième,  par  les  valeurs  suivantes,  déduites  de  l'équation  (i)  , 

r|=3r(f),     r(î)  =  |.|r(|). 

(5).  La  fonction  Ta  est  la  plus  simple  lorsque  a  =  i  ;  alors  on  a    .  '  T. 

T(d)  =fdx  z=ûc=:j.  Donc  lorsque  a  est  un  nombre  entier,  on  - 

a  généralement 

r 

1 


r«  =  1 . 2 . 3 . 4 (â!  —  I  )  ;  (2) 


c'est-à-dire   que  la   fonction  Ta  est  égale  au  produit  de  tous  les   (^m-^d  ~ 
nombres  entiers  moindres  que  a.  J^    Ûc^^-^Jrs^  A^  r>     ^c  exr^- t  .» 

Cette  notion,  fort  claire  lorsque  a  est  un  entier,  ne  présente  plus  v-  ^^     ^^     _ 

aucun  sens  lorsque  a  est  fractionnaire  ;  mais  l'analyse  y  supplée  en  ^  ' 

donnant    pour  valeur    de    la    fonction,    l'intégrale  fdx  (l-j       ,  "^  rZir^^^    /t^***^ 

prise  depuis x  =  o  jusqu'à  jc=j;  intégrale  qu^il  sera  toujours  pos- 
sible d'évaluer  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra. 

(6).  La  fonction  Ta  est  très-remarquable  par  l'utilité  dont  elle  est 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies.  Nous  pensons  qu'il  est 
nécessaire  de  lui  imposer  un  nom  particulier ,  et  nous  proposons 
de  prendre  pour  ce  nom  celui  de  la  lettre  grecque  F.  Nous  appel- 
lerons donc  en  général  gamma  du  nombre  « ,  le  produit  de  tous  les 
nombres  inférieurs  à  a,  savoir  y  1 .2.5 (a  —  i  ). 

Lorsque  a  ne  sera  pas  un  nombre  entier,  le  gamma  du  nombre  a 
sera  en  général  une  transcendante.  Mais  nous  verrons  que  ce» 
transcendantes  ont  beaucoup  de  propriétés ,  et  qu'elles  peuvent 
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être  évaluées  dans  tous  les  cas  avec  presqu'autant  de  facilité  que 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

Re'ciproquement  le  nombre  a  pourra  être  regardé  comme  l'ex- 
posant ou  la  racine  de  la  fonction  Va  ,  et  nous  le  désignerons  de 
cette  manière, 

(7).  Revenons  maintenant  à  l'intégrale  àé^ime  fx^~^ dx  (i — ^)'~% 
que  nous  avons  représentée  par  (/? ,  q).  Cette  intégrale  est  facile 
à  déterminer  lorsque  l'un  des  deux  nombres  p  et  q  est  entier. 
Supposons  que  ce  soit  q ,  et  faisons  U  =  x''  (  i  —  ^)'~',  nous  aurons 
par  la  différenliation , 

dU=(p-^q  —  i)xP-'djc(i — xy-'  —  (q —  i)  xP~'dx(i  —  ^)^~*. 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  x==:o  jusqu'à  jc  =  i ,  et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  U  est  nul ,  puisqu'on  suppose  à  la 
fois  p  "^  o  et  q"^  i,on  aura 

fxp-'dx  (i  —x  y-'  =  -T~nf^^~'^^  {i—x  y-''  -, 

on  aurait  de  la  même  manière 

fxP-'dx  {i  —X  >-»  =  —Ip-l—fxP-'dx  (i—x  y-\ 

et  ainsi  successivement,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  l'intégrale 
fxP~'dx  qui ,  dans  les  limites  données ,  se  réduit  à  -.  Donc  q  étant 
un  nombre  entier,  on  a  généralement 

fxp-^dx ( I  - xy-^  =  — — g-1-^-^-..-i i^ 

Mais  dans  la  même  hypothèse  on  a  ,  par  l'équation  (i)^ 

Tq  =z   1.2.3 q  —  I, 

^{9+P)  =  {9  +  P'-'-')(9'hP  —2)...,pTp; 
donc  la  valeur  de  l'intégrale   trouvée  peut  se  mettre   sous  cette 


QUATRIEME  PARTIE.  SECTION  I.  7 

forme 

On  aurait  trouvé  le  même  résultat  en  supposant  p  entier  et  q  un 
nombre  quelconque^  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  immédiatement  en 
mettant  i  —  x  ala  place  de  x. 

(8).  L'équation  précédente  ne  contenant  plus  de  facteurs  en 
nombre  indéfini ,  acquiert  une  plus  grande  généralité ,  et  ne  sup- 
pose plus  que  l'un  des  deux  nombres  p  et  q  est  entier  ;  car 
d'ailleurs  chaque  membre  doit  se  réduire  à  une  même  fonction  de 
p  et  q  y  laquelle  est 

p  1       '  p-\-l  1.2  '  P+2  1.2.3  *  p-f-3 

Nous  aurons  donc  ,  quels  que  soient  p  et  q ,  l'équation 

qui  sert  à  exprimer  généralement  la  fonction  (/? ,  q)  au  moyen 
des  fonctions  T. 


(9).  L'équation  (5)  simplifie  considérablement  la  théorie  de» 
fonctions  (/?,  q) ,  puisqu'elle  fait  voir  que  ces  fonctions^  qui 
dépendent  en  général  de  deux  variables ,  peuvent  se  déterminer 
par  la  fonction  Y  qui  n'çn  contient  qu'une.  Cette  même  équation  , 
en  établissant  une  relation  entre  les  fondions  {p ,  q  )  et  les  fonc- 
tions r ,  va  donner  les  moyens  de  découvrir  les  propriétés  des 
unes  et  des  autres.  Et  d'abord  on  voit  que  dans  la  fonction  {p  ,q), 
les  quantités  p  et  q  peuvent  être  échangées  entr'elles  ,  puisqu'il 
en  résulte  toujours  la  même  valeur  de  {p  ,  ^  ).  On  a  donc  la 
formule 

{p>  ^)  =  (^^  p)'  (4) 
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On  a  ensuite ,  d'après  i'e'quation  (5) , 

et  celles-cî  e'iant  multiplîe'es  entr'elles  donnent 

Si  l'on  observe  maintenant  que  dans  le  second  membre  de  celte 
équation  deux  des  lettres  p ,  q,  /•,  peuvent  être  e'changëes  enlr'elles 
à  volonté,  on  en   conclura  cette  nouvelle  formule 

(P^  9)(P'^'I>  '')=  (PyÔÇP'h^,  9)=(9>  r)(.'i  +  ^yP)y  (5) 

laquelle  contient  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  {p,  q). 

Ces  propriétés ,  au  reste ,  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons 

démontrées  dans  la  deuxième  partie,   relativement  à   la  fonction 

désignée  par  T- j;  mais  elles  ont  dans  notre  nouvelle  notation  une 

plus  grande  généralité^  puisqu'elles  ne  sont  pas  restreintes  à  la 
supposition  que  p  Q\.  cj  soient  des  nombres  rationnels. 

(lo).  L'intégrale  {p ,  q)  peut  être  déterminée  exactement  lorsque 
»-|-^=i;  en  effets  considérons  la  formule 

(ûf,  I — a)  =  fû(f'dx(i'^-x)~''; 

si  l'on  fait  i  — ^=  -,  ou  ûc=.-~j^,  l'intégrale  aura  pour  trans- 

,  laquelle  devra  être  prise  entre  les  limites  z=o, 

^==00.  Or  Euler  a  prouvé  que  cette  dernière  intégrale  = -t ; 

ainsi  on  aura  généralement 

(a.  l'-^a)  =  -: . 

^  '  ^        sm  an- 

Mais 
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Maïs  par  l'équation  (3)  on  a  aussi 

{a,  I  — «)  =  -  -^^^ — ^  =  r«r(i— «). 

Donc  entre  les  fonctions  Ta,  V(i  —  à)^  on  a  cette  e'quation  très- 
remarquable 

r^r(i— «)  =  ^^^:  (6) 

c'est  la  seconde  propriété  générale  des  fonctions  T. 

(11).  On  voit  par  cette  équation  que  les  fonctions  Ta,  T(i  —  a), 
placées  symétriquement  dans  la  première  période,  peuvent  se  dé- 
duire l'une  de  l'autre,  puisque  leur  produit  est  toujours  une  quan- 
tité connue.  Et  parce  que  les  racines  «  ,  i — «,  sont  complémens 
l'une  de  l'autre,  nous  regarderons  la  fonction  r(i  —  à)  comme 
étant  le  complément  de   Ta,    et   réciproquement. 

On  a  déjà  remarqué  que  pour  déterminer  la  fonction  Ta  dans 
toute  son  étendue,  il  suffit  de  connaître  cette  fonction  dans  la  pre- 
mière période,  depuis  a=:o  jusqu'à  a:=;i,  ou  dans  une  autre 
période  quelconque,  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  m, 
m+  I.  En  vertu  de  l'équation  (6),  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion Ta  dans  la  moitié  d'une  période,  par  exemple  depuis  a:=o 
jusqu^à  «  =  i,   ou  depuis   a  =  j  jusqu'à  a  =  i. 

Dans  la  seconde  période,  les  fonctions  T(i~\-a),  r(2  —  a)  j 
également  éloignées  des  extrémités  de  la  période,  seront  pareil- 
lement regardées  comme  complémens  l'une  de  l'autre  ;  et  puisque 
d'après  l'équation  (i)  on  a  T(i-{-a)=:aTa  et  r(2 — a)=(i — a)r(i — a), 
il  s'ensuit  que  les  deux  fonctions  r(i -{-«),  TÇa — a)  pourront  se 
déduire  l'une  de  l'autre  par  l'équation 

T(i-\^a)  T(2-^a)  =  ^IZIflf:. 


smuTT 


On  trouverait  de  même,  dans  la  troisième  période,  que  les  fonc- 
tions r(2-f-a)  et  r(5 — a)  se  servent  mutuellement  de  complément 
et  se  déterminent  l'une  par  l'autre. 
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(12).  Ces  formules  entre  les  fonctions  comple'mentaires  prendront 
une  forme  plus  élégante  en  les  comptant  du  milieu  de  chaque 
période  ;  alors  on  aura  pour  les  périodes  successives  les  équations 


COS  CTT  ' 


COSÛTT 


etc. 

Si  l'on  fait  ^  =  0  dans  ces  diverses  équations,  on  aura  les  valeurs 
des  fonctions  qui  se  rapportent  au  milieu  des  périodes,  savoir  : 

Ti=s/7r,  r^  =  l/7r,  r|  =  M/^,  r?  =  i.Mv/^,  etc. 

Ces  fonctions,  et  celles  où  a  est  un  entier,  sont  les  seules  qu'on 
puisse  déterminer  exactement ,  sans  employer  de  transcendantes  plus 
composées  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

I  2  3 

Ci  3).  Si  Ton  considère  les  fonctions  successives  T-,  T-,  Y  - 

T  "~"  ^  j  dans  lesquelles  n  est  un  nombre  entier ,  il  suffira  de 
connaître  les  "~^  premiers  termes  de  cette  suite ,  si  n  est  im- 
pair, et  les  "  —  I   premiers  seulement,  si  n  est  pair.   Les  autres 

se  détermineront  par  l'équation  (6)^  à  laquelle  on  joindra,  dans 
le  second  cas,   l'équation  r-i=  \/7r. 

A  l'égard  des  intégrales  (^J  qui,  dans   la    notation    d'Euler  , 

répondent  à  une  même  valeur  de  n,  elles  s'expriment  par  les 
fonctions   Y  j,   de  la  manière  suivante  : 

't  r(P)r(^~) 
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la  première  devant  être  employée  si  l'on  a  p-^-q  <C.n,  et  la  se- 
conde si  l'on  a  p^q'>n. 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  et  de  l'e'quation  (6) ,  toutes  les 

inle'grales  T  -  j  dans  lesquelles  les  nombres  p  et  ç  sont  pris  à  vo- 
lonté' dans  la  série  i  ,  2,  5. . .«,  pourront  s'exprimer  par  les  pre- 
miers termes  de  la  suite  F  - ,    F  -  ,   F  -  ,  etc.  ,  savoir  ,  par  -^^^ 

termes   si  n  est  impair,  et  par   --—1    si  «  est  pair. 

(14).  CommeonaT- j  =  f^\  on  pourra   toujours  supposer 

que  p  n'est  pas  ">  q  ;   alors  les   intégrales  f-j    qui  répondent   à 

une  même  valeur  de  n  pourront  être  disposées  dans  un  ordre  triaa* 
gulaire,   comme  il  suit  ; 

G)' 
G)' G). 

(3)'  (3)'  (3)* 

G).G)'(D--g:> 

Le  nombre  de  toutes  ces  fonctions  est  donc  -  (i  -|-«).  Il  faut 
déduire  de  ce  nombre,  1°.  les  n  fonctions  de  la  forme  (- )>  dont 
la  valeur  exacte  est  -;  2°.  les  fonctions  de  la  forme  (— — ), 
dont  la  valeur  est  ^ —  ;  le  nombre  de  celles-ci  est  ou , 


n  sm' — 


selon  que  n  est  impair  ou  pair.  Il  restera  donc  dans  la  série  des 
intégrales  T-j,  un  nombre  de  transcendantes  égales  à^(/î — «i)", 
si  n  est  impair,  et  à  -(« — 2)  si  n  est  pair. 
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Dans  le  premier  cas,   un  nombre   ^(n — i)"  de   transcendantes 

(-)  peuvent  s'exprimer  par  les  "~"  premiers  termes  de  la  suite 
r-,  r-,  r-,  etc.:  dans  le  second,  un  nombre  ~(n — 2)  de  trans- 

cendantes  T- Y  peuvent  s'exprimer  par  les  -  —  i  premiers   termes 

de  la  même  suite. 

De  là  on  voit  qu^il  peut  être  établi  un  grand  nombre  de  com- 
paraisons entre  les  transcendantes  (-]  qui  répondent  aune  même 
valeur  de  n,  et  qu'elles  peuvent  toutes  être  exprimées  par  un  petit 
nombre   d'entr'elles  ;  nombre   qui  sera  ■  ""     ou 1 ,  selon  que 

n  est  impair  ou  pair.  Mais  ce  nombre,  dans  le  cas  où  n  n'est 
pas  premier,  pourra  être  réduit  ultérieurement  par  les  autres  pro- 
priétés de   la   fonction  T,  que  nous  démontrerons  ci-après. 

(i5).  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  nombres  p  et 
ç  sont  égaux  dans  la  fonction  (/?,  q);  alors  on  aura 

(a,  a)  =  fx"-'dx(i  —  Jcy-\ 

Soit  jc  =  {(i^j),  la  transformée  sera  2'-^y2/rl(i — j')"""' J  et 
comme  cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise  depuis  j-=  —  i 
jusqu'à  jr  =  -f-  I ,  il  revient  au  même  de  la  prendre  depuis  j=o 
jusqu'à  j  =  i  y   et   de  doubler  le  résultat.   On  aura  ainsi 

(a,  a)  =  2^-^^fdj{i^y^y-\ 

Mettant  ^  à  la  place  de  j",  ce  qui  ne  change  pas  les  limites ,  il 
viendra  («,  a)  =  2^'""' foc  "dxÇi — xy~\    ou 

{a,  a)  =  2— (i,  a), 

formule  qui  s'accorde  avec  l'équation   (/■)  de  la  page  252» 
Mais  d'après  l'équation  (5)  ci-dessus ,  on  a 

,         V  Tara  /  ,       \  rira 

^   '     ^  r  (2a)  '  Vajy  r^i^a)  ' 
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donc  en  substituant  ces  valeurs ,  l'équation  précédente  donne 

TaT(i-^a)  =  2'-"'TlT(2a)  =  2'-''7r^  .T(2a):  (9) 

c*est  la  troisième  propriété  générale  des  fonctions  F. 

(16).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  par- 
venir à  ce  résultat  par  une  autre  voie. 

Considérons  pour  cet  effet  la  fonction  4W^  dont  la  valeur  est 

-^^""^  ==  1.3.  5 an-i  ' 

si  l'on  met  «-|-i  à  la  place  de  «,  on  aura 

4.C/Z+  I)  = 1.3.   5 ^n+x  ' 


de  là  résulte 


^^jn-^i)   __^  4n-i-Q.4n-^4   __    , 

^^  (n)  2rt-}- 2.271+1 


Donc  en  général  4W  =  ^«4">  ^  étant  une  constante  qu*il  faut 
déterminer  dans  un  cas  particulier.  Or  en  faisant  n=i  ,  on  a 
4  (n)  =  4  5  donc  A  =  I  j  donc  n  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  aura 


271+ 2.2n  +  4.2n  +  6. . .  4'i  /„ 

1    .  3  .   5 2« — 1  ^* 


Mais  en  vertu  de  l'équation  (i) ,  on  a 

Faisant  successivement  m:=:n  etm=: — |,  cette  formule  donne 
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Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  il  vient 

1   .  3 Qii  —  1         r(n-4-i)r(ra-f  i)' 

Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  le  premier  membre  se  réduit 
à  2"  j  ainsi  dans  ce  même  cas  on  aura 

rir(2n4-i)       _     .n 


r(«-j-i)r(n-Hi) 


Cette  équation  ayant  lieu  lorsque  n  est  un  nombre  entier  à  volonté, 
elle  aura  également  lieu  pour  toute  valeur  àe  n,  puisque  Ta  est 
une  fonction  continue  de  n.  Si  l'on  fait  ensuite  nz=za  —  f,  on  re- 
tombera exactement  sur  l'équation  (9). 

(17).  Si  l'on  combine  l'équation  (9)  avec  la  première  des  équa- 
tions de  l'art.  12,  on  aura  l'équation  (v)  de  l'art.  61,  dont  nous 
avons  montré  l'usage  pour  déterminer  la  fonction  Ta  dans  toute 
l'étendue  de  la  racine  a ,  pourvu  qu'on  connaisse  la  valeur  de  celte 
fonction  depuis  «  =  |  jusqu'à  a=i.  On  pourrait  prendre  égale- 
ment pour  intervalle  connu  celui  de  a  =  o  a  a=|,  ou  celui  de 
«==  I  à  û5  =  f,  comme  on  le  verra  ci-après. 

(18).  Pour  revenir  maintenant  aux  réductions  dont  nous  avons 
parlé  dans  l'article  i4j  il  f^^t  voir  quel  usage  nous  pourrons  faire 
de  l'équation  (9). 

Si  n  est  impair,  il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  usage  de  cette  équation, 
parce  qu'il  en  naîtrait  de  nouvelles  transcendantes  dans  lesquelles 
les  quantités  a  auraient  des  valeurs  fractionnaires  dont  le  dénomin^:- 
teur  serait  2/2 ,  et  qui  ne  seraient  plus  comprises  dans  la  suite  des 

1  y  3 

transcendantes  F  -  ,  F  -  ,  F  -  ,  etc. 

Mais  si   n  est  pair ,   l'application  de  l'équation  (9)    aux  valeurs 

successives  «!=-,   a=-,  etc.   permettra    de   réduire   le  nombre 

des  transcendantes  F-,  F-,   etc.   à      ""     ou  -; ,  selon  que /2  sera 

n^       n'  4  4 

de  la   forme  4^-f-  2  ou  4^- 
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(19).  Toute  la  théorie  des  inte'grales  Eule'riennes ,  tant  de  l'es- 
pèce (-J  que   de  l'espèce  r«,  est  comprise  dans  le  petit  nombre 

de  formules  que  nous  venons  d^exposer.  On  en  peut  de'duire,  sans 
exception ,  toutes  les  formules  qu'Euler  a  données  dans  ses  diffé- 
rens  Mémoires  sur  ces  intégrales ,  et  toutes  celles  que  nous  leur 
avons  ajoutées,  d'après  l'équation  (d'),  page  257,  qui  n'était  pas 
connue  de  cet  illustre  auteur,  non  plus  que  l'équation  (v),  page  284, 
qui  en  est  une  conséquence. 

L'application  de  ces  formules  au  cas  de  «=12  a  été  donnée 
avec  détail  dans  l'art.  18,  page  238.  On  y  a  fait  voir  que  ,  dans 
la  méthode  d'Euler,  cinq  transcendantes  A,  Aa,  A3,  A^,  A5  sont 

nécessaires  pour  déterminer  toutes  les  intégrales  (-);  elles  suf- 
fisent aussi  pour  déterminer  toutes  les  fonctions  T^j,  T  ~. .  .T^, 
ainsi  qu'il  résulte  des  formules  des  art.   59  et  60. 

Au  moyen  de  l'équation  Çd) ,  ces  cinq  transcendantes  ont  été 
réduites  à  trois  seulement,  savoir,  A,,Aa,  Aj,  ce  qui  s'accorde  avec 

le  résultat  général  de  l'art,  précédent,  qui  donne  -;  pour  le  nombre 

4 

de  transcendantes  nécessaires  lorsque  n  est  un  multiple  de  4- 

Enfin ^  au  moyen  de  diverses  intégrations  dont  le  résultat  a  été 
donné  n°  i55  de  la  première  partie  ,  on  est  parvenu,  dans  l'art.  19  , 
à  déterminer  exactement  le  rapport  de  A,  à  A^j,  ce  qui  réduit  les 
trois  transcendantes  aux  deux  seules  A, ,  A^.  On  peut  donc  réduire 

à  deux   seulement  les   fonctions  T-^,  T^i ^li»  ^^   manière 

que  ces  deux  fonctions  étant  connues,  toutes  les  autres  peuvent 
en  être  déduites. 

Cette  dernière  réduction,  qu'on  n'avait  obtenue  que  par  des 
intégrations  très-compliquées  ,  méritait  une  attention  particulière; 
elle  donnait  lieu  de  croire  que  la  théorie  des  fonctions  T  devait 
contenir  d'autres  formules  propres  à  opérer  leur  réduction.  Ces 
formules  ont  en  effet  été  découvertes  par  des  recherches  ultérieures, 
dont  nous  allons  donner  le  résultat. 
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§  IL    Recherches  ultérieures  sur  les  propriétés  des 

fonctions  V. 

(20).  Considérons  la  fonction  (p  {x)  exprimée  par  la  suite  infinie 

<P  W  =  rl:^  +  ^  j^  +  g  •  3T^  +  ^  4T^  +  ^*^-  *" 

dans  laquelle  nous  supposerons  jc  <  i .  Si  l'on  développe  cette 
quantité  suivant  les  puissances  de  ^,  et  qu'on  désigne,  comme 
ci-dessus,  par  S„  la  somme  des  puissances  réciproques,  de  degré  n, 
des  nombres  naturels,  on  aura 

(p  {x)  ==  S,x  —  Sa^  H-  S4^3  „  s^^4  +  etc. 

Mais  par  l'équation  («)  du  n'  77,  deuxième  partie,  on  a 

log  r  (i  +  a:)  =  —  Cx  +  I  ^,x^  —  I  SaX^  +  \  S^JC*  —  etc; 

Différenciant  celle-ci  et  comparant  le  résultat  à  la  valeur  de  <p(^), 
on  en  tire 

(p(x)  =  G  H dx         '  ^^^^ 

d'où  l'on  voit  que  la  suite  désignée  par  <p(x)  peut  être  sommée 
immédiatement,  au  moyen  du  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion logr(i  -{- x) ,  puisque  d'ailleurs  C  est  une  constante  dont  la 
valeur  a  été   donnée  n°  73. 

Observons  que  la  fonction  (p{x)  peut  être  mise  sous  la  forme 

alors  on  voit  qu'elle  est  la  différence  de  deux  suites  qui  ont  l'une 
et  l'autre  une  somme  infinie,  mais  qui  étant  ainsi  retranchées 
terme  à  terme,  se  réduisent  à  une  quantité  finie.  Cette  quan- 
tité est  d'ailleurs  la  même  qui  a  été  désignée  par  C — N  dans 
l'art.    75,  et  elle  représente  par  conséquent  aussi  la  somme  de  la 

suite 


#^ 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  17 

suite  harmonique 

'+^  +  g +  -;•••••+;•  =  ^^ 

(21).  Puisqu'on  a  généralement 

(-ri^)+(i-^)+G-^)+etc.=c+lii^f2,      ^  j,   ^^^ 

on  trouvera,  par  des  différentiations   successives,  les  sommes  de 
différentes  séries,  savoir  : 

.^ I L_-j \ I l L.etc  —  —     -       ^^^^C^+^) 

1,1,1,1,,  1        d^  IrCi+x) 

+  etc.  =        -^   . 


^^^ L._J I L_u L_^.etc  = ]__^ini±f) 

etc. 
Et  en  général,  si  l'on  désigne  par  4/„(i  +  0:)  la  somme  de  la  suite 


on  aura 

I    rr-i-v^  —         C-O'  d'aire! +X) 

de  sorte  que  les  sommes  de  toutes  ces  suites  se  déterminent  par 
les  coefliciens  différentiels  successifs  de  la  fonction  lT{i-\-Jc);  il 
faut  seulement  excepter  le  premier  terme  4'i(i+j:),  d'où  Ton  a 

1  '1   ...         ,                                 .                ,  ,         .                     dl  r(i-{-x) 
aeauit  tous  les   autres^  et   qui  ne  se  détermine  par -y- , 

qu'en  ajoutant  la  constante  infinie  i+i+y  +  ^H-  etc. 

(22).  Dans  l'art.  41^  deuxième   partie,    nous   avons  représenté 

3 


iS  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

par  (a,  w)"*  la  somme  de  la  suite  infinie 

7^ ""^  ?7nn~nv^  "^  ?]73r"ôi7Â^  ~ï~  /-« _i_ ^^r^vn  ■+■  etc. 


^r  ■"      -  c"»    '     (a  +  n)-"     '■    (a  +  an)'"  ^  (a  +  3n) 

Si  l'on  fait  az=:nx ,  cette  suite  devient 

n?  \  ^  "^  (i  4-  x)""  "^  (2  -|-  a:)"*  "f"  ^      / 

Ainsi  en  faisant  x  =  -  y  l'expression  géne'rale  de  la  transcendante 
(a,  ny  sera 

^^'^     ^     '•      V. ^  ^''^  '^^     —  ^•-Y'-W  —   1.2.3. ..m-i  '^^     (i^™    • 

^  On  peut  encore   remarquer  qu'en   faisant 

on  aura  en  ge'néral  ^Jx) -^  ^„(i-{~x)  =  const.  =  S„;  donc 

^,   V  c  î  /     I      \  Cl        (—0""'        rf"/r(i-fx)' 

(P„W  =  S„^  4„(i  +^)  =  S,4-  7X37^7^=17  •        ^x-      ' 

C'est  simplifier  la  ihe'orie  de  ces  diverses  transcendantes,  que  de 
faire  voir  qu'elles  de'pendent  d'une  même  fonction  /r(i+.a::")  et 
de   ses   coefficiens  différentiels  successifs. 

(  25  ).    Conside'rons   maintenant    d'une    manière    particulière 
l'e'quation 

di~^         ""  (i  +  xy  ^  (9-h^)*  "^  (3  +  ^  -f-  etc.  , 
que  nous  mettrons  sous  la  forme 

dd  I Tx 1      f^         1  f^         1  ^^         1  f^  /•      \ 

dx^        ^  "^  (i  -f- xy  "^  (2"+^  "^  (3+  xy  "^  ^  ^ ^ ^^ 

Cette  formule  est  le  principe  d'où  nous  allons  déduire  de  nou- 
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veaux  théorèmes ,  qui  serviront  à  perfectionner  et  même  k  com- 
pléter entièrement  la  théorie  des  fonctions  T. 

Soit,  pour  abréger,  f{^)  la  fonction  qui  forme  le  second 
membre  de  l'équation  (  12  )  ;  si  l'on  met  2x  à  la  place  de  x,  on 
aura 

dans  la  suite  renfermée  en  parenthèses,  les  termes  de  rang  impair 
ont  pour  somme  y  (x)  ,  et  les  termes  de  rang  pair  ont  pour  somme 
f{^  +  x).  Ainsi  on  a 

/(2x)  =  ^/(x)  +  i/(i4-^): 

or  l'équation  (12)  donne/(x)  =  _££.,/(i  +  ^)  = ^j^,"^^\ 

f(2x)  =:  — -rr^ — -  ;  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

ddlr(Q.x)  ddlrx     ,    ddlr  (^\-\-  x^ 

dj^  dx^      "'  dôd^  ' 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a 

dlT  (2x)    dlTx  dlrÇ^l  +  x) 

dx         ■""     dx      "*  dx  "^       * 

Multipliant  encore  par  dx  et  intégrant ,   il  vient 

log  r  {2x)  =  log  Tj:  +  log  r  (  j  +  a:  )  4-  a^  +  ^  , 

ou^  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , 

r^r  (  î  +  ^)  =  Ae-«^  r  (2^). 

Il  reste  à  déterminer  les  deux  constantes  A ,  a ,  introduites  par 
l'intégration.  Pour  cela,  soit  x  infiniment  petit,  on  aura  rj:=  - 
et  r(2a?)  =  —  5  donc  A  =  2r  ^.  Soit  ensuite  jc  =  ^  ,  on  aura 
Ae     ■■'    =r^,donc  e^*=2;  donc  l'équation  générale  est 

r^r  c^  +  x)  =  r(2^).2'-2^ri. 
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Nous  retombons  ainsi  sur  l'équation  (g)  déjà  démontrée  de  deux 
autres  manières  ;  mais  la  même  méthode  va  nous  faire  découvrir 
de  nouvelles  propriétés. 

(24).  En  appelant  toujours  f{x)  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (12)  ,  si  l'on  met  3x  à  la  place  de  x ,  on  aura 

/(^•^)=  \[j?  +  jp^.  +  (i:^  +  -^^^  +  ^1:^  4"  etc.  J. 

La  -suite  contenue  dans  le  second  membre  se  décompose  en  trois 
autres ,  savoir  : 


1        .        1 


(|4.a:)^+(.  +  ^).  +  (|4::^.H-   etc.    _/(l+^); 

donc  on  a 

Remettant  au   lieu  de  f{x)  sa  valeur  —j-r- y  et  semblablemenî 
pour  les  autres  termes  ,  il  vient 

dd  iT  (5x) ddirx         ddlr  {'j  +  x)        ddlr  (^4-cc) 

dx^         *~"      dx^      ^^  dx'^  '^  dx^  * 

Intégrant  cette  équation  deux  fois  consécutives,   on  obtient  pour 
résultat 

rjcr CIH- ^)  r ( I  +  ^)  =  r {^x),Ae-<^. 


Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  a,  soit,  1°.  x  infiniment 
petit ,  on  aura  A  =  SE  j  F  f  =  -^r^^  =  27r[/5;  soit ,  2°.  x  =  j  , 
on  aura  Aé"^'^;=  r|rfi=:|A,  et  par  conséquent  e"  =  3^  Donc 
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on  a  l'équalion 

rj:r(|  +  ^)r(f  +  :c)=r27r.3^"^^r(5x):  (i5) 

c'est  la  quatrième  propriété'  ge'ne'rale  des  fonctions  T. 

(25).  Si  l'on  considère  semblablement  la  fonctiony(5>r),  et  qu'on 
de'compose  la  suite  qu'elle  représente  en  cinq  autres,  provenant 
des  termes  comptés  de  cinq  en  cinq  ,  à  commencer  par  le  i" ,  le  2% 
le  3%  le  4*^  et  le  5%  on  obtiendra  l'équation 

ce  qui  donne  l'équation  différentielle 

ddlr  (5x) ddlrjc        ddlr(l-\-x)        ddlr(^-^x) 

dx^  dx^     "^  dx^  "^  dx^ 

ddlr  (f^+x)        ddlrj^  +  x) 
"^  dx"  '^  dx^  * 

dont  l'intégrale  est 

rxr(i+^)r(f+^)r(H-a:)r(H-x)==r(5x) .  Ae--^ 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  a ,  on  fera  successivement  x 
infiniment  petit  et  x  =  ^ ,  ce  qui  donnera 

A  =  5rirfr|r|, 
Ar"5  =  rirfr|r|  =  f  A; 

donc  e*  =  5^  :  ensuite  on  a  ,  par  l'équation  (3)  , 

T  1  ri; ^  T  ^  V  2,  —     ^     ~ 

ce  qui  donne  A  = =  4'^*v^5.  Donc  enfin  la  fonction  V 

siriTT  sin-p- 
5        5 

satisfait  encore  à  l'équation 

rjcr(i4-a^)rG+a;)r(f+:r)r(H-x)=r(5:f).(27r)«.5^-^^:      (i4) 

c'est  la  cinquième  propriété  générale  des  fonctions  V. 

(26).  Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  généraliser  ces  résultats  et 
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les  comprendre  dans  une  même  formule.  En  effet,  n  étant  un  entier 
quelconque,  la  valeur  àef(jioc)  pourra  se  décomposer  ainsi , 

/C-) = h  [A+/G+ ^)  +/(.-+-)•  •  •  •+/C^ + ^)]  •> 

il  en  re'sulte  l'équation  différentielle 

111    f     X  77,  ddlvi-  -\-oc\  ddlr("'~~'  ^  -\-x\ 

ddlr{nx)  ddlVx  \n    ^      J  \     n        '      / 

dx  dx'        '  ^x»  ......  ^-  -^  , 

dont  l'intégrale    finie  est 

rxr(^+ ^)  r  Q  +^). . . .  r  (^  +  ^)  =  r  («x),Ae— . 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  a ,  faisons  successive- 
ment X  infiniment  petit  et  a:  ==  - ,  nous  aurons  ces  deux  équations 

n      n      n  n      ' 

k    —         _i_9--,3  —n  —  i         A 

Ae  «  =  r-r-r- r =  -; 

n       n      n  n  n 

la  dernière  donne  immédiatement  <?*  =  «".  Pour  avoir  la  valeur  de 
A,  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Soit,  1°.  71-=  im,  les   fonctions    r-.F- r  >  F 


n         n 


auront  un  terme  moyen  F  ^  =  y/'Tt ,  et  les  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes  étant  complémens  l'un  de  Tautre ,  leur  produit 
sera  donné  par  l'équation  (3)  ;  et  on  aura  pour  le  produit  total  de 
ces  fonctions , 


71    . 


TT  TT  T  .  TT  TT 


Tn  —  -r 


.     %     ,    0.7e       .    3?r  .     vn — 1  .    5r    .     27r    .     3îi-  .     m — 1 

sin  -  sin —     sin —         sin ît  sin- sin  —  sin — sin — 

n         n  n  n  n         n  n  n 


Mais    en    faisant  z   infiniment  petit  dans  la  formule  qui  termine 
l'art.  240  ,  Introd.  in  An.  inf.  ,  on  trouve 

sm  -  sm  —  sm  — sin -tT  ;=  2    ^     i/«  : 

n  n  n  n  y       7 
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ce  qui  donne ,  dans  le  premier  cas , 


r  -  r  -  r  - r  - — i  =  (277-)  ^  «"% 

et  par  conse'quent 


n  —  I 


A   =    (2^)     2    7l\ 

Soit  ,2'.  w  =  2;w  4-  I  ,  il  n'y  aura  point  de  terme  moyen  dans 

la  suite  T  -yT  ^,V  -. . ,  .T  """    ;  mais  les  termes  également  éloi- 

gne's  des  extrêmes  étant  toujours  comple'mens  l'un  de  l'autre ,   le 
produit  de  toutes  ces  fonctions  sera 


.     5r 

.       0,7F 

.       TTlTT 

sin- 

sin  — 

sin  — 

n 

n 

n 

Sin  -  sin  — • sin  — 

n        n  n 


D'une  autre  part,  la   formule  citée  d'Euler  donne  ,  lorsque  n  est 
impair , 


„  I  — n 

Ztt 


Sin  -  sm  —  sm  — sm  —   =2  ^    «   : 

n  n  n  n  ' 

donc  on  a  encore  dans  ce  cas  , 

rir-r? r^i=-î  =  (2  7r)^V% 

n     n     n  n  ^      '  ' 

et  par  conse'quent 


n  —  I 


A  =  (  27r  )   2    /î» , 

Donc  ,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n  j  on  aura  géne'ralement 
la  formule 

rxr(i+x)rQ+a:)...r(^  +  ^)=r(/z^).(27r)^^^-"^...(i5) 

(27).  Cette  formule  très-remarquable  comprend  comme  cas  par- 
ticuliers ,  les  formules  (9),(i5)  et  (i4)j  ^^^^  ^"  donnera  tant 
d'autres  qu'on  voudra,  en  prenant  pour  n  des  valeurs  en  nombres 
entiers  au-dessus  de  5. 
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Il  est  bon  néanmoins  d'observer  que  les  formules  qui  résultent 
de  Te'quation  (i5),  en  prenant  pour  n  un  nombre  composé ,  ne 
sont  que  des  conséquences  de  celles  qui  ont  lieu  en  ne  prenant 
pour  n  que  des  nombres  premiers,  et  qu'ainsi  il  suffit  de  considérer 
ces  dernières  ,  en  donnant  à  n  les  valeurs  successives  2,3,  5  ^  7  , 
1 1 ,  etc.  On  obtiendra  encore  de  cette  manière  une  infinité  d'équa- 
tions auxquelles  les  fonctions  T  doivent  satisfaire  ,  et  qui  donnent 
les  moyens  de  multiplier  à  l'infini  les  comparaisons  et  les  réduc- 
tions dont  ge  genre  de  transcendantes  est  susceptible. 

(28).  Nous  observerons  encore  que  dans  les  usages  de  la  for- 
mule (i5)  et  de  toutes  celles  qui  en  dérivent ,  on  peut  se  borner  à 

faire  x  <  -  ;  car  si  l'on  met  - -{-  x  à  la  place   de  x,  la  formule 

qui  naît  de  cette   substitution  ne  diffère  pas  de  la  formule  (i5); 
de  sorte    qu'on  n'obtiendra  entre  les  fonctions  Y  que  les  mêmes 

relations  qui  peuvent  être  obtenues   en  supposant  -^  <  -• 

(29).  Nous  pouvons  même  aller  plus  loin  ,  et  démontrer  qu'il 
suffira  de  faire  ^  <  —  ,  parce  que  l'équation  qui  viendrait  en  sup- 
posant ^  =  —  +  o) ,  ne  différera  pas  essentiellement  de  celle  que 

donne   la  supposition  ^  =  —  —  où. 

En  effet ,  si  l'on  fait  successivement  ces  deux  substitutions  dans 
l'équation  (i5),  on  aura 

multipliant  ces  deux  équations  cnlr'elles  ,  et  observant  que  chaque 
fonction  T  dans  une  équation,  trouve  son  complément  dans  l'autre, 
on  aura  pour  le  produit  total  cette  équation  , 

^  ^ ^j__ __         ^(27r)"-' 

laquelle 


n—T 

^     y 


n—j 


QUATRIÈME  PARTIE:  SECTION  I.  25 

laquelle  ,  en  faisant  ~-}-cû^  =  z,  peut  être  mise  sous  celle  forme,     - 

sin  nz  =  2"~'  sin  z  sin  f-  -\-  zj  sîn  T—  -|-  zY  . . .  sin  f—^ —  tt  -f-  z J  : 

c'est  l'e'qualion  déjà  cite'e  de  l'art.  240,  Jntrod.  in  An.  inf. 

De   là  on    voit    que   les    deux    équations    obtenues    en    faisant 

X  ■=^ \-  Cl)  .  3cz=:— <w,   ne  donnent  qu'un  seul  et  même  ré- 

sultat ,   et  qu'ainsi  dans  l'application   de  l'équation   (i5),  il  suffira 

de  faire  x  <i  — . 

2rt 

On  peut  remarquer  encore  qu*en  faisant  (»==  o  ,  on  a  la  formule 

52/1  2.71  2.11  2a  ^  ' 

laquelle  se  déduirait  aisément  de   la  formule  générale 

n       n       n  n  ^        ' 

(5o).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  rassembler  ici  sous  un  même 
point  de  vue,  toutes  les  équations  qui  contiennent  les  propriétés 
générales  des  fonctions  T.  Voici  ces  formules ,  accompagnées  des 
lettres  qui  serviront  dans  la  suite  à  les  désigner. 

9)  I) 

(A)(rx=i.2.5....(x-o,  J)         ri^  1.  -V^— .  ^ 

(B)      r(i  +  :r)  =  xr.:,  >      ^-^--    -->'• 

(C)  rxr(i-x)  =  ^,  _    .    ,    ^  .  .  .   -  -^ 

i       -~1X 

(D)  rxr(i+^)  =  rC2^).(27r)^2^     , 

(E)  rxr(n-^)r(^-{-x)  =  r(3x).(27r)'5^"^% 

(F)  rxr(i4-x)rc|-f-^)r(|4-^)r(f4-a:)=r(5^).(2;r)«5^-^% 

(N)    rxrQ  +  r)r0  +  x) r(^+^)=r(/i^).C3^)""^.*^"".     S^ 

4 


aô  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

Ces  équations  offrent  une  infinité  de  manières  de  comparer  entre 
elles  les  fonctions  T  ,  et  d'opérer  toutes  les  réductions  que  leur 
nature  comporte.  On  peut  démontrer  ,  par  exemple  ,  qu'il  suffit  de 
connaître  la  fonction  V  dans  une  petite  partie  de  la  première  pé- 
riode,  pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le  reste 
de  la  période.  On  peut  aussi  considérer  parmi  les  fonctions  Toc  , 
celles  qui  se  rapportent  aux  diverses  valeurs  rationnelles  de  oc  qui 
ont  un  même  dénominateur ,  et  se  proposer  de  réduire  toutes  ces 
transcendantes  au  moindre  nombre  possible.  Delà  naissent differens 
problèmes  curieux  qui  jetteront  un  nouveau  jour  sur  la  nature  des 
fonctions  F  ,  et  sur  lesquels  nous  allons  donner  quelques  recherches. 

J  IIL  Réduction  générale  des  fondions.  F. 

(5i).  Nous  nous  proposerons  d'abord  de  faire  voir  qu'an  moyen 
de  l'équation  (D)  ,  il  suffit  de  connaître  la  fonction  Yx  depuis  x  =  o 
jusau'à  ^  =  ^  ,  pour  pouvoir  déterminer  celte  fonction  dans  tout  le 
reste  de  la  première  période,  depuis  x  =  ^  jusqu'à  x=  i. 

Comme  il  s'agit  ici  non  d'effectuer  la  solution  ,  mais  d'en  démon- 
trer la  possibilité,  nous  ferons  usage  de  quelques  signes  propres  à 
abréger  les  calculs.  Pour  cet  effet,  désignons  log  Yx  par  [x) ,  les 
équations  (C)  et  (D)  pourront  s'écrire  ainsi , 


W4^(^-^)  =  h. 


•XX 


sin  TT.r 


(x)_|_(i-f.x)  — (2X)  =  i/(27r)  +(i  — 20:)  /2. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  des  quantités  con- 
nues lorsque  x  est  donné,  nous  les  représenterons  par  la  lettre  d, 
initiale  du  mot  donnée,  qui  désignera  également  toute  quantité 
composée  de  termes  connus.  Nos  deux  équations  peuvent  donc  se 
représenter  par  la  notation  suivante  , 

(C)  {oc)  -\-   {i—x):=.  d, 

(P)  (.^)  +  (  T  —  ^0   —  (2-^)  =  ^- 
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Cela  posé ,  si  dans  l'ëquation  (D)  on  fait  .r  =  ^  -|-  a,  on  aura 

(i  +  «)  -h  (1+^)-  (T+a^)  =d. 

Mais  par  l'équation  (C)  on  a  (  1  +  a)  =  —  (|  —  a  )  -f-  J  ^  et  par 
l'équation  (D),  (  ^  +  2a,)  =  (^x)  —  (^x)  +  d;  donc 

(^  +  a)  =  (^--^)  +  (4^)  -  (2^;  +  ^. 

Tant  qu'on  aura  a  <  y^  ,  cette  équation  déterminera  la  fonction  (œ) 
ou  (  ^  +  ^  )  par  d'autres  fonctions  où  .r  est  moindre.  Ainsi  en 
donnant  à  a  toutes  les  valeurs  depuis  et  ==  o  jusqu'à  ce,  =  -^  on 
connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  jc=^  jusqu'à  jc  :=z  ^. 

(32).  Par  exemple  ,  soit  x  =z  ^  ou  a  =  ^  ,  on  aura 

(^)  =  (^)  +  (I)  -  (r.)  +  ^; 

ainsi  la  valeur  de  (^)  est  composée  de  quantités  connues. 
Soit  encore  œ  =  ~-  ou  a  =  -j^ ,  on  aura 

(^)  =  (ji)  +  (1^)  -  (tt)  +  ^. 

Dans  le  second  membre  ,  la  fonction  {■~^)  n'est  pas  donnée  immé- 
diatement, puisque  ^  est  >  {;  mais  on  aura  sa  valeur  par  la 
même  formule,  en  faisant  a==^  —  ^  =  -^ ,  ce  qui  donne 

d'où  l'on  voit  que  (j|)  deviendra  entièrement  connu. 

(33).  Lorsqu'on  fait  J^  =  |  ou  a,  z=  ^^  ^  la  formule  précédente 
ne  détermine  pas  la  fonction  (|);  mais  alors  les  équations  (C)  et 
(D)  donnent  immédiatement 

d'où  l'on  lire  la  valeur  cherchée 
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Connaissant  la  fonction  Çx)  depuis  jr  =  o  jusqu'à  jc  =  ^ ,  il  reste 
à  la  de'terminer  depuis  x  =  ^  jusqu'à  jc  =  ^.  Or  par  la  combinai- 
son des  e'qualions  (C)  et  (D),  on  a  la  formule 

(i  — a)  =  (a)  —  (2=t)  +  d. 

Si  l'on  donne  à  a.  toutes  les  valeurs  depuis  ct=o  jusqu'à  a=|, 
le  second  membre  sera  connu  ;  ainsi  on  aura  la  valeur  de  la  fonc- 
tion (jc).  ou  (  i  —  a ) ,  depuis  x=  ~  jusqu'à  ^  =  ^. 

On  peut  donc  déterminer  la  fonction  Tjc  pour  toute  valeur  de 
la  racine  oc  ,  pourvu  qu'on  connaisse  celte  fonction  depuis  x  =  o 
jusqu'à  jc  =\. 

Ce  problème  revient  à  celui  que  nous  avons  résolu  dans  l'art.  6r, 
deuxième  partie  ;  mais  la  méthode  précédente  fait  voir  plus  claire- 
ment la  possibilité  de  la  solution. 

(54)-  Il  ne  serait  pas  difficile  d'ailleurs  d'obtenir  les  solutions 
effectives,  en  réalisant  les  quantités  désignées  par  d  ;  on  trouverait 
alors  les  trois   équations 

2(î)  =  (^)+^^^— f  ^2  — /sinl^r, 
(l  —  et)  =  (a)  —  (2a)  -j-  ^  Itt  —  (  I  —  ict)li  —  l  cos  air. 

La  première  servira  à  déterminer  la  fonction  {oc)  depuis  x  :=:  ^  jus- 
qu'à .r  =:  ^  ;  la  seconde  déterminera  la  fonction  (|) ,  et  la  troisième 
servira  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  a;  =  ^  jusqu'à  x-=z^. 
Enfin,  d'après  ces  données,  l'équation  (C)  servira  à  déterminer  la 
fonction  {x)  depuis  x  ■=:  \  jusqu'à  x  z=z  \, 

(35).  Puisque  l'emploi  des  équations  (C)  et  (D)  donne  les  moyens 
de  réduire  à  ^  la  partie  de  la  première  période  où  la  fonction  Yx 
doit  être  connue,  afin  de  déterminer  celte  fonction  dans  la  période 
entière,  on  peut  conjecturer  de  là  que  si  à  ces  équations  on  joint 
l'équation  (E) ,  il  sera  possible  de  réduire  ultérieurement  à  \{\ — |) 
ou  ^,  la  partie  de  la  période  qui  sert  à  déterminer  tout  le  reste. 
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C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  par  une  analyse  semblable  à  la 
préce'dente. 

Supposons  que  la  fonction  (x)  est  connue  depuis  œ  z=  o  jusqu'à 
x=:j;  d'après  l'équation  (E)  on  aura 

(i  +  «)  +  (H-^)4-(|-|-«)  — (l  +  3:t)=^. 

Mais  l'équation  (D)  donne  (^  +  a)  =  (2a) — (^a,)-}- d,  (  i  -f_  5:^  ) 
=  (6ct)  —  (5a)+^,  etl'équation  (C)  donne  (| -f- a)  =  —  (i  —  a)  4-^; 
on  a  donc  la  formule 

(ïï  +^)  =  (t-  a)  +  (a)  ^  (2a)  —  (3a)  -j-  (6cL)-h-d. 

Tant  que  6ol  sera  plus  petit  que  ^+  a,  ou  tant  qu'on  prendra 
^  <C  lîr  >  cette  équation  donnera  la  valeur  de  (jc)  ou  (^-f-a)  par 
des  fonctions  dont  la  racine  est  moindre.  Ainsi  on  connaîtra  la 
valeur  de  la  fonction  (jc)  depuis  .%■  =  |  jusqu'à  jc  ==  j. 

La  formule  précédente  ne  détermine  pas  la  valeur  de  la  fonc- 
tion (j);  mais  par  une  autre  formule  que  nous  donnerons  ci- 
après  (art.  45)  ,  on  a 

(36).  Il  reste  à  déterminer  la  fonction  (jc)  depuis  .r  =  |  jusqu'à 
x=  ~.  Pour  cela,  soit  a  = -3^  -f-  s  ,  l'équation  précédente  de- 
viendra 

(i  +  6^)=(i+^)-|-(^+3^)+(^+2z)-(3V4-^)-(^-^)+^, 

Pour  faire  usage  de  cette  formule  ,  il  faut  supposer  connue  la  fonc- 
tion (i  +  s)  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=ù),  a>  étant  une  quantité 
aussi  petite  qu'on  voudra.  Alors  donnant  à  z  toutes  les  valeurs 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  ^_,  on  connaîtra  la  fonction  (x)  ou 
(  {  -f-  6z)  ,  depuis  jc  =  j  jusqu'à  jc  =  ^. 

On  peut  aussi  ne  faire  usage  de  la  formule  précédente  que  depuis 
z  =  o  jusqu'à  z=~,  ce  qui  fera  connaître  la  fonction  (x)  depuis 
x=  j  jusqu'à x=  j.  On  déterminera  ensuite  cette  fonction  depuis 
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Jc  =  ^  jusqu'à  jc  =  i; ,  par  la  formule 

(  7  —  -^  )  =  C-^)  —  (2-^)  +  (l- 

Cette  solution  est  fort  sin^ple ,  puisqu'elle  est  fonde'e  sur  une  seule 
formule  mise  sous  deux  formes  diffe'rentes  ;  mais  elle  suppose 
qu'outre  la  partie  de  la  période  connue  depuis  jc  =  o  jusqu'à 
jc  =  ^  ,  on  connaît  encore  la  partie  comprise  depuis  JC  =  ^  jusqu^à 
jc  =^-^  cù  ,  CD  étant  une  quantité  qui ,  à  la  vérité  ,  peut  être  aussi 
petite  qu'on  voudra,  mais  qui  ne  peut  être  tout  à  fait  anéantie. 
Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même  problème,  en  supposant 
connues  deux  parties  de  la  période  non  contiguës  ^  mais  telles  que 
leur  somme  se  réduit  précisément  à  ^. 

(Sy).  Supposons  la  fonction  (jc)  connue  dans  deux  parties  de  la 
première  période,  savoir,  depuis  ôc  =  o  jusqu'à  j:  =  ^,  et  depuis 
jc  =  -^  jusqu'à  jc  z=  Ys  '  ces  deux  parties  réunies  font  une  somme 
égale  à  ^;  et  pour  déterminer  la  fonction  (x)  dans  tout  le  reste  de 
Ja  période  ,  il  faudra  exécuter  les  opérations  suivantes  : 

1°.  Par  les  formules  (E)  et  (C) ,  on  a 

le  second  membre  est  connu  depuis  a,  z=:  o  jusqu'à  ci=:  -—,  ainsi 
on  connaîtra  la  fonction  (œ)  depuis  oc  =  o  jusqu'à  jc  =  ^. 

2°.  D'après  les  équations  (C)  et  (D)  ,  on  a 

&0=(^)+(^)  +  '^= 

le  second  membre  est  connu  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  i  ;  donc 
on  connaîtra  la  fonction  (œ)   depuis  Jc=o  jusqu'à  jc=-^. 

3°.  Mettant  a,  —  i    à  la  place  de  a  dans  Téquation  précédente, 
on  en  tire 

îe  second   membre   de  celle-ci   est  connu   depuis   ctz=o  jusqu'à 
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d  :=  ^  ',  donc   on  connaîtra  la  fonction  (jc)   depuis  x  =  ~~  jusqu'à 


cT  —  ;'y , 


Par  ces  trois  premières  ope'ralions ,  la  fonction  (jc)  devient  connue 
depuis  JC  =  o  jusqu'à  x  =  ^^  ,  et  depuis  j:'^:^  jusqu'à  jcz=-f^. 
Il  faut  maintenant  remplir  la  lacune  que  laissent  ces  deux  espaces , 
depuis  Jc  =  ^  jusqu^à   jc=-^,    ou  depuis  jc  =  j  —  j^-  jusqu'à 

4°.  D'après  l'équation  (D),  on  a 

les  termes  (-^+z),  (|.-f-2z)  peuvent  être  remplaces  par  leurs 
complëmens  —  (^  —  z),  —  (|  —  2z);  ensuite^  par  l'équation  (D), 
le  terme  (|  —  as)  peut  être  remplace  par  (j  —  ^z)  —  (^  —  2z). 
On  aura   donc 

Dans  cette  e'qualion,  le  second  membre  sera  toujours  connu, 
pourvu  que   z  positif  ou  négatif  ne  surpasse   pas  ~. 

Cela  posé,  donnons  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  z  =  ~^  jus- 
qu'à z  =  — J— ;  la  fonction  (j  —  4^)  est  connue  dans  cet  intervalle, 
ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (x)  représentée  par  (l  +  s),  depuis 
^'  =  ^+77^  jusqu'à  ;r=j-f-Y|-.  Donc  l'intervalle  où  la  fonction 
(.r)  reste  inconnue  ne  s'étend  plus  que  depuis  x  =  }  —  ^w^  jus- 
qu'à  ^=1  +  ^. 

Donnons  maintenant  à  z  des  valeurs  négatives,  depuis  z= — ^. yi^ 
jusqu'à  z=: — 1~;  la  fonction  (j  —  /^z)  sera  connue  dans  cet  in- 
tervalle, ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (^-\-z)  depuis  z  =  —  -^—^ 
jusqu'à  z  =  —  Y^— ;  de  sorte  que  l'intervalle  où  la  fonction  (jc) 
reste  inconnue    se  trouve  de  nouveau  resserré   entre   Jc:=j — y^— 

On  continuera  de  procéder  de  la  même  manière^  en  attribuant 
à  z  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives.  Si  l'inter- 
valle inconnu  s'étend  d'abord  depuis  .x=|  —  &)  jusqu'à  a:=:^-f-4'v, 
une  première  opération  resserrera  cet  intervalle  entre  les  limites 
•^  =  î  —  ^-t>,  •^=iH-i<w;   une  seconde  opération  le  resserrera  en- 
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core  entre  les  limites  Jo  =  j  —  Yë^y  et  x  =^'\-^  eo,  et  ainsi  de 
suite.  D'où  l'on  voit  que  l'intervalle  inconnu  finira  par  s'anéantir 
dans  la  limite  jc=j  ;  et  en  ce  point  on  aura,  toujours  d'après 
la  même  formule  , 

5".  La  valeur  de  la  fonction  (œ)  étant  connue  depuis  a:=::o  jus- 
qu'à ûc  =  -^;  pour  la  trouver  depuis  a:==-j^  jusqu'à  x=7,  on  fera 
usage  de  la   formule 

(38).  On  voit  donc  qu'il  est  possible  de  déterminer  la  valeur 
de  la  fonction  r.%",  dans  toute  l'étendue  de  la  première  période, 
et  de  là  pour  toute  valeur  de  x ,  pourvu  qu'on  connaisse  cette 
fonction   dans  une  partie   assez  petite  de  cette  période. 

La  partie  qu'il  faut  connaître  est  |,  quand  on  ne  fait  usage  que 
de  l'équation  (C)  ;  elle  se  réduit  à  ^ ,  lorsqu'on  fait  usage  des  deux 
équations  (C)  et  (D)  ,  et  elle  se  réduit  de  nouveau  à  ^,  lorsqu'on 
fait  usage  des  trois  équations  (C),  (D),  (E).  Elle  se  réduirait  ul- 
térieurement en  faisant  usage  de  l'équation  (F)  et  des  suivantes; 
mais  la  proportion  de  celte  réduction  et  la  distribution  des  parties 
qui  conduisent  à  la  plus  grande  réduction,  pourraient  faire  l'objet 
d'un  genre  de  recherches  analytiques  qu'il  ne  nous  paraît  pas  né- 
cessaire de  continuer  plus  loin.  Nous  nous  contenterons  de  remar- 
quer que  les  fonctions  T  se  rapprochent,  par  ces  propriétés,  des 
fonctions  circulaires,  logarithmiques  et  même  elliptiques  ,  qu'il 
suffît  de  connaître  dans  un  intervalle  aussi  petit  qu'on  voudra, 
pour  pouvoir  les  déterminer  dans  toute  leur  étendue. 


§  IV. 
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§  IV.  Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible 
les  transcendantes  contenues  dans  la  suite  F  -  ,  F  -  , 
r  - . .  •  r  —^  y  n  étant  un  nombre  entier  donné. 

(39).  Si  «  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  usage 
que  de  Tequation  des  complëmens  (C)  ,  et  les  transcendantes  dont 
il  s'agit  ne  pourront  être  réduites  à  un  nombre  moindre  que 
\{n — i).  Mais  si  n  est  un  nombre  composé,  chaque  facteur  pre- 
mier de  n  donnera  lieu  à  l'application  de  celle  des  équations 
(D),  (E),  (F),  etc.,  qui  est  relative  à  ce  facteur,  et  il  en  ré- 
sultera des  réductions  d'autant  plus  multipliées,  que  n  aura  plus  de 
facteurs  simples. 

Si  n  est  divisible  par  2,  on  pourra  appliquer  lequation  (D), 
dans  laquelle  on  fera  successivement  ^=r-,  a:  =  -  -r — ?  Ptp 
jusqu'à  x  =  ^,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  de  condition 
entre  les  fonctions  T^,  r^,  F  ^. ..  .F  ^.  On  se  borne  à  chercher 
des  relations  entre  ces  fonctions,  parce  que  les  suivantes,  jusqu'à 
r  —;^j  se  déduisent  de  celles-ci  par  l'équation  (G),  excepté  F^, 
dont  la  valeur   est  connue. 

Si  n  est  divisible  par  3,  on  fera  l'application  de  l'équation  (E), 
en  donnant  à  x  les  valeurs  successives  -,  -,  -..  .  jusqu'à  ^  exclu- 
sivement,   ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  de  condition. 

On  fera  un  semblable  usage  de  l'équation  (E),  si  n  est  divi- 
sible par  5;  de  l'équation  (F),  si  n  est  divisible  par  7,  et  ainsi 
de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  toutes  les  équations  de  condition  qui 
servn'out  à  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes 

^  n'  ^  n"*'^  ~;r''  ^^  ^^^  feront  connaître  en  même  temps  celles 

5 
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de  ces  fonctions   qui    sont  nécessaires  pour    exprimer  toutes   les 

autres. 

(4o).  Conside'rons  pour  premier  exemple  le  cas  de  «==12,  et 

désignons,  pour  abréger,  logT  T— j  par  ZAj  la  question  est   de 

réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  Zi  ,  Z2  , 
Z5,  Z4,  Z5;  et  pour  cela  nous  aurons  à  faire  l'application  des 
équations  (D)  et  (E),  puisque  n  a  pour  facteurs  premiers  2  et  3. 

Les  valeurs  à  substituer  dans  l'équation  (D)  se  réduisent  à  deux 
seulement,  œz=.-^,  x-=.-~^,  parce  qu'on  doit  supposer  x<C^  \\  il  en 
résulte  les  deux  équations  de  condition 

Zl    +    Z7    —    Z2    =    ^/ÇT    +    1^2, 

Z2  +  Z8  —  Z4  =  i:^7r  +  f /2. 

Au  lieu  de  Z7  et  Z8  il  faut  introduire  leurs  complémens  Z5  et 
Z4^  ce  qui  se  fera  par  l'équation  (C),  qui  donne,  en  faisant  -^7r;=za> , 

Z5  -f-  Z7  =  /  — ^  =  /tT  4-  2/2  +  Zsin  «  , 

Z4  +  Z8  =  Z  -A-  =  Ztt  +     l:i  -—  {n. 

Cette  substitution  donnera 

Z5  =  Zi  —  Z2  +  \l7r  +  IZ2  +  Zsino), 

Z4  =  ■iZ2  +  ^Ztt  +  iZ2  —  iZo. 

L'équation  (D)  ayant  fourni  deux  équations  de  condition,  on 
voit  que  les  cinq  transcendantes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  trois, 
qui  sont  7ji,  Z2,  Z5;  et  cette  solution  est  dans  le  fond  la  même 
que  celle  de  l'art.    18,  deuxième  partie,  où  l'on  n'a  fait  usage  que 

des  équations  qui,  pour  les  fonctions  (-),   répondent  aux  deux 

équations  (C)  et  (D)  relatives  aux  fonctions  F.  Mais  l'application 
de  l'équation  (E),  due  au  facteur  premier  3,  fournira  encore  une 
nouvelle  réduction. 

Puisqu'on  doit  prendre  x<|,  on  n'aura  à  substituer   dans  l'é- 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  55 

quation  (E)  que  la  seule  valeur  x=-^j  ce  qui  donnera  Te'qua- 
tion  de  condition 

Zi  4-  ^5  -{-  Zg  —  Z3  =  Z(2<7r)  +  ^15; 

mais  par  l'e'quation  (C)  on   a   Z5  +  Zg  =  /  — ^  =  I'tc  +  t  ^  2  ; 

donc 

Zi  +  Z5  —  2Z5  ==  1/2  +  4/5. 

Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  Z5  exprimée  par  Zi  et  Z2, 
il  viendra 

Z5  ==  Zi  •—  iZ2  4-  ^/tt-  +  i/2  —  iZ3  +  i/sino»,- 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  transcendantes  Zi  ,  Z2  suffisent  pour 
déterminer  toutes  les  autres  :  c'est  le  dernier  terme  des  réductions 
qui  peuvent   avoir  lieu  entre  les  diverses  transcendantes  désignées 

par  r — . 

*^  12 

(4i).  Nous  avions  déjà  atteint  ce  terme  dans  les  formules  de 
l'art,  ig,  deuxième  partie;  mais  nous  n'y  étions  parvenus  qu'à  l'aide 
de  diverses  intégrations  fort  compliquées,  dont  le  résultat  est  con- 
tenu dans  l'art.  i55,  première  partie.  En  vertu  de  ces  intégrations, 
on  a  déterminé  (art.  ig)  le  rapport  des  deux  quantités  Mi,  Mj, 
comme  il  suit  ; 

M,  j„i  z'h^ 

=  2' 3*  cosû)  = 


M3  sin  et 

Or,  par  la  formule    du  n°  i5,   on  a 


M.  =  (i) 


12  r 


a      > 


r-4.  r-^ 


donc 


M3  =  (l)  =  ^7?f' 

M^  /r-^Vy     £i  a" ^5^ 
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Cette  équation  permet  de  déterminer  T  ^i  P^^r  le  moyen  des  deux 
transcendantes  T -^j ,  F ^j,  et  on  en  tire,  suivant  la  notation  pré- 
cédente , 

Z5  =  Zi  —  4Z2  +  ^Itc  +  il2  —  iZ5  H-  iZsina, 

valeur  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  qu'on  a  déduite  de 
l'équation   (E). 

Ainsi  le  résultat  qui  avait  été  trouvé  presque  fortuitement  par 
des  intégrations  très-difficiles ,  est  donné  immédiatement  par  l'équa- 
tion (E).  En  général,  il  parait  que  les  seules  réductions  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  fonctions  F,  sont  celles  que  donnent  les  équa- 
tions (C),  (D),  (E)  et  les  suivantes  ,  lorsque  l'application  peut 
en  être  faite,  à  raison  des  nombres  premiers  qni  sont  diviseurs 
de  n.  Ces  équations  ont  d'ailleurs  l'avantage  de  conduire  aux  ré- 
ductions par  la  voie  la  plus  simple  et  la  plus  courte,  comme  on 
vient  d'en  voir  un  exemple  ;  elles  paraissent  donc  ne  rien  laisser 
à  désirer  sur  la  théorie  des  fonctions  F. 

(42).  Dans  l'exemple  dont  nous  venons  de  développer  la  solution, 
le  calcul  nous  a  conduits  à  prendre  Zi  et  Z2  pour  les  termes  avec 
lesquels  on  devait  exprimer  tous  les  autres.  Mais  Zi  et  Z2  étant 
relatifs  aux  fondions  T y^,  T ^j,  il  peut  paraître  plus  simple  de 
prendre  pour  termes  de  comparaison  les  fonctions  F|  et  F^.  Dans 
celte  hypothèse,  il  faudra  exprimer  Zi,  Z2  et  7j5  parle  moyen 
de  Z3  et  Z4.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  facilement,  au  moyen  des 
formules  précédentes,   et  voici   le  résultat  du  calcul   dans    lequel 

nous  comprenons  toutes  les  valeurs  de  log  F  —,  excepté  logF^. 

It-h  =  IT\  +  IT^,  —  ilTT  —  i/2  +  |Z3  —  i/sin^, 

ZF-^  =  ZF^  —  ZFi  H-  ^Jtt  -\-  I2  —  ^15  -f-  |Zsin  ^, 
iT-h  =  ^rf  —  ZF^  +  IZtt  +  Z2  +  iZ3  +  iZsin  -^, 


ZF^  =  —  ITJ  +  Ztt  4-  Z2  —  ils. 


12 
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IT^   =   -    ^IY\    +    llTT   +    |/2    -   fZ3, 

/rii  =  ^  zri  —  /ri  +  |/:t  +  \i^  -  1^5  - 
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i  Zsin— . 
*  12 


(43).  Dans  les  articles  i8  et  19  de  la  deuxième  partie,  on  a 
trouvé  qu'en  faisant  B  =  F'(sin45°)  et  C  =  F'(sin  i5°) ,  les  trans- 
cendantes T^,  V\  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  B  et  C, 
au  moyen  des  équations 

r»^  =  4B/'7r,    * 

Pi  =  2^3"^G7r; 

mais  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ^    on  trouve  les  loga- 
rithmes vulgaires  de  B  et  C  ,   comme  il  suit  : 

log  B  =  0.26812  72224  1192, 
logC  =  o.2o36i  53657  1262. 

k 
De    là    résultent    les    valeurs    des    transcendantes    \os  Y  —     et 

°  12 

logrri-f-— )>  comme    on  les  voit  dans  le  tableau  suivant,    qui 
pourra  être  fort  utile  dans  diverses  recherches  d^analyse. 


a. 

iogr«. 

iogr(i+^). 

I 

I  a 

a 
I  3 

.3 

1  a 
_4 
1  a 

5 
1  '.i. 

6 

1  a 

■   7 

J  a 

X 

1  a 
9 
»  1 

1  0 

1  X 
l   1 
1  1 

1.06067  62454  1387 

0.74556  78577  533o 
0.55938  10750  4547 
0.42796  27493  1426 
0.32788  i2i6i  8498 
0.24857  49^63  4707 
0.18432  48784  0648 
0. i3i65  64916  8402 
0.08828  37954  8265 
0.05261  20106  0482 
0.02347  73967  1089 

9.98149  49993  6625 
9.96741  66073  6966 

9.95732  10837  i55i 
9.95084  14945  9460 
9.94766  99744  7^38 
9.94754  49406  8309 
9.95024  10723  73ii 
9.95556  52326  2834 
9.96334  5o588  7435 
9.97345  07645  5719 
9.98568  88358  2149 
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(44)'  Après  avoir  développé  fort  au  long  le  cas  de  n=j2,  nous 
prendrons  encore  pour  exemple  quelques  autres  valeurs  de  n  ; 
mais  ne  voulant  point  entrer  dans  le  détail  des  solutions  effec- 
tives, nous  nous  contenterons  d'en  démontrer  la  possibilité,  et  à 
cet  effet  nous  ferons  usage  des  mêmes  signes  d'abréviation  que 
dans   Tart.  3i. 

Soit    d'abord    A^==24,    et    soit    désignée   par   (x)    la    quantité 

logr  r^j  :  on  connaît  déjà,  par  le  cas  de  nz=i2 ,  les  réductions 
qui  ont  lieu  entre  les  termes  de  rang  pair  (2),  (4),  (6),  (8)  ,  (10), 
puisqu'en  général  l'expression   (2A)  désigne   IT  f—^j  y    qui    est   la 

même  chose  que  iT  (  — \  Ainsi  en  appliquant  les  résultats  trou- 
vés dans  le  cas  de  /z  =  i2,  on  aura  entre  les  cinq  transcendantes 
dont  il   s'agit ,  ces  trois  équations  : 

(6)     =(2)-i(4)+^, 

(8)    =K4)  +  d, 

(■o)  =  (2)  -  (4)  +  d. 

Pour  obtenir  d'autres  réductions,  on  fera  d'abord  dans  Téqualion 
(D)   les  substitutions  x  =  ^,  x  =  -^,   ^  =  ^,ce  qui  donnera 

(.)  +  (.3)  -  (2)  =  d, 
(3)  +  (i5)  -  (6)  =d, 
(5)  +  (.7)  -  (,o)  =  d. 

Mettant  dans  ces  équations,  au  lieu  des  termes  (i3),  (i5),  (17), 
leurs  complémens — (iï)?  — '(9)?   — (?)  >   ^^  ^^  tirera 

(i.)  =  (i)  -(2)  +d, 

(9)  =  (3)  -  (6)  +  d, 
(7)    =  (5)  -  (.0)  +  d. 

Ces  équations  font  voir  que  sur  les  six  transcendantes  (i),  (5), 
(5),   (7),  (9),   (ii)j   il   suffit   d'en  connaître    trois. 

Mais  de  plus,  l'équation  (E)  fournira  de   nouvelles  réductions. 
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en  y  substituant  les  valeurs  jc=:-~,  j£7  =  |^,  toutes  deux  plus 
petites  que  ~;  cette  substitution  donne  deux  équations  qui,  au 
moyen  des  termes  complémentaires,  deviennent 

(■)H-(9)    -(7)-(3)  =  <i, 
(3)  +  (II)  -  (5)  -  (9)  =  d. 

Celles-ci,  en  vertu  des  relations  déjà  trouvées,  se  réduisent  à  une 
seule,   qui  donne 

(5)  =  (0  -  (^)  +  (6)  +  d. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  deux  transcendantes  (i)  et  (5)  de 
numéro  impair,  et  les  deux  (2),  (4)  de  numéro  pair,  suffisent 
pour  déterminer  toutes  les  autres,  puisqu^on  a  les  valeurs  suivantes  : 

(5)    =  (0  -K4)  +  d, 
■      (7)    =(,)-(2)4-i(4)  +  d, 

(9)     =  (5)-  W  +  i(4)  +  d, 
(iO  =  (,)_(2)  +  rf. 

Ainsi  dans  le  cas  de  «  =  34  ,  les  quatre  transcendantes  r  ^^ ,  r  -^ 
E  A  j  r  ^  suffisent  pour  déterminer  toutes  celles  qui  sont  com- 
prises dans  la  même  série  ,  jusqu'à  T 


2  3 
34* 


(45).   Considérons  enfin  le  cas  de  «  =  60,  et  proposons-nous  de 
trouver  combien  il  faut  de  termes  de  la  suite  F^,  r^^..     r  ^-^^ 
pour  déterminer  tous  les  autres,  et  quels  sont  ces  termes. 

Désignant  toujours  log  T  g-  par  (k) ,  on  pourra  d'abord  considé- 
rer les  termes  où  k  est  un  multiple  de  5  ,  et  appliquer  à  ces  termes 
les  formules  trouvées  pour  le  cas  de  «  =  12  ,  ce  qui  donnera 

(i5)  =  (5)  -  Hio)  +  ^, 

(20)  =^10)+  ^, 

{25)  =  (5)  —  (10)  +  d. 

Ainsi  les  deux  termes  (5)  et  (10)  suffisent  pour  déterminer  toutes 
les  transcendantes  (A)  dans  lesquelles  k  est  un  multiple  de  5. 
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Si  l'on  considère  séparément  les  termes  où  k  est  pair,  on  aura , 
par  l'application  des  équations  (D)  et  (C)  ,  les  relations  suivantes  : 

(:28)  =  (2)  ~(4)  +  J, 
(26)  =  (4)  -(8)  +  ^, 
(24)  =  (6)-.(i2)  +  J, 

(22)  =  (8)  -  (16)  4-^, 
(18)  =  (12)  -  (24)  +  d, 
(16)  =  (i4)  -  (28)  4-  d. 

On  trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (E)  et  (C)  , 

(2)    +    (:22)~(l8)-.(6)    =    J, 

(4)  +  (24)  -  (16)  -  (12)  =  d, 

(6)  +  (^6)  ~  (14)  -  (18)  =  d, 
(8)  +  (28)  -  (12)  -  (24)  =  d. 

Ces  quatre  équations  combinées  avec  les  six  qui  précèdent  , 
offrent  deux  coïncidences,  et  ne  déterminent  que  huit  quantités^ 
savoir  : 

(,8)  =  (2)  -  (4)  +  d, 

(,6)  =  (2)  -  (6)  +  d, 

(24)  =  (6)  ~  (12)+  d, 

(22)  =2(12)—  (2)  4-  d, 

(18)  =2(12)-  (6)  +  d, 

(16)  =  (4)  +  (6)^.2  (12)  +  ^, 

(i4)  =  (2)  +  {e>)-^  :2  (12)  +  d, 

(8)=:  (6)  +  (4)  -(2)  +  d; 

à' ou  l'on  voit  que  les  quatre  quantités  (2),  (4) ,  (6)  ,  (12)  suffisent 
pour  déterminer  tous  les  termes  {k)  dans  lesquels  k  est  pair  et  non 
divisible  par  5. 

Enfin  l'application  des  équations  (F)  et  (C)  donne 

(2)  +  (i4)  4-  (^6)  —  (22)  —  (10)  —  (10)  =  d, 
(4)  +  (16)  4-  (28)  -.  (20)  -  (8)  -  (20)  =  d, 

et 
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et  ces  deux-ci  se  re'duisent  à  une  seule,  savoir, 

(12)  =  (2)  -1(10)  +  ^; 

d'où  il  suit  que  tous  les  termes  (k)  où  k  est  pair ,  pourront  s'ex- 
primer au  moyen  des  quantite's  (2),  (4),  (6),  (10). 

(46).  Venons  maintenant  aux  quantite's  où  k  est  impair.  On  aura , 
par  l'application  des  e'quations  (D)  et  (G)  ,  ces  six  conditions  : 

(29)  =  (i)  -  (2)  +^, 
(^7)  =  (3)  -(6)  +  ^, 

(23)  =  (7)  -(i4)  +  ^, 

(21)  =  (9)  —  (18)  -h  d, 

(19)  =  (11)  —  (22)  4-  d, 

(17)  =  (,3)  _  (26)  +  d. 

Ensuite  les  e'quations  (E)  et  (C)  en  fourniront  quatre ,  savoir  : 

(0  +  (21)  -(19)  -(3)  =  ^, 
(3)  +  (25)  ~  (17)-.  (9)  =  J, 
(7)  +  (^7)  -  (i3)  -  (21)  =  d, 
(9)  +  (29)  -  (11)  -(27)  =  ^. 
Mais  ces  quatre  conditions  se  re'duisent  aux  deux  suivantes  ; 

(")  =  (■)  +  (9)  -  (2)  -  (5)  +  (6)  +  d, 

(i3)  =  (3)  +  (7)  -  (9)  +  2  (2)  -  2  (6)  -  (10)  +  d. 

Enfin  réquation  (F)  donnera  deux  conditions  qui,  en  vertu  des 
relations  de'jà  trouvées,  se  réduisent  à  une  seule ,  savoir  , 

(9)  =  (3)  +  (2)  -  (6)  -  1  (10)  +  d. 

De  là  on  voit  qu'avec  les  quatre  données  impaires  (0  >  C^)  >  CT^  (?)  , 
jointes  aux  quatre  données  paires  (2),  (4),  (6),  (10),  on  pourra 
achever  de  déterminer  toutes  les  Ira-nscendantes  désignées  par  (k): 

6 
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On  aura  en  effet  pour  les  ternies  impairs ,  ces  expressions  : 


(9)  =  (3)  +  (^ 

(.3)  =  (7)  H-  (2 
(.5)  =  (5)  -  i 

(17)  =  (7)  -  r 


)-(6)-î(«o)  +  <^, 

(10)  +.(/, 

)  —  (6)  —  i(>o)  -i-d, 

(10)  +  rf, 

(10)  +  d. 


(,9)  =  (,)-(2)  +  H'o)  +  ^, 
(21)  =  (5)  —  (2)  +  f(io)  +  d, 
(a5)  =  (7)  +  (2)-(6)-(.o)  +  rf, 
(25)  =  (5)  —  (10)  +  d, 
(27)  =  (3)-  (6)  +  -i, 

(29)    =    (.)-(2)+.i. 

Quant  aux  termes  où  k  est  pair,  nous  avons  donné  ci -dessus 
leur  expression  ,  où  il    ne  reste   plus  à  substituer  que  la  valeur 

(12)  =  (2) -i  (10)+^. 

(47).  Remarquons  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires 
pour  déterminer  toutes  les  autres,  étant  nommé  N,  on  aura 

pour  «  =  12,  N  =  2  =  ^(i  —  i)(i  — i), 
pour  «  =  24,  N  =  4  =  ^(i— 7)(i— î), 
pour  «  =  60,       N  =  8  =  ^(i_.i)(i  — i)(i-.i). 

Dans  cette  formation  du  nombre  N  ,  le  facteur  |  est  dû  à  l'équa- 
tion (G),  le  facteur  (  i  —  ^)  à  l'équation  (D) ,  le  facteur  (  i  —  4)  à 
l'équation  (E) ,  et  le  facteur  (  i  —  y  )  à  l'équation  (F). 

En  général,  si  et,  ^ ,  ^ ,  etc.  sont  les  nombres  premiers  inégaux 
qui  divisent  N  ,  on  aura 


N 


=  ÎO-O0-Î)(-;)'--' 


nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  «  et 
moindres  que  ^  71, 
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Cette  loi  a  été  "vérifiée  dans  plusieurs  autres  exemples,  et  il  y 

a  lieu  de  croire  qu'elle  est  vraie  en  général;  d'où  il  suit  qu'étant 

donné  un  nombre  quelconque  n,  on  peut  trouver  immédiatement 

combien    il  faut  de  termes  de  la  suite  r-,r-,r- T  "  ~  \ 

pour  déterminer  tous  les  autres. 

Ainsi  si  l'on  voulait  construire  avec  le  moins  de  données  pos- 
sible,  une  table  des  fonctions  Ta  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  de 
millième  en  millième,  depuis  <2  ==0.001  jusqu'à  «=1=  i  .000  ,  on 
pourrait  le  faire  en  supposant  connu  un  nombre  de  termes  de  cette 
suite  =  5oo.|.-|  =  200.  Si  au  lieu  de  donner  aux  valeurs  succes- 
sives de  «,  le  dénominateur  commun  looo,  on  leur  donnait  le  dé- 
nominateur io5o,qui  a  pour  facteurs  premiers  2,  3,5,  7,1e 
nombre  des  termes  nécessaires  serait  -^-^ .  ^ .  | .  f .  |  =  1 20.  Ainsi  il  ne 
faudrait  que  120  termes  pour  en  déterminer  algébriquement  io5o,  et 
la  table  ne  serait  guère  moins  facile  à  interpoler  que  dans  l'autre  cas. 

(48).  On  sait  de  cette  manière  combien  il  faut  de  transcendantes 
pour  déterminer  toutes  les  autres;  mais  il  n'est  pas  aussi  facile  de 
prévoir  quelles  sont ,  pour  chaque  valeur  de  n ,  ces  transcendantes. 
Dans  le  cas  de  n=60y  on  aurait  pu  penser  que  ces  quantités  , 
dont  le  nombre  est  fixé  à  huit,  pouvaient  être  les  huit  premiers 
termes  de  la  suite  T  -^  ,T  -^  ,Y  -^ ,  etc.  ;  mais  le  calcul  a  fait  voir 
que  la  fonction  r  -^  doit  être  exclue  comme  étant  déterminée  par 
les  précédentes ,  au  moyen  de  l'équation  (8)  =  (6)  -f-  (4) — (2)  -{-  d. 
Cette  circonstance  a  forcé  de  prendre  pour  huitième  terme  la 
fonction  T  ~.  Au  reste,  le  problème  qu'on  a  résolu  par  les  huit 
fonctions  mentionnées,  pourrait  l'être  de  beaucoup  d'autres  manières; 
c'est-à-dire  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  fonctions  pourraient  être 
remplacées  par  d'autres  en  nombre  égal;  ce  qui  ferait  toujours 
huit  transcendantes  par  lesquelles  on  déterminerait  toutes  les  autres. 

(49)-  Nous  remarquerons  encore  que  les  équations  que  nous 
avons  trouvées  pour  les  cas  de  n  z=  12  ,  71  =  24  ,  '^  =  60  ,  et  toutes 
celles  qu^on  trouverait  de  même  pour  d'autres  valeurs  de  n ,  sont 
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autant  de  théorèmes  qui  établissent  des  réductions  plus  ou  moins 
remarquables  entre  les  fonctions  T. 

Par  exemple  ,  l'équation  (i2)  =  (2)—  i  (lo)  +  ^,  obtenue  dans 
le  cas  de  n=:6o ,  est  l'expression  abrégée  de  ce  théorème 

ri  =  r3T.(r|rP, 

P  étant  une  fonction  donnée  de  -Tf  et  de  quantités  algébriques.  Il 
est  même  facile  de  voir ,  a  priori ,  de  quelle  manière  tt  doit  entrer 
dans  cette  fonction. 

En  effet,  si  dans  les  équations  (C),  (D),  (E),  etc.,  on  fait 
Tx  ==  tt'-^O  (jc)  ,  <I>  étant  une  nouvelle  fonction ,  on  trouvera  quç 
TT  disparaît  entièrement  de  ces  équations  ,  de  sorte  que  la  quan- 
tité ^»'^~'  Tjc  devra  être  indépendante  de  ^  dans  tous  les  résultats 
qu'on  tirera  de  ces  équations. 

Dans  l'exemple  précédent  on  a  |  —  tH-  i-l  =  4  î  ^^"^ 

ri  =  r,^(ri)"V'^Q, 

Q  étant  une  fonction  purement  algébrique  qui  ne  doit  plus  con- 
tenir tT.  Pour  trouver  cette  fonction  algébrique,  il  faudrait  déve- 
lopper tout  au  long  les  équations  qui  ont  conduit  à  l'expression 
abrégée  (12)  =  (2)  —  i  (^o)  +  ^?  comme  nous  l'avons  fait  dans  le 
cas  de  7i  =  12. 

§  V.   Propriétés  générales   des  coefficiens  différentiels  de 

la  fonction  log  Fx. 

(5o).  D'après  le  théorème  de  l'art.  Sy  ,  deuxième  partie  ,  si  l'on 
fait 

f'x^^dx  (i— x)'-  =  V ,    y ^-^ ^  =  T  , 

on  aura 

^=-VT.     ou     £^=-T. 

dj)  ^  dp 
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Mais  par  l'ëqualion  (5)  on  a  V  =     ,  ^_J      ,  oulog  V  =  iTp^lTq 
—  /r(/î4-^);  donc 

dlT{p-]-q)  dlrp  rp  rxP-'dx  (  l  —  g^  ) 

dip-^q)  dp  J  1  — T^  * 

Mettant  r  au  lieu  de  p-+-q ,on  aura  Tëquation 

rflogrr  ^^dlo^rp  Pdx    x^  —  x''  ,    _, 

dr  dp       ~"7   "^  •"l'ZIT'  ^^^J 

à  laquelle  on  peut  donner  aussi  la  forme 

rfIogr(i  +  r) c?logr  (i+p)  f  jx^  —  x')  dx  ^ 

dr  dp  J  i — X 

l'intégrale  du  second  membre  est  prise  à  l'ordinaire  entre  les  limites 

X=z  O  ,  Xz=  I. 

(5i).  Soit  0=  o  et  r=f2,  le  coefficient  difTe'renliel  — ^  y    ~ 

dp 

se  réduira  à  —  C  d'après  la  formule  {a)  du  n°  77,  deuxième  partie; 
ainsi  on  aura 

dlT{i-\-à)  f^     ,       r(i  —  xf)  dx 


da 


-C+/-^^F:  (.7) 


c'est  l'expression  du  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
log  r(i  4"  ^)'  Ce  coefficient  pourra  se  déterminer  exactement 
lorsque  a  sera  un  nombre  rationnel ,  puisque  sa  valeur  est  com- 
posée de  la  constante  connue  —  Cet  d'une  intégrale  définie  qui 
ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes. 

Soit  alors  a  =  —  ,  et  soit  x=j-",  on  aura 


r(^x—x'^)dx  __  rny^-^dyai-y")  ____  n     _^^  r d^  ^.y^-y"^ 

J        \ — X  J  1 — -y"  m*^  J    y    *  i — ^"  * 

Cette  dernière  intégrale  est  la  même  qui  a    été  désignée  par  B™ 
dans  l'art.  55 ,  deuxième  partie  ;  ainsi  on  aura 

/(i  —  a")  dx          n  ^ 
—  = nr> 
X  —  X              m 


m  > 
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par  conséquent  pour  toute  valeur  rationnelle  «  =  —,  le  coefficient 

i.~.,         .  ,   d  l r  (i  -^  a) 

dmerentiel  ^ aura  pour  expression 


J/r(i  +  a) 

ce  qui  donne  aussi 


da  =~C  +  i-;zB«, 


dira  ^  T> 

-^^  =  -  C  ^  /^B». 

On  pourra  substituer  dans  ces  expressions  la  valeur  de  B„  donne'e 
dans  l'article  cité  ;  mais  il  faut  observer  que  cette  valeur  suppose 
m  «<  n.  Dans  le  cas  contraire  j  il  faudrait  séparer  de  la  différen- 
tielle -^  .  -^ \  y  la  partie  entière  qu'elle  contient ,  et  l'intégrer 

dans   les   limites  ^  =  o,  j-=  i.   Le  reste   de  cette  différentielle 

'           '            dy     yf* —  y"  .  •      '       i     i  •    /  t» 

représente  par  —  .  =^ ^  ,  aurait  pour  intégrale  la  quantité  B^. 

La  même  opération  peut  être  faite  d'une  autre  manière,  en  dimi- 
nuant successivement  la  valeur  de  a  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne 
plus  petite  que  l'unité.  On  a  pour  cet  effet  les  formules  r(i-f-«)  =  «ra, 
r(2-f-«)==(i  '\-  fi)  aVa ,  etc.;  d'où  l'on  lire 


dlr  {i  -\-  a) 1    , 

1Z  Z  "T" 


d  l  Ta 


da  a  da     ^ 

d  Ir  {a  -{-  a)  1  1  d  Ira 

da  "~  i  -\-  a         a  da     ' 

etc. 

(52).  On  a  déjà  remarqué  (art.  20)  qu'en  désignant  par  (p  (a)  la 
somme  de  la  suite  harmonique   i  +  î-  +  î  +  ^ +  ^^  on  a 

La  fonction  (p  (a)  sera  donc  aussi  exprimée  par  l'intégrale  définie 
?(„)=/(i^/ï.  (.8) 

Celle  expression  se  vérifie  immédiatement  lorsque  a  est  un  nombre 
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entier.  En  effet,  dans  ce  cas  on  aura 

1  —  x"' 

—— —  djc  =  (  I  +  .r  +  .r*. .  .  .4-  x''~'  )  dx  y 


et  l'intégrale  de  ce  polynôme,  prise  depuis  x  =■  o  jusqu'à  jc=  i  , 

donne  la  suite  i  +  t4"  i +  "~  désigne'e  par  (p  (a). 

Ce  résultat  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  a,  en  vertu  de  la  con- 
tinuité de  la  fonction  (p  (a),  aurait  suffi  pour  donner  l'expression 
de  (p  (a)  en  intégrale  définie ,  et  de  là  celle  du  coefficient  diffé- 

.   -,  d  Ir  (i  -\-  a)  ,  .     ^  ,      .      .  ,  , 

rentiel ^ ,  qu  on  aurait  trouve  amsi  sans  le   secours  du 

théorème  de  l'article  >7.  73^rr.    -    -f^. 

(55).  Il  résulte  de  la  formule  précédente  que ,  toutes  les  fois 
que  le  nombre  a  sera  rationnel  ;,  la  somme  (p  (a)  de  la  série  har- 
monique pourra  être  exprimée  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle  et 
des  logarithmes ,  ce  qui  est  un  théorème  assez  remarquable. 

Pour  avoir  la  valeur  effective  de  (p  (a)  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
on  observera  d'abord  que  par  la  nature  .de  cette  fonction,  on  a 

<p  W  =  ^+  ^(^— 0; 

d'où  il  suit  que  la  détermination  de  la  fonction  (p  (a)  se  réduira 
toujours  à  celle  d'une  pareille  fonction  dans  laquelle  a  sera  plus 
petit  que  l'unité. 

Soit  alors  a  z=  ~ ,  m  étant  <  «  ,  et  on  aura ,  comme  ci-dessus  , 

Les  cas  les  plus  simples  peuvent  être  calculés  directement  par 
le  moyen  de  l'intégrale   définie.  Ainsi  on  trouve 


« 
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Lorsque  et  est  infiniment  petit ,  on  aura 


?( 


ct)=^ -^ =  ctj =.  Ob  -^. 

^        J  1  —  X  X  —  X  b 


Cette  valeur  se  déduirait  aussi  de  la  formule 

d<p  dd  log  r  (  1  +  a  )  * 

da  """  da^  ' 

a 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  S,  ou  -^  lorsque  âs  =:  o. 

La  fonction  (p  {a)  décroit  donc  continuellement  depuis  «=  i 
^^  ^  ,  jusqu'à  ^  =  o;  elle   est  égale  à    i   dans  la   première  limite  ^  et  à 

zéro  dans  la  seconde. 

Nous  remarquerons  qu'Euler  a  donné  la  valeur  de  <p(^)  dans 
son  Calcul  différentiel  ^  pag.  8i4^  mais  d'après  une  suite  infinie  qu'il 
ne  somme  que  dans  ce  cas  particulier. 

(54).  Si  l'on  différentie  logarithmiquement  les  équations  (  C  )  , 
(D),  (E),  etc.,  on  aura  diverses  relations  entre  les  coefïiciens 
différentiels  de  même  ordre  de  la  fonction  Y  {oc).  Et  d'abord 
l'équation  (  C  )   donne 

d  Ira         d  l  T  (i  —  et")  .  ,v 

Ainsi  le   coefficient   différentiel       ,  . ^  peut   se  déduire  du 

a  (  1  —  a)       ^ 

coefficient  différentiel  — j —  ,  que  nous  regardons  comme  son 
complément. 

Cette  équation  fait  connaître  la  différence  de  deux  coeffîciens 
qui  sont  complémens  l'un  de  Tautre ,  et  elle  a  l'avantage  de 
donner  celte  différence  pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  ir- 
rationnelle. 

L'équation  (  i6  )  donnerait  pour  la  même  différence  ,  cette 
valeur 

dira         dlT{i — a)  P dx     x'"" — x"  ^ 

da  d{i  —  c)  J     X    '       1 — X     ' 

dons 
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donc  on  a 

.  =  Tf  cet  aTT  ,  (20) 

formule  qui  a  lieu  pour  toute  valeur  de  a  ,  et  qu'il  est  aisé  de  ve'- 
rifier  lorsque  a  est  rationnel.  Cette  formule  s'accorde  entièrement 
avec  celle  du  n"  44  >  deuxième  partie. 

(55).  Différenciant  de  même l'e'quation  (D) ,  et  changeant  x  en  a, 
on  aura 


d  Ira 
da 


"^      d(^\-\-a)  d{2a) 


Le  premier  membre  se  compose  de  deux  différences  qui  se  déter- 
minent par  l'équation  (i6),  et  dont  les  valeurs  sont 

dira         c?/r(2fl)  rdv     ■r" —  a:* 

da  d  (aa)  J     x   '     i  —  x    ■* 

dlT{{-{-a')  dlr(Qa)  rdx     x'"— x'"^" 

d(^-\-a)  d{Q.a)  J     X   '        1 — X 

Donc  en  faisant  les  substitutions ,  on  aura  la  formule 

/dx    x^  +  x"-       —  ax*"  , 

—  .  ■ ==  2  t  2. 
X                    \—x 

De  l'équation  (E)  on  déduirait  semblablement  la  formule 

J      X     '  1— 07 

et  ainsi  des  autres. 
Ces  formules  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

^  ,        1-4-  X QX*  , 

7 
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et  Ton  peut  remarquer  qu'elles  sont  toutes  contenues  dans  la  for- 
mule générale 

{^^)'  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  lorsque  a  est  un  nombre 
entier.  En  effet,  appelons  f(^a)  le  premier  membre  de  l'équation 
précédente  j  si  à  la  place  de  a  on  met  â!  -f-  i ,  on  aura 

/.,        ,        V  r/x^dx  nx'"'-^''~'dx\ 

Mais  on  a   C^^  =-  -  +  T^— ^  et   r-'^"*"-^  =  _  îl' 

/nx"''~^dx 
'^  _  ^n  '    Faisant  jc=zi  dans  les  parties  hors  du  signe,  et 

retranchant  une  intégrale  de  l'autre,  on  aura  F  (âi  +  i)  =  F  (^), 
et  par  conséquent  F(a)  =  F  (i).  Mais  lorsque  «=  i,  on  a 

faisant  ensuite  œ  =  i,  on  aura  F(i)  =  Z/^;  donc  ¥(a)  =  ln.  La 
formule  générale  est  donc  démontrée  lorsque  a  est  un  nombre 
entier. 

(57).  Supposons  maintenant  a=^ ,  p  et  ^  étant  des  nombres 
entiers,  si  l'on  fait  x=j»,  on  aura 

intégrale   qui  devra  toujours  être  prise  depuis  ^-=o  jusqu'à  j=i. 
Si    l'on   faisait  jk"  =  s,  la  valeur  de   ¥{a)   pourrait    se   mettre 
sous  la  forme 

c'est-à-dire  que  F  serait  la  différence  de  deux  intégrales  de  même 
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forme  et  prises  entre  les  mêmes  limites;  d'où  il  semble  qu'on 
devrait  conclure  que  F  est  nulle.  Mais  il  faut  observer  que  les 
intégrales  dont  il  s'agit  sont  toutes  deux  infinies,  et  que  leur 
diffe'rence,  qui  peut  être  finie,  de'pend  de  la  relation  qui  existe 
entre  z  etjr,  et  ne  peut  être  trouvée  que  lorsqu'on  aura  écarté 
les  infinis  de  part  et  d'autre. 

Pour  cela,  je  remarque  que  /?  et  ^  étant  toujours  supposés  des 
nombres  entiers^  on  a ,  par  les  règles  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles , 

N  étant  un  dénominateur  qui  ne  s'évanouit  pas  lorsque  ^=  i.  On 
aura  donc  l'intégrale  indéfinie 

fi.y)  etîiMt  une  fonction  de  j  exprimée  en  arcs  de  cercle  et  lo- 
garithmes, laquelle  est  nulle  lorsque  j"  =  o,  et  ne  devient  pas  in- 
finie lorsque  j^=i.  On  aura  semblablement 


/ 


2^  =  -/(.-.)+/« 


f{z)  étant  la  même  fonction  de  z  quey(^)  est  de^.   De  là  ré- 
sulte l'intégrale  indéfinie 

F  =  /(i^)+/(r)-/Wj 

ou,  en  mettant  j"  à  la  place  de  z, 

Maintenant  si  l'on  fait  j^=  i ,  comme  on  peut  préalablement  mettre 

I  —  y" 

-^ZiZ  sous  la  forme    i-|-7"~f-J^' •  •  «4-/""^   on  aura    la    valeur 

cherchée 

Y  {a)  =  In, 
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de  sorte  que  la  formule  ge'nérale  est  démontrée  a  priori  pour  toute 
5  valeur  rationnelle  àe  a. 

(^^S).  Pour  revenir  à  la  fonction  -^  ?   que  nous  pouvons  re- 
présenter par  Z'(rt),  on  voit  que  les  équations  (G),  (D),  (E),  etc., 
^  ^  /]/        ne.  font  connaître  aucune  propriété  particulière  de  cette  fonction, 

'cl   qu'elles  conduisent  seulement  à  des  formules  relatives  aux  in- 

2^^'^ jrÛ^OJC.  tégrales  définies.  Il  ne  reste  par  conséquent  à  considérer  d'autre 

'^  propriété    de    cette    fonction,    que    celle   qui    est    contenue   dans 

,rr^  _  ^^f       ^  _^/i  l'équation ^^f/et  qui  consiste  en  ce  que,  toutes  les   fois   que   a 

,rHt     T     X      -  ^^^^  rationnel,  la  fonction  Z'(«)    pourra   toujours  s'exprimer  par 

la  constante  —  C  jointe  à  une  quantité  qu'on  peut  toujours  évaluer 
par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 

Nous  avons  traité  fort  au  long  des  réductions  qui  peuvent  avoir 
lieu  entre  les  fonctions  log  r«  ou  Z(«) ,  lorsqu'on  donne  à  la 
racine  a  les  valeurs  successives  -,  -,  -...—- — .  Un  semblable 
problème  n'a  point  lieu  relativement  aux  fonctions  Z'(a),  puis- 
qu'elles  sont  toutes  déterminables ,  ainsi  qu'on  vient   de  le  dire. 

j        j         ddlTa 

Passons  donc  aux  coefBciens  différentiels  du  second  ordre  — ^a— > 
que  nous  désignerons  semblablement  par  Z"(«). 

(09).  L'équation  (16)  étant  différenciée  par  rapport  à  /?,  donne, 
en  mettant  a  au  lieu  àe  p, 

dd  Ira  I  oc 


K 


dà" 


=  f 


Développant  la  différentielle  du  second  membre  en  série,  et  in- 
tégrant les  dififérens  termes  d'après  la  formule  de  Tart.  40,  deuxième 
partie,    on    aura 

^^^^^  —  1  ^  l I l U  etc. 

Cette  formule  et  celles  qu'on  pourrait  eu  déduire  par  la  différen- 
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tialion,  sont  les  mêmes  qui  ont  été  données  dans  l'art.  22;  et  comme 

~> 

il    ne    résultera  de  l'équation  (16)  aucune   propriété   des   fonc- 
tions Z"(a).  .  '   z'^ri-        :^^V-    / 

(60).  L'équation  (19)  étant  différenciée,  donne 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  Z"(i  —  a)  se  détermine  par  la  fonc- 
tion  TJ'{a),  qui  en  est  le  complément. 

Lorsque  «=ï,  la  formule  précédente  donne  7j"{\)  =.  {tt^. 
Lorsque  «=i,  on  a  Z"(0  =  f^^  en  effet,  la  valeur  générale 
de  2J'{a)  étant 

^  ^  a-  ^  (i  4-û)"  ^   (2+ a)»  ^  ^^^'  ' 

cette  quantité,  dans  le  cas   dont  il  s'agit,   se  réduit  à  S.  ou  -. 
C'est  aussi  ce  qu'on  déduirait  des  formules 

Z'(t  +  «)  =  ~  C  +  S.«  —  S3«^  +  S,a^  —  etc., 

Z"(i  4-  «)  =        S,  — 2S3«  -l-SS^a'  —  etc. , 
en  faisant  a  =  o. 

Pour  avoir  d'autres  propriétés  de  la  fonction  Z"(rt),  on  pren- 
dra la  différentielle  seconde  logarithmique  de  l'équation  (D)  ce 
qui  donnera  ^ 

Z»  +  Z"C|  +  «)  -  4Z"(2«)  =  o  ;  ^^3^ 

de  même    la   différentielle   seconde   des   équations    (E)    et    CF) 
donnerait  ^  \     J 

Z\a)  +  Z,"(  i  +  a)  +  Z"(  î  +  «)  _  9Z"(  3«)  r=  o  ,     ■ 

2'"(«)+Z"(i+«)+Z"(f+«)+Z"(|+«)+Z"(|+«)-25Z"(5«)i='o: 
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ce  sont  les  mêmes  e'quations  qui  ont  servi  à  démontrer  les  équa- 
tions (D),  (E),  (F),  etc. 

11  résulte  de  ces  équations,  qu'on  peut  faire  sur  les  fonctions 
Z"  les  mêmes  réductions  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  T ,  c'est- 
à-dire  que    si    l'on  considère  les  fonctions  successives   7j"f-\ 

X"f-\..7j"f"'         K    ces    fonctions    se   détermineront  par    le 

moyen  d'un  certain  nombre  d'entr'elles,  et  ce  nombre  sera  en 
général  le  même  que  celui  des  nombres  premiers  à  «  et  plus  pe- 
tits que  ^n.  Ainsi  dans  le  cas  de  /^=:  12,  deux  des  transcendantes 
'^"(ti),  Z"(-j2^).  .  .Z"(t^),  suffiront  pour  déterminer  toutes  les 
autres  :  ces  deux  transcendantes  se  trouveront  d'ailleurs  par  la 
même  méthode  qui  a  été   employée  à  l'égard  des  fonctions  T. 

(61).  En  effet,  si  l'on  désigne,  pour  abréger,  la  fonction 
7j" Ç — j  par  (A),  l'équation    (22)   donnera,  en  faisant  —  =  û), 

(2)  +  (10)  =  4*', 

(3)  +  (9)  ==2*% 

(4)  +  (8)  =  î*% 

on  aura  ensuite,  par  l'équation  (aS)  ,  les  deux  conditions 

(i)-j-(7)  -4(2)  =  0, 
(2)  +  (8)  -  4(4)  =  o  , 

et  par  l'équation   (24)^   cette  autre   condition^ 

(0  +  (5)  +  (9)  -  9(5)  =  o. 

Ces  neuf  équations  permettront  de  déterminer  toutes  les  trans- 
cendantes dont  il  s'agit,   par  le   moyen  de  deux  d'entr'elles.    Par 
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exemple,  si  l'on  prend  pour  données  Z"(-^)  et  Z"(i^)  y  que 
nous  désignons  par  (i)  et  (2),  les  autres  transcendantes  se  dé- 
termineront ainsi  : 

^  (5)  =  CO  —  4W  +  4^»(2-v/3), 
(7)  =  4W~(i), 

(9)  =  fW  -Kl)  +  ^'(1  +  1/3), 

(10)  =  —  (2)  +  47r% 

(11)  =  —  (i)  4-  47r=(2  +  v/3). 

II  ne  reste,  pour  la  détermination  absolue  de  ces  quantités;  qu'à 
connaître  Z"(-i^)  et  Z"(-^).  Pour  cela,  il  faudrait  pouvoir  sommer 
les  suites  que  ces  quantités  représentent ,  savoir  ; 

Z"fc)  =  ,44(,+^  +  _L,  +  ^^+e.c.). 

On  pourrait  aussi  déterminer  ces  quantités  par  les  intégrales  définies 

/dxl- 
..    — i. 

/dxl- 

Mais  la  difficulté  d'exprimer  ces  intégrales  autrement  que  par  les 
séries  précédentes,  rend  ces  expressions  peu  utiles. 

Lorsquon  voudra  obtenir  ces  valeurs  par  approximation,  on  y 
parviendra  aisément  par  la  formule  de  l'art.  46,  deuxième  partie.        6^    / 1/.  ^  ^^ 

(62).  Considérons    maintenant    le    troisième     coefficient 
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da 


7j"'  (a)  =  -^  T"  i  on  aura  d'abord ,  par  l'équation  (C) , 


Z'Y«)  —  Z'"(i— «)  =  —  ^— ,  .    (25) 

ce  qui  détermine  la  fonction  Z'"(i  — a)  par  son  complément  7j"'(a). 
On  a  ensuite,   par  les  équations  (D),   (E),  etc., 

Z"'(a)  +  Z'"(i  +  ci)  —  8Z"'(2a)  =  o, 

Z»  +  Z'"(i  +  «)  +  Z-(f +  «)  ~  27Z'"(3a)  =  o, 

et  ainsi  de  suite;  ce  qui   établit  les   mêmes  réductions  entre  les 
fonctions  Z'"(a)  qu'on  a  obtenues  entre  les  fonctions  TJ'(a). 

Le  cas  de  «  =  i  donne ,  par  les  formules  de  l'article  60 , 
Z'"(i)  =  —  2S3  ;  si  dans  la  première  des  deux  équations  précé- 
dentes on  faitfl=7,  on  aura  Z'"(|)  =  7Z'"(i)  =  — 14S3;  enfia 
dans  le  cas  de  a  =  ^ ,  on  aura  les  deux  équations 

o    3 
rj  III  r  I   \  rj  111/  s,  \     '-"^ 

^  (i)  —  ^  Cï;  —  —  3j75> 

v-^.  Z"'(i)  +  Z"'(f)  -  26Z"'(.)  =  o, 

ce  qui  détermine  les  deux  transcendantes    Z'"(j)   et  Z'''(y),   par 
le  moyen  de  Z'^'(i)  ou  de  S3. 

Toutes  ces  solutions  reviennent  à  celles  que  nous  avons  déjà 
données  ou  indiquées  dans  les  art.  4^  à  49  de  la  deuxième  partie; 
mais  on  voit  plus  clairement  dans  cette  nouvelle  méthode  la  sé- 
rie des  opérations,  et  on  connaît  le  nombre  de  transcendantes 
nécessaires  à  chaque  solution ,  nombre  qui  a  été  fixé  par  la  règle 
de  l'art.   47* 

§  VI.  Divers  exemples  d'interpolation. 

(65).  Euler^  dans  le  chapitre  XVII  de  son  Calcul  différentiel, 
a  résolu  divers  problèmes  d'interpolation  par  des  suites  infinies 
dont  il  ne  donne  la  somme  que  pour  le  cas  de  w  =  ^.  Nous  allons 
faire  voir  que  ces  interpolations  peuvent  être  effectuées  d'une  ma- 
nière plus  simple  et  plus  générale  au  moyen  des  fonctions  F. 

Exemple 
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Exemple  I.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'interpoler  la  suite  dont  le 

«'""'  terme  est  N  =  i  +  ^-f- 1. . . .+  -  ;  la  question  est  de  savoir 

ce  que  deviendra  N  lorsqu'on  donnera  à  n  une  valeur  fractionnaire 
quelconque. 

Nous  avons  désigné  (  art.  52  )  ce    terme    général  par  <p  (n) ,  et 
nous  avons  fait  voir  que  <p  {n)  est  donné  par  la  formule 

(  1  —  x"  )  dx 


celte  intégrale  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  a:  =  i.  On  pourra 
donc  déterminer  <p  {n)  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes, 
toutes  les  fois  que  n  sera  un  nombre  rationnel.  Dans  les  autres  cas, 
on  déterminera  <p  {n)  par  la  suite 

kf  T>r  r'f 

(p  (n)  =:  C -{-  In '\ r  +  T-T  —  ë-T  +  etc. , 

^    ^     ^  '  '2/1  2/1*       '      4^^  O" 

où  A',  È',  G'^  etc.  désignent  les  nombres  Bernoulliens.  On  pourra 
toujours  faire   ensorte  que  cette  suite  converge  rapidement  dans 

les  premiers  termes  ;  car   on  a  (p(«)  =  (p(«-f-i) r:— •  Ainsi 

(p  (n)  peut  être  déterminé  par  (p  [n  ^  k) ,  k  étant  un  entier  qui 
pourra  être  pris  assez  grand  pour  que  la  série  qui  détermine  <p  (w-f-Â:), 
ait  les  conditions  requises. 

(64).  Exemple  II.  Soit  proposé  d'interpoler  la  suite  dont  le  terme 
général  ou  le  «'""'  terme  est 


a-\-h         a  -\-  oh         a-f-36**"  a  -\-  nh' 

t-77g 

a-\-  nh 


P«„      >            «  +  Tjb          Ç,     .        uh  ^  aZ 
uisqu  on  a  ,  =  Â  H 7 ^  >  ^'^  "^^^^  *ï^®  ^^   ^^^  ^^  ^*' 


mène  au  précédent ,  et  que  l'expression  de  N  pour  toute  valeur 
de  72 ,  sera 

8 


^^ 
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Ainsi  on  pourra  déterminer  N  par  les  arcs  de  cercle  et  les  loga- 
rithmes ,  toutes  les  fois  que  ?  4-  «  aura  une  valeur  rationnelle. 

(65).  Kxemple  III.  Pour  interpoler  la  suite  dont  le  terme  général 
XSf=  i-j--i.-|-i^-{--L.,.  ,-1 — ;  ^  on  pourra  se  servir  de  la  formule 

rs  —  Sr-ir  ,.2.3....r— 1  *         dx^  > 

,  -        .                            ^   ^      r          .         d' Ir  (i  -^x)      , 
et  appliquer  les  réductions  propres  a  la  fonction  ^p ,  uans 

laquelle  on  fera  jc=  n. 

Dans  les  cas  oii  cette  fonction  ne  pourrait  s'exprimer  exactement 
en  vertu  de  ces  propriétés,  il  faudra,  pour  trouver  la  valeur  deN, 
avoir  recours  à  la  série  qui  vient  des  différentiations  répétées  de 
la  formule 

±iLLL±^^  =  —  C  +  S,^  —  Ss^*  -h  §4^^  —  etc. 

dx 

Mais  comme  cette  formule  suppose  ^<  i ,  il  faudra  préalablement 
ramener  le  cas  proposé  à  celui  où  /z  est  <  i  ;  ce  qui  n'a  aucune 
difficulté,  puisque  N  étant  une  fonction  de  n  qu'on  peut  désigner 

par  J^{n)  ,  on  aura 

(66),  Exemple  IV,  Soit   proposé   d'interpoler  la  suite  dont  le 

,     ,     -  «  4-  ^     «t  -f-  2?     a  -f-  3Ô  u  -\-  nZ 

terme  gênerai  N  =  ^-^^  .  ^^p^  .  ^-qj^ ^q:^- 

Lorsque  n  est  un  nombre  entier  ,  on  a 

(^_|.  i)  (m-\-^)  (m+  5). .  .  .{m  +7z)  =  "^^^(1+1")^' 
Donc  le  terme  général  N  a  pour  expression 
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valeur  qui  pourra  être  employée  quel  que  soit  n. 

Si  l'on  propose,  par  exemple,  la  suite  -,  -^,    '   '    ,  etc.,  son 
terme  ge'ue'ral  sera 

Ainsi  pour  l'indice  «  =  ^^  on  aura  N  =  —7 — -^  =  -  ;  pour  l'indice 

r  ^  3      r  A 

/ï  =  f  ,  on  aura  N  =    ^  ^  ^  =  — ;-  .  —7 ,  valeur  qui  pourra  se  ré- 

duire  ultérieurement  par  la  relation  connue  entre  T  -|  et  F  |. 

Soit  encore  la  suite  ^  ,  ^^  ,     '^'^  ,    etc. ,    l'expression   de    son 


terme  général  sera 


rir(rt+i)* 


r|  2      r§ 


Ainsi  pour  l'indice  /i  =  ^  ,  on  aura  N  =  — p-^  =  —7-  .  — f ,  pour 
1  mdice  «  =  f ,  on  aura  N  =  — rm  =  'a  ^ ...  a  = ^  =  -7—. 

(67).  Il  est  bon  d'observer  que  la  question  d'interpoler  une  suite 
donnée ,  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions ,  quand  on 
l'envisage  analyliquement  et  sans  application  à  un  objet  déterminé. 
En  effet,  soit  N  le  terme  général  de  la  suite  donnée,  terme  dont 
la  valeur  est  connue  lorsque  n  est  un  entier,  et  soit  ^{ji)  la  fonc- 
tion continue  égale  à  N  ,  dans  laquelle  on  peut  mettre  pour  n  un 
nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  ;  si  au  lieu  de  N  on  prend 

N  sin  (g/îtt -*-  «)  '1      ^  11  VI 

7 ,  a  étant  un  angle  quelconque  ,  pourvu  qu  il  ne  soit 

pas  zéro ,  il  est  visible  que  la  suite  résultant  de  ce  terme  général , 
ne  différera  pas  de  la  suite  donnée.  On  pourrait  donc  ,  au  lieu  de 

*  W  I  prendre  O  («).^— 4^^tli  ^  valeur  qui  différerait  de  O  («) 

lorsque  n  n'est  pas  entier.  On  pourrait  même  prendre  plus  générale- 
ment, au  lieu  de  ^  («) ,  l'expression 

A  +  B  sin  {pjXTc  +  <ej  +  C  sin(  2nx+  ?)  +  etc. 


*(»)• 


.  A  -(-  B  sin  «»  4-  C  sin  Ç  *^  etc. 


> 
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et  une  infinité  d'autres  qui  se  réduisent  à  O  («)  lorsque  n  est  entier  ; 
ce  qui  donnerait  une  infinité  de  solutions  différentes  de  celle  qui 
est  donnée  par  la  fonction  continue  $  (n). 

On  pourrait  so^^elev  fonctions  ondulées ,  les  fonctions  ainsi  affec- 
tées d'un  facteur  qui  se  réduit  à  Funité  pour  toute  valeur  entière 
de  n.  Ces  fonctions  serviraient  à  expliquer  quelques  paradoxes  qui 
peuvent  se  rencontrer  dans  les  applications  de  l'analyse. 

§  VIL    Des  i^aleurs   que  pi^end  la  fonction  Fa ,  lorsque 
la  racine  a  est  négative, 

(68).  Tant  que  a  est  positif,  on  peut  regarder  la  fonction  Xa 
comme  représentant  l'aire  ,  prise  depuis  x  ■=.  o  jusqu^à  x  =  i ,  de 

la  courbe  dont  l'ordonnée^  ■z=z{l~\     .  Mais  cette  construction,  en 

quelque  sorte  géométrique,  ne  peut  donner  aucune  idée  de  ce  que 
devient  la  fonction  Xa,  lorsqu'on  suppose  a  négatif.  Il  faut  suppléer 
à  celte  construction  par  les  formules  mêmes  qui  contiennent  les 
propriétés  générales  de  la  fonction  F ,  et  auxquelles  on  donnera 
l'extension  nécessaire.  On  liera  ainsi ,  suivant  une  même  loi ,  les 
fonctions  F  (  ^r  )  ,  considérées  comme  les  ordonnées  d'une  même 
courbe  qui  répondent  à  des  abscisses  quelconques  x  positives  ou 
aaégatives. 

Si  Fon  prend  d'abord  Téquation  (B)  et  qu'on  y  change  le  signe 
de  .r,  on  aura 

r(-x)  =  ~iF(i-^).  (26) 

Pour  voir  plus  clairement  l'usage  de  cette  équation ,  nous  distin- 
guerons différentes  périodes  dans  le  sens  négatif,  comme  nous  les 
avons  distinguées  dans  le  sens  positif.  La  première  sera  comprise 
depuis  x-=.o  jusqu'à  .r= — i  ,  la  seconde  depuis  x= — i  jusqu'à 
X  ■=■  —  2 ,  ainsi  de  suite. 

D'après  l'équation  précédente,  l'on  voit  que  la  fonction  r( — a:) 
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tst  négative  dans  toute  l'étendue  de  la  première  période,  et  qu'elle 
est  infinie  aux  extrémités  de  celte  période. 

Si  dans  la  même   équation   l'on   met    i  -|-x  à  la  place  de  x , 


on  aura 


r  (-^  I  —  ^)  =  — -L_  r(—x)=    .  \    ■  r  (  I  —  X  )  ; 

d'où  il  suit  que  la  fonction  r( — a)  est  positive  dans  la  seconde 
période ,  depuis  «s  =  i  jusqu'à  â!=  2  ^  et  que  dans  ces  deux  limites, 
elle  est  infinie. 

Mettant  dans  cette  dernière  équation  i  +  jc*  au  lieu  de  jr  ,   on 
aura  encore 


r(-2-x)  =  P-3-i^^-— r(--^)  =  -- 


r(i  —a:) 


(i  4-07)  (2+0:)      ^  J  a:(i+x)(a+x)' 

d'où  il  suit  que  la  fonction  r( — a)  est  négative  dans  la  troisième 
période ,  depuis  «  =  2  jusqu'à  «  =  3 ,  et  qu'elle  est  infinie  dans 
ces  deux  limites. 

En  continuant  ainsi ,  on  voit  que  la  fonction  r( — a)  sera  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  entières  de  <a!,  et  qu'elle  sera  alternativement 
positive  et  négative  dans  les  périodes  successives. 

(69).  La  courbe  dont  les  ordonnées  représentent  F  (x)  ,  est  donc 
composée,  dans  le  sens  négatif,  d'une  infinité  de  branches  séparées 
par  des  asymptotes  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ,  et  menées 
successivement  aux   distances  jr=o,  — i,   — 2^  — 3,  etc.   Ces  > 

branches  qui  touchent  chacune  des  asymptotes,  sont  situées  alter- 
nativement d'un  côté  et  de  l'autre  de  l'axe  ;  de  sorte  qu'il  y  a  dans 
chacune  un  point  où  la  fonction  F  est  un  minimum. 

La  fonction  Xa  étant  supposée  connue  pour  toute  valeur  positive 
de  a  ,  on  en  déduit  aisément  par  les  formules  précédentes ,  l'ex- 
pression de  toute  fonction  de  cette  sorte  où  a  est  négatif;  car  on 
a  en  général ,  k  étant  un  entier  quelconque ,  et  .r  un  nombre 
moindre  que  Tunité  , 
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ou  encore 

r(— ^  — x)  =  ^^ — J,,,     j-    , — -. 

^  '  r(«-f-i-f-a:) 

Cette  dernière  formule  se  déduirait  directement  de  l'équation  (C)^ 

rxrfi  —  jr)  =  -T-^— , 

dans  laquelle  mettant  â:  -j-  i  -f-  x  au  lieu  de  a:? ,  on  trouve 

r(A:4-i4-a:)r(— A— 07)  =  ^ ^VrT-T-  =  (— O'^^T^cr  (i— x). 

^      *       '      '      ^  ^        sin  wxcos  (K-f-O ''^ 

Ces  formules  s'accordent  parfaitement  avec  les  résultats  que  donne- 
raient les  autres  équations  (D) ,  (E) ,  (F),  etc.,  en  y  changeant  le 
signe  de  x.  Elles  offrent  conséquemment  la  théorie  complète  des 
fonctions  Ta  pour  toute  valeur  négative  de  a. 

(70).   Pour  confirmer    cette   théorie  ,  nous    allons   démontrer, 

d'après  la  valeur  générale  du  coefficient  — -^- — ■ ,  que  la  fonction  F 

n'est  susceptible  que  d'un  minimum  dans  le  sens  positif,  mais  qu'elle 
en  admet  une  infinité  dans  le  sens  négatif. 

En  effet ,  si  l'on  fait  log  Tx  =  Z  ,  on  aura  (  art.  2 1  ) 

^L  ç,    .   X —  1  X —  I        ,      X — r       ^^     X — 1       ^^ 

dx"^        Lu  -j-      ^       -i-  —^-j—^  -^  3(2-f.a;)  "^  4  (3  +  a:)  "^ 

Lorsqu'on  fait  xz=.\  ou  jc  <  i  ,  la  valeur  de  t-  est  négative  ; 
lorsqu'on  fait  x  =  2  ,  on  a 

d!  =  T^  +  ïï^  +  3T4  +  4!5  +  ^*^-  -  C  =  I  -  C , 


valeur   positive.  Donc  entre   x=.  \  etj:=2,ilya  une  valeur 

dx 


de  X  qui  rend  nulle  -7-,  ,  et  alors  Z  est  un  minimum. 


fl7 

Si  l'on  fait  a:^  2^  la  valeur  de  ^  sera  positive  et  augmentera 
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jusqu'à  l'infini.  Ainsi  il  n'y  a  aucun  autre  minimum  dans  le  sens 
positif. 

Dans  le  sens  négatif ,  au  contraire ,  il  y  a  un  minimum  dans  chaque 
période  ,  ou  en  général  entre  x  =  —  k  e\.  x  =.  —  k  —  i ,  k  étant 
un  entier  quelconque.  Prouvons,  par  exemple,  qu^il  existe  un 
minimum  entre  x  =  —  2  et  x=  —  5.  Lorsqu'on  fait  x  = — 2 — o), 

ùù  étant  infiniment  petit  ,  la  valeur  de  -7-  contient  difFérens  termes 
dont  la  somme  est   finie ,  et   un    terme  -  qui  est  un  infini  positif. 

Lorsqu'ensuite  l'on  fait  x  =  —  3-|-a,   la  valeur  de  ~  contien- 
dra de  même  des  termes   dont   la   somme  est  finie ,   et  un  terme 

qui  est  un  infini  négatif.  Donc  entre  ces  deux  extrêmes,  il  y  a 

77 
une  valeur  de  -y-  nulle;   donc  il  y   a  un   minimum  entre  j:  =  — 2 

et  x  =  —  3,  conformément  à  la  théorie  précédente. 

J  VIIÏ.  Formules  pour  calculer  par  approximation  les 

fonctions  V. 

(71).  Nous  avons  pour  cet  objet  deux  formules  générales  qui 
ont  été  présentées  dans  les  articles  7 3  et  77  de  la  deuxième  partie. 
La  première  est 

logrx  =  i/277-  +  (^~i)/^-x  +  ^.i~-A.i.^_|_^.2^_etc. 

Elle  donne  pour  IT  x  une  valeur  d'autant  plus  approchée  que  x 
est  plus  grand  ,  et  nous  avons  fait  voir  dans  les  articles  70  et  71  , 
quels  sont  les  moyens  d'obtenir  par  cette  formule,  tel  degi'é  d'ap- 
proximalion  qu'on  pourra  désirer.  11  faut  qu'on  ait  ^r  >■  5  pour 
que  cette  formule  donne  l  Yx  avec  douze  décimales  exactes  ,  et 
alors  on  devra  calculer  les  sept  ou  huit  premiers  termes  de  la  suite 
A     1 51  _L  _, 
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Si  X  n'est  pas  ;>  5  ;  par  exemple ,  &i  x  est  compris  entre  i  et  2 , 
on  augmentera  x  de  quatre  unite's ,  on  calculera  log  F  (4  +  -^^  ) 
par  la  formule  précédente,  et  on  en  déduira 

logrx^=  logE  (4-f-^)  —  log  [^(i+a?)(2+x)  (3  + jc)]. 

(72).  Quant  aux  coefficiens  différentiels  successifs  de  la  fonction 
Z  =  log  Yx ,  leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  précédente , 
sont 


dx  "~"    "^  '^  *  *  X  2   *  a;'^    '     4  *  •^'^         6   *  x^ 

—  =—-—    1— 3V--I-5B' -— 7G'- -+-etc 
dx'  ~     X»         or*      ^^  •x^^^'^  V      7^  V  -t-  etc. , 

etc. 

Ces  suites  sont  de  moins  en  moins  convergentes ,  à  mesure  que 
les  différences  deviennent  plus  élevées  ;  et  la  convergence  qui  a 
lieu  dans  les  premiers  termes  ,  se  change  bientôt  en  divergence. 
Mais  leur  usage  n'en  est  pas  moins  utile ,  en  suivant  les  règles  que 
nous  avons  posées  dans  les  articles  70  et  71. 

Les  logarithmes  donnés  par  ces  formules ,  sont  des  logarithmes 
hyperboliques  ;  pour  les  convertir  en  logarithmes  vulgaires,  il  faudra 
multiplier  tous  les  termes  des  séries  par  le  module  m  =  0.43429  etc., 
excepté  les  termes  exprimés  en  logarithmes,  dans  lesquels  on  substi- 
tuera directement  les  valeurs  données  par  les  tables. 

(yS).  L'autre  formule  pour  calculer  log  F  (  i  +.r  )  ,  a  été  donnée 
dans  les  articles  77  et  78  de  la  deuxième  partie.  Mais  pour  en  faire 
usage,  il  faut  connaître  les  valeurs  fort  approchées  des  transcen- 
dantes Sa,  S3,  S4,  etc.  qui  représentent  les  sommes  des  puissances 
réciproques ,  de  même  degré ,  des  nombres  naturels.  Ces  valeurs 
sont  données  jusqu'à  la  16'"*^  puissance  et  avec  seize  décimales  , 
dans  le  Calcul  différentiel  d'Euler  ,  page  4^6.  Mais  l'examen  que 
nous  avons  fait  de  cette  table  ,  nous  y  a  fait  apercevoir  quelques 
erreurs  assez  graves ,  et  nous  avons  été  obligés  de  la  calculer  de  nou- 
veau j 
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veau  ;  nous  avons  cru  devoir  en  même  temps  la  prolonger  jusqu'à 
la  55'^™''  puissance ,  terme  passé  lequel  chaque  fraction  qui  suit 
l'unité  devient  la  moitié  de  .la  précédente.  Voici  cette  nouvelle 
table  corrigée.  .^*î 


n 

s„ 

n 

S, 

2 

1.64495  4Ô668  48'2  2645 

& 

I. 00000  19082  127 166 

5 

i.202o5  ôgoSi  59^945 

20 

I. 00000  09559  620539 

4 

1.08252  5'2337  ii*i582T 

ir2l 

I. 00000  04769  329868 

-  5 

1.03692  yySSi  4^5joo 

22 

1. 00000  02384  5o5o2j 

6 

1. 01754  50619  844149'!^ 

25 

1.00000  01 192  199260 

7 

1.00854  92775  819227 

^4 

I. 00000  00596  081 891 

8 

1.00407  75561  979445 

25 

I. 00000  00298  o35o55 

,.  9 

1.00200  85928  260822 

26 

I. 00000  00149  0x5548 

10 

1.00099  457^1  278180 

27 

I. 00000  00074  507 118 

1 1 

1.00049  4^^^6  041194 

28 

I. 00000  00037  255540 

12 

1.00024  60865  555o8o 

^9 

1.00000  00018  626597 

i3 

1. 00012  27135  47-^785 

5o 

1.00000  00009  5 15274 

i4, 

1.00006  12481  55o587 

5i 

I . 00000  00004  650629 

i5 

I.00005  o5882  565070 

52 

I. 00000  00002  5283i2 

i6 

i.ooooi  52822  594086 

55 

1.00000  ooooi  i64i55 

ï? 

I. 00000  76371  976579 

54 

I. 00000  00000  582077 

i8 

I. 00000  38172  952650 

55 

I. 00000  00000  291038 

(74).  Au  moyen  de  cette  table  on  aura,  pour  calculer  logr(i4-jf), 
l'une  ou  Tau  Ire  des  formules  : 


/  r(i+a:)  =  —  Cx+i  S.o:»— I  Sax^+i  S^x*— etc. 


(28) 
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Lorsqu'il  s^agit  de  calculer  logF^  pour  une  valeur  donnée  de  ^^ 
on  peut  toujours  réduire  la  question  au  cas  où  l'on  a  a  =  i~\-jc y 
œ  étant  <;7,  ou  même  <i^.  Les  suites  précédentes  seront  donc 
convergentes  et  auront  l'avantage  de  l'être  dans  toute  leur  éten- 
due, de  sorte  que  le  degré  d'approximation  auquel  on  peut  par- 
venir par  ces  suites,  n'est  limité  que  par  celui  qui  a  lieu  dans  les 
valeurs  des  transcendantes  S^,  S3,  S^,  etc. 

La  seconde  formule  est  préférable  à  la  première  ,  comme  con- 
tenant une  suite  plus  convergente.  Cependant  lorsque  x  sera  très- 
petit,  il  vaudra  mieux  faire  usage  de  la  première,  parce  que  la 
valeur  de  logsinTTJC,  donnée  par  les  tables,  pourrait  n'être  pas 
suffisamment  exacte.  Or  le  moyen  de  suppléer  aux  tables  serait  de 
calculer  log  sin  TTx  parla   formule 

/  sin  'TCJC  =  /  (tTjt)  —  S^jc"  —  ^  84.^'^  ' —  3  Se.^^  —  etc. , 

ce  qui  revient  à  faire  usage  de  la  première  des  formules  ci-dessus  j 
mais  lorsque  x  est  assez  grand  pour  que  les  tables  donnent  sans 
difficulté  la  valeur  de  l.ogsin-TTx,  il  y  aura  un  avantage  marqué 
à  se  servir  de  la  seconde  formule. 

(j5).  On  pourra  simplifier  encore  assez  notablement  celte  for- 
mule, en  lui  donnant  la  forme  suivante  : 

logr(i+a:)=       llog-.^^--^log^-±^ 

-\-{l—C)jC — (S3— l)  g— (S5— i)-^  — etc. 

Enfin  pour  convertir  ces  logarithmes  en  logarithmes  vulgaires ,  il 
faudra  multiplier  les  termes  algébriques  par  le  module  m;  soit 
donc 

mÇi^Q  =  B,      f  CS3-1)  =  B3,     f  (S5-i)  =  B5,  etc.. 


et  la  formule  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  deviendra 

•*     TT      a;  *      1  — X 

4-  Bjc  —  Bsx^  —  Bsx^  —  B;^'  —  etc. 


\  *  /  ^        TC  X  ^1   X 


(30) 
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Celle  formule  pourra  servir  à  calculer  logFa  jusqu'à  14  déci- 
males ,  si  l'on  a  des  labiés .  telles  que  la  Trigonometria  Britannica , 
qui  donnent  ce   nombre    de   décimales  pour  /sin-Trj;;  quant  aux 

logarithmes  de  x  et  de  ^         ,  il  sera  toujours  facile  de  les   avoir 

avec  ce  degré  d'exactitude,  ou  un  plus  grand  encore ,  par  la  table 
connue  qui  donne  les  logarithmes  des  ii  ou  1200  premiers  nombres 
avec  20  décimales. 

Pour  obtenir  le  nombre  de  décimales  dont  il  s'agit,  il  sera  bon 
de  calculer  le  terme  Bjc  par  la  simple  multiplication,  afin  d'éviter 
l'emploi  des  logarithmes  à  i4  décimales  ,  pour  lesquels  on  n'a 
point  de  tables  complètes ,  ou  auxquelles  on  ne  supplée  que  par 
des  calculs  plus  longs  que  la  multiplication.  D'ailleurs  si  l'on  ap- 
plique la  formule  à  la  construction  d'une  table ,  la  multiplication 
dont  il  s'agit  peut  être  entièrement  évitée,  puisque  chaque  produit 
B(j:-f-ûtf)  se  forme  du  produit  précédent  Bo:,  auquel  on  ajoute  la 
constante  B». 

Quant  aux  autres  termes  Bs^^,  BsX^^  etc.^  ils  se  calculeront  par 
les  tables  ordinaires  à  10  décimales,  au  moyen  des  logarithmes 
des  coefficiens  qu'on  trouvera  ci-après,  art.  7g. 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'on  peut  toujours  supposer 
a:<Y  ou  même  x  <,\>  Dans  le  cas  de  x=^,  le  terme  B.s^c'^  ne 
vaut  pas  trois  unités  décimales  du  onzième  ordre;  dans  le  cas  de 
x  =  ^y  il  n'en  vaut  pas  une  du  quinzième.  Au  surplus,  quand 
on  est  parvenu  aux  derniers  termes  de  la  formule ,  ces  termes 
forment  avec  les  suivans  une  progression  à  très-peu  près  géomé- 
trique, de  sorte  qu'il  est  facile  de  tenir  compte  des  termes  qui 
restent  à  calculer. 

(76).  La  valeur  de  la  constante  C  a  été  calculée  par  Euler 
(Calcul  difïerentiel ,  page  144)  j  au  moyen  de  la  suite  harmo- 
nique i-j j-_...-j__^    dont  la   somme   (p(a:)   est  donnée    par 

la  formule 
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A',  B',  Cf  etc.  étant  la  suite  des  nombres  Bernoulliens.  Appli- 
quant cette  formule  au  cas  de  x  =  io,  on  a ,  par  la  sommation 
effective , 

<p  =  2.92896  82559  68253  96825,  etc., 

et  par  la  sommation  approche'e , 

<p  =  C  ■+- 2.35175  25890  66721   1076; 

de  là  on  tire 

C  =  0.57721  56649  01 532  8606, 

valeur  qui  s'accorde,  dans  les  i5  premières  décimales,  avec  le 
résultat  donné  par  Euler. 

La  valeur  de  C  peut  se  calculer  aussi  par  l'équation  (29),  en 
faisant  soit  j:=i,   soit  ^=i;  il  en  résulte  ces  deux  expressions: 

i~.C  =  i/2H-KS3-î)  +KS5— 0     +KS— 0    +elc.., 
i-.C=  /i  +i(S3-i)i-f-î(S5~i)h  +  KS -1)^4- etc.; 

substituant  les  valeurs  des  quantités  83,85,  S, ,  etc.,  données 
dans  l'article  73,  on  trouve 

par  la  première  expression     C  =  0.57721  5664g  01 532  85, 
et  par  la  deuxième     C  =  0.57721  56649  oï532  861, 

ce  qui  s'accorde  aussi  bien  qu'il  est  possible  avec  la  valeur  déjà 
trouvée,  et  on  voit  que  celle-ci  est  exacte  jusque  dans  la  dix- 
huitième  décimale.  Il  suit  de  là  que  les  valeurs  des  transcendantes 
85,  85,  S,,  etc.,  contenues  dans  la  table  citée,  sont  exactes,  et 
qu'on  peut  les  employer  avec  confiance  dans  le  calcul  des  quan- 
tités r. 

(77).  Poui"  faire  voir,  par  un  exemple,  l'usage  de  la  formule  (3o), 
proposons-nous  de  déterminer  le  minimum  de  la  fonction  Ta.  Nous 
savons  que  ce  minimum  a  lieu  à  peu  près  lorsque  «==1.4616; 
nous  allons  donc  chercher  la  valeur  de  \ogV(i^jc) ,  en  fai- 
sant ;r=:o.46i6.    Ce  cas  e^  l'un    des  moins  favorables  pour  la 
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convergence  des  suites,  mais  il  pourra  servir  de  type  pour  les 
calculs  semblables  où  l'approximation  s'obtiendra  avec  plus  de 
facilité. 

'Te,.,  0.49714  98726  94i5    1+^...   0.16482  85543  4448 
0?...  9.66426  58ooi  4768    1 — X,,,  9. 731 10  5o5i2  1692 

^x,,,  0.16141  56728  4181  Diff....  0.43372  3483i  2856  a 
sin^^...  9.99683  20907  2586        ^^  ^  8.46615  67490  38 
Diff....   0.16458  35821   1595         x^.,.  8.99279  74004  45 
a...  0.45372  54851  2856        (,)...  ^745895  41494  81 
Diff....  9.75086  00989  8739        g  .^g^g 

1...  9.86545  00494  9369  5        ^  ^     ..     ^     ^^ 

^  V  ^  ^^^    ^       J  X^»  . .     O.Ù2102    90007 

B.^...  0.08475  57163  7949  

(2)...  5.82740  621 5i 

A...  9.95018  5j658   7318  ^^ 

B,...  6.71455  5i6i 

(i)...  0.00287  69621  58i8        •^'••-  7-^498^  060 1 

(2) 6721964509       (3)...  4.364196762 

gj" -51510721        B,...  5.98659  046 

(5).;;:::'.::*.".'.:.^39  5556  "^••'  ^-^7859  ^^o 

(6) 1  7709      (4)-  •  •  ^-96478  ^(^^ 

(7) Sï5       B„...  5.29028  44 

Pour  les  termes  suivans 59       ^.,    _   g  ^^q^^  3q 

Somme...   0.00294659126265        ^5^   _    1.69720  82 
A...  q.Q5oi8  67658  75i8 

1.S 1 : —  B,3...  4.61275  5 

/r(iH-^)  =  9.94723  91746  io55  ^.3,_  5.65545  5 

(6)...  0.24818  S 

B,5...  5.94724 

^'^"'  ^'^^^^ 
(7)...  8.91123 
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(78).  Pour  avoir  le  point  précis  du  minimum  il  faut,  pour  la 
valeur  donne'e  a:  =  0.4616,   calculer  les  coefficiens   différentiels 

Il  conviendra,  pour  cet  objet,  de  revenir  à  la  première  des  équa- 
tions (28).  Cette  équation  légèrement  modifiée  et  adaptée  aux  lo- 
garithmes vulgaires,  donnera,  en  faisant  toujours  B„=  — (S„ — 1), 
les  formules  suivantes  : 

Z  =  —  /(i-f-jr)  +  Bjc -f.B,jc*  —  B3a:3  +  B4^^  —  Bj^^  +  etc. , 
-f-  2Ba  —  6B3X -|-  I  •:^iX*  —  soBs^c^  +  etc. , 


ddZ 

'daf  ' 

l 

d^Z 

2 

'  dx'' 

1 

d^Z 

2.3 

•  dx^' 

etc. 

ii-^xy 

Zi^xy  ~"  ^^3  +  12B4J:  —  3oB5^*  4-  etc. , 

(7:^4  +  4B4  —  aoBsX  +  etc. , 


Au  moyen  de  ces  formules  on  trouve,  pour  le  cas  dont  il  s'agit, 
j-=  '^  o.ooooi  36093  33, 

ddZ  ,         ^ 

~j^   =     0.42026  707g, 

^-3  =  —  0.38460  1. 

Désignant  ces  trois  coefficiens  différentiels  par  — f,  g ,  —  h  j 
respectivement,  on  aura 

/r(i  +  jr -!-&))==:  Z — yà)  +  -  gcù" =  hcà^» 

Au  point  du  minimum,  la  différentielle  de  cette  quantité  prise 
par  rapport  à  co  doit  être  nulle ,  ce  qui  donne  pour  détermi- 
ner   cù    l'équation    f — gco  -{-  ^hcù''  ^=^0.   Et  comme  f  est   très- 


7« 


rni- 
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petit  par  rapport  à  ^  et  /? ,  on  en  tire  ùi>'=.~(\  +— -^  J,  €t  le 
nimum  cherché   =  Z  —  \  gcà*  +  j  hca^. 

Substituant  les  valeurs  trouvées  àe  jf,    g,    h,  on  aura 

&)  =  o.oooo5  2i45i  io5,  et  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  Z, 
=  —  o.ooooo  00002  1713.  On  peut  donc  fixer  comme  il  suit  le 
minimum  de  la  fonction  Ta , 

a  =  I. 46165  2i45i    io5 
logla  =  9.94723  91743  9540. 

(79).  Pour  faciliter  l'usage  des  formules  précédentes,  on  Joint 
ici  une  table  des  valeurs  des  coefficiens  B„  et  de  leurs  logarithmes, 
calculés  jusqu'au  quinzième  terme,  ce  qui  est  plus  que  suffisant 
pour  les  applications  où  l'on  n'a  pas  besoin  de  plus  de  12  déoi- 
malcs  exactes  dans  la  valeur  de  logr(i-j-j:"). 


n 

I 

B. 

logB. 

0. i856i  29037  6840 

9.26390  31988 

6i35 

2 

0.14004  56532  118 

9.14626  96335  7783 

3 

0.02925  07326  917 

8.46613  67490 

579 

4 

0.00893  8i3i5  34 

7.95124  67415 

5 

o.oo32o  75040  5S 

7.50616  72144 

6 

0.00 125  53326  SQ 

7.09875  88372 

7 

o.ooo5i  80064  42 

6.71453  5i6o8 

8 

0.00022  13466  62 

6.34507  29774 

9 

0.00009  69148  80 

5.98639  04633 

10 

0.00004  31938  49 

5.63542  19056 

1 1 

o.ooooi  951 12  17 

5.29028  45534 

12 

0.00000  89061  69 

4.94969  09488 

i3 

0.00000  40995  17 

4.61273  27627 

14 

0.00000  18999  ^0 

4.27874  91451 

i5 

0.00000  o8856  20 

3.94724  74888 
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§  IX.  Construction  et  usage  de  la  table  des  logarithmes 

des  fonctions  V. 

(80).  La  table  que  nous  avons  donne'e  à  la  Un  de  la  seconde 
partie  ,  n'ayant  été  calcule'e  que  jusqu'à  sept  décimales,  nous  avons 
pensé  qu'à  raison  des  applications  multipliées  que  peut  avoir  la 
fonction  T  dans  diverses  recherches  d'analyse ,  il  serait  utile  de 
calculer  de  nouveau  cette  table  en  poussant  l'approximation  jus- 
qu'à douze  décimales.  C'est  ce  que  nous  avons  exécuté  de  la  ma- 
nière suivante. 

Comme  les  séries  qui  servent  à  calculer  les  différences  succes- 
§  sives  de  la  fonction  log  Va,  sont  moins  simples  et  moins  conver- 

gentes que  celle  qui  donne  immédiatement  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion ,  nous  n'avons  point  fait  usage  des  différences ,  et  nous  avons 
calculé  directement  chaque  terme  par  la  formule  (3o),  et  pour  les 
cas  où  X  est  très-petit ,  par  la  formule 

log  r  (  I  -\'X  )  =—  Z(  I  +a:)  +  Bx  H-  V»,x^  —  63^'  -f  B4X*  —  etc. 

On  a  calculé  ainsi  les  valeurs  de  logr(i  4-x)  ,  depuis  j:  =  0.001 
jusqu'à  jc  =  o.25o  ;  ces  valeurs  ont  servi  dans  chaque  cas  à  déter- 
miner leurs  complémens  au  moyen  de  la  formule 

^  ^  r  (  i  +  a;  )     sin  -xx  ^      ' 

On  a  donc  obtenu  à  la  fois  les  valeurs  de  log  Ta  ,  depuis  a=  i  .000 
jusqu'à  «=  i.25o,  et  depuis  âr=  i  .760  jusqu'à  «  =  2.000. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  qui  composent  déjà  la  moitié  de  la 
période,  on  a  trouvé  les  valeurs  de  log  Va  depuis  a=,  i  .SyS  jus- 
qu'à a  ==  1.625^  ce  qui  forme  un  troisième  quart  de  la  période. 


par  les  formules 

AU        '^)  r  (  l  +  2.r  )    *      cos  srx       ' 


(52) 

dans 
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dans  lesquelles  on  a  donné  à  x  les  valeurs  successives  depuis  x =0.00 1 
jusqu'à  a;  =  o .  1 25. 

La  seconde  des  e'quations  (Sa)  jointe  à  l'ëquation  (5i)  ,  donne 
les  formules 

T  (  _j_  ^^  --  r(i4-3^)    ir'  ( I  4-  ^) 


_-    /  \  X  (\  X\  TT 

r(2  — jr)  =  ^;    ■     ;.-: — , 


(35) 


au  moyen  desquelles  on  a  de'termine'  log  Xa  depuis  ^=  i  .25o  jus- 
qu'à «  =  1 . 5 1 2 ,  et  depuis  «  =  i .  688  jusqu'à  a-=.  i .  ySo. 

Pour  achever  de  calculer  le  reste  de  la  période,  on  a  passé  des 
formules  (55)  aux  formules  (52)  ,  et  ainsi  alternativement,  jusqu'à 
ce  qu'on  eût  les  valeurs  de  log  Y  a ,  qui  s'approchent  le  plus  des 
limites  des  deux  suites  qui  sont  i  \  d'un  côté ,  et  i  ^  de  Tautre. 

(81).  A  chaque  logarithme  de  la  table,  on  a  joint  ses  différences 
première,  seconde  et  troisième.  Ces  différences  marchent  avec  la 
régularité  nécessaire  pour  garantir  l'exactitude  des  calculs  ;  elles 
serviront  à  faire  reconnaître  et  à  corriger  les  fautes ,  s'il  s'en  était 
glissé  dans  l'impression  ;  de  sorte  qu'avec  tous  ces  secours ,  on 
peut  regarder  les  transcendantes  T  comme  étant  connues  avec  un 
degré  de  précision  plus  que  suffisant  pour  toutes  les  applications 
qu'elles  peuvent  recevoir.  Il  faut  maintenant  entrer  dans  quelques 
détails  sur  les  interpolations  auxquelles  donnera  lieu  l'usage  de 
cette  table. 

Soit  pour  abréger,  A  =  log  r«,  et  soient  cTA,  cT'A ,  cT'A  les 
différences  successives  de  A  ,  telles  que  la  table  les  donne ,  en 
supposant  que  les  valeurs  de  a  croissent  continuellement  d'une 
quantité  où  ^=:  o  .  00 1 .  Pour  avoir  le  terme  X  qui  représente 
log  r  (rt-j-  oùx^  ,  on  aura  la  formule 

X==  A  +  a:(J^A4-  ^  (J'^A  +  "SZZlf^^^p^^  (34) 

dont  le  calcul  se  fera  de  la  manière  suivante. 

10 
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Étant  donnée  la  valeur  de  x  qui  sera  toujours  plus  petite  que 
l'unité ,  on  calculera  le  terme  ^-^^  cT^A  jusqu'à  la  douzième  déci- 
male seulement ,  et  on  formera ,  en  observant  les  signes  ,  la  quan- 
tité cT^'A  —  (—^—J  «^^A,  qu^on  pourra  appeler  la  différence  seconde 
corrigée  y  et  qu'on  désignera  par  S^Ax.  On  calculera  de  même 
jusqu'à  la  douzième  décimale  seulement ,  le  terme cT^Ax ,  et 

on  formera   la    quanfilé    J'A  — Ç-^^^é^AXy  qu'on  appellera  la 

dijfférence première  corrigée ,  et  qu'on  désignera  par  Skx.  Cela  pose, 
il  ne  n  stcra  plus  qu'à  former  la  quantité  A  +  xé  Ax  qui  sera  le 
logarithme  cherché  X. 

(82).  Soit  proposé  ,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de 
log  r  (  1  -^)  ;  on  fera  az=  i  .o83  ,  x=  \,  et  on  prendra  dans  la 
table,  les  nombres  qui  répondent  à  la  racine  i.o83.  Ces  nombres 
sont,  en  donnant  aux  différences  les  signes  convenables, 


g. 981  559875655 


/A 


—  194  4^6  s^^ 


cT'A     I    PA 


635  664  1  —  838 


On  lire  de  là  successivement , 


pAx  =  cf^A  —  I  cT^A    =       636  i3o, 
^Ax  =  cTA  —  ^PAx  =—  194  628  865  , 
X  =    A    -I-  ^  SAx  =  9.981  494  999  367, 

valeur  qui  s'accorde  avec  celle  que  l'on  trouve  dans  le  tableau  de 
l'article  43. 

(85).  Réciproquement ,  s'il  s'agit  de  trouver  la  rncine  qui  répond 
a  un  logarithme  donné  X  ,  on  prendra  dans  la  table  le  logarithme 
prochainement  moindre  A,  et  la  racine  correspondante  étant  <3,  la 
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différence  o.ooi  =  &> ,  on  supposera  que  a  -^  cûx  est  la  racine  qui 
répond  au  logarithme  donné  X  =  A+/;  et  pour  déterminer  x, 
il  faudra  résoudre  l'équation 

j=:x  (cTA  +  ^  (J^-A-l- ^  (cT^A, 

ce  que  l'on  fera  aisément  par  les  deux  opérations  suivantes. 

i".  On  négligera  dans  j ,  cTA  ,  J^'A,  les  quatre  derniers  chiffres, 
comme  si  la  table  n'était  calculée   qu'à  huit  décimales ,  l'équation 

à  résoudre  deviendra^  =  x  f  «TA  +  £lll  J^^Aj  ,  et  on  en  tire 

y 
X  = 


<^A  +  ^ — i«^='A 


On  pourra  négliger  d'abord  le  terme  - — -  J^*A ,  ce  qui  donnera 

une  première  valeur  approchée  de  x  ;  tenant  compte  ensuite  de 
ce  terme  ,  on  aura  une  seconde  valeur  de  ^  ,  calculée  jusqu'à  la 
septième  décimale. 

2°.  Soit  x'  cette  valeur ,  et  a  la  correction  qu'il  faut  lui  appli- 
quer,  ensorte  qu'on  ait  x  =  j:'+  et,  on  calculera  j^'  par  la  valeur 

y  =  x(crA+^(cr»A+^cr3A, 

et  il  restera  à  déterminer  a  d'après  l'équation 


y— y    


valeur   dans  laquelle  on  devra  ne  pas  conserver  plus  de  chiffres 
significatifs  qu'il  n'y  en  a  au  numérateur. 

Connaissant  et ,  on  aura  la  racine  cherchée  =  û  -f-  «  (x'  +  a). 

(84).  Soit ,  par  exemple  ,  le  logarithme  proposé 

X=  9.950241  672  5753  le  logarithme   prochainement  moindre  , 
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pris  dans  la  table  ,  a  pour  racine  a  =  i .  583  ,  et  les  nombres  cor- 
respondans  sont 


g.gSo  225  53i  5S6 


cTA 


48  548  340 


cT'A 


377  764 


cT^A 


5i5' 


de  là  on  tire  r  =  X  —  A=  16  140  787;  et  la  première  valeur  de 
ûo,  de'signée  par  x' ,  sera  donnée  par  l'e'quation 


X 


irn4 


4855  —  (j—^)  38  ' 


d'où  l'on  tire  j:'=o.533.  Au  moyen  de  cette  valeur,  on  aura 
successivement 

y  :=  16  124  625, 

jr   —y   z=  16    162, 

cTA  +  (a?'  — ^)cr*A  =  48  485  264, 
16  16a 


a 


48  485  264 


=     0.000  333  54. 


La  racine  cherche'e  est  donc   i.583  333  533  34,  ce  qui  s'accorde 
avec  la  valeur  de  log  T  {1  t^)  portée  dans  le  tableau  de  l'article  45. 

(85).  Puisque  la  fonction  Tn  augmente  à  l'infini  de  part  et  d'autre 
du  point  où  elle  est  un  minimum ,  il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur 
donnée  de  Ta,  plus  grande  que  le  minimum,  il  y  aura  toujours 
deux  valeurs  réelles  de  la  racine  a.  Dans  l'exemple  précédent ,  on 
voit  par  la  table  que  la  seconde  valeur  est  comprise  entre  i .  344 
et  1 . 345.  Les  nombres  qui  correspondent  à  la  racine  a=  1. 344  , 
sont 


g. 950  256  821  818 


cTA 


/*A 


470  189 


cT^A 


-475 


—  52  o58  495 

D'après  ces  données,  on  aura  jy=X  —  A  =  — -i5  149  44^? 

,  i5i5 


X 


SaoS  + 


(^)-^^ 


0.290. 
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Au  moyen  de  celte  valeur  de  x\  le  calcul  s'achève  ainsi  : 

y  =—  i5 145  397, 

J^A  +  (a:'— i)J^-A  zzz:—  Si  157.235, 

4048  r- 

donc  la  racine  cherche'e  û-{-&)(x'+a)  =  i.344  ^QO  077  61  • 

i^^.  Étant  donne'e  une  valeur  de  a  non  comprise  entre  i  et  2  , 
il  n'y  a  aucune  difficulté  à  trouver  log  Ta  ;  il  faut  pour  cela  réduire 
la  valeur  donnée  à  celles  qui  sont  comprises  dans  la  table  "^  ce  qui 
se  fera  au  moyen  de  l'équation  F  (  i  +  .r)  =  x  Yx.  Ainsi  si  l'on 
demande  la  valeur  de  log  T  (3. 3 18),  on  la  déterminera  par  l'équa- 
tion log  r(3.3i48)  =  log  (2.3148) +  /r(2. 3148)  =  Z(2.5i48) 
+ /(i.3i48)  + /r(i.3i48).  De  même  on  aurait  Zr(o.3i48) 
=  Zr(i.3i48)  —  /  (0.5148);  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver 
/  r  (i .  3i48)  ;  ce  qui  se  fera  aisément  par  la  formule  de  l'art.  81. 

(87).  Mais  s'il  s'agit  de  trouver  la  racine  a  qui  correspond  à  une 
valeur  de  log  Xa  non  comprise  dans  les  limites  de  la  table,  voici  la 
méthode  qu'il  faudra  suivre. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  c  qui  donne 
Fc  z^-TT,  ou  logFc=  0.497  ^49  S72694.  Il  y  a  deux  de  ces  valeurs, 
Fune  qui  est  comprise  dans  la  première  période ,  l'autre  qui  appar- 
tient à  la  troisième.  Bornons-nous  à  déterminer  celte  dernière. 

On  trouve  d'abord ,  par  quelques  essais  ,  que  la  valeur  cherchée 
est  comprise  entre  3.44^  ^^  5' 449*  Pour  trouver  la  valeur  exacte, 
il  est  nécessaire  d'avoir  les  valeurs  de  log  F  qui  répondent  aux 
racines  successives  3.448,  3.449  >  3.45o,  3.45i.  Voici  le  calcul 
de  ces  valeurs  :  ^ 


^ro 
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2. 448... .0.58881141347552 

1.448.  ...0.160768561  861  i5 
r(i. 448)... 9-947  27S^S^S43 


2.449....0.388  988785  124  71 
1.449....0.161068585471  17 
r(i. 449)- ••9-947  272  854  564 


r(5. 448)... 0.496 858 562  178    r(5.449). - -0.497  53ooo5  160 


2. 450....  0.589  166  084  564  55 
1 .450. . .  .0 .  161  568 002 25497 

r(  1.450)... 9. 947  267  7074^2 


2.451... .0.589345511 25208 
1.451.  ...0.161  66741245774 
r(i.45i)... 9.947265005 114 


r(5. 450).. .0.497801794051        r(5.45i)... 0.498  275728804. 

Désignant  comme  ci-dessus  5.448  par  a,  et  log  Ta  par  A ,  on  aura 
la  valeur  de  A  et  de  ses  différences  successives  comme  il  suit  : 


^:456  858  562  178 


cTA 


471  642  982  145909 


cT^A 


cT^A 


-47 


^   .  ^  _j_  i'.iT'     \na  Tr  —  X     r  =  X  — ^A.on  aura 

Soit  encore  c  =  « -j-  ao: ,  10g  ic  —  ^,j  —  ^  » 

2gi  5io  5i6,  et  la  première  valeur  approchée  de  x  sera  donnée 

par  l'équation 

^4^^ =  0.6181. 

47i64-(^-^)-i5 

Soit  enfiu  j:  =  or'  +  a ,  on  aura 

y  =  291  5o5  5o6, 

jvA  +  (x  — .t)cr'A  =  471  625750, 

-,  _.  — ^ii^-v-  =  0.000  011  047. 

*  —  471625700  ^' 

Donc  la  racine  cheVchéec=^  +  a.(a:'  +  a)=5. 448618  III  047. 

La  seconde  racine  de  l'équation  Te  =77-  serait  0  =  0.286  564i  , 
et  il  serait  facile  de  la  trouver  avec  un  plus  grand  nombre  de 
décimales, 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  ï.  79 

(8S).  On  peut  encore,  par  notre  table,  trouver  les  valeurs  ap- 

prochees  des  coeiliciens  diilerentiels  — -^ — , — ^-^ — ,  — -7^5 — ,  qui 

sont  des  transcendantes  particulières  dont  nous  avons  fait  voir  diffé- 
rens  usages.  Ces  coefïiciens  se  calculeront  par  les  formules  suivantes, 
où  l'on  a  ^it  log  Ta  =  A. 

co~  =:  J^A  —  iS^A  +  icT^A  —  i  cT^A  -f.  icT^A  —  etc., 

û)*^4=  ^"A-.    <r^A  -4-i^J^^A  —  fcT^A  +  etc.. 


o)'^  =  cT^A  -  IJ^^A  ^-  I  J5A  _  etc. , 
û>4^~  JV4A—  2J*A  4-  etc.; 


{à  est  la  différence  par  laquelle  on  fait  croître  la  racine  a  pour 
former  les  différences  successives  cTA ,  J'A^  cT^A  ,  etc.  On  a 
û>  =  o.ooi  quand  on  prend  dans  la  table  les  termes  qui  se  suivent 
.immédiatement;  maison  pourrait  également  fairea=:0.oo2,  o.oo3, 
ou  plus,  afin  de  rendre  sensible  la  différence  quatrième  J '^A  qui 
est  presque  toujours  au-dessous  d'une  unité  décimale  du  douzième 
ordre  ,  lorsqu'on  prend  oj  =  o.ooi. 

En  se  bornant  à  l'hypothèse  a  =  o.ooi  qui  est  la  plus  simple, 
puisque  la  table  donne,  sur  une  même  ligne,  les  nombres  A,  SA, 
<r*A ,  cT^A,  on  voit  que  la  valeur  qui  en  résultera  pour  le  coefficient 

T— ,  ne  sera  approchée  que  jusqu'à  la  neuvième  décimale  à  peu  près  ; 

celle  de  -r-j  ne   le    sera  que   jusqu^à   la   sixième,  et  celle   de  -v-j 

jusqu'à  la  troisième.  Mais  c'est  déjà  un  grand  avantage  d'avoir  les 
deux  premières  transcendantes  d'une  manière  si  facile  et  avec  un 
pareil  degré  d'approximation. 

(8g).  Soit,  par  exemple,  a=  i  .5oo;  les  différences  données  im- 
médiatement dans  la  table  pour  cette  valeur  de  «  ,  sont 

cTA  =  16  o5o  5^4,      cf 'A  =  4o5  620  ,      cT^A  =—  359  ; 


8o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRALE 

on  en  lire  les  coefficiens  différentiels  ' 

^  =  o.oi5  847  394,    -^=0.405979,    ^  =  -0.359. 

Si  au  lieu  de  faire  <w  =  0.001  ,  on  fait  &>  =  0.002;  c'est-à-dire, 
si  on  prend  dans  la  table  les  fonctions  A  qui  répondent  aux  racines 
successives  i.Soo,  i.5o2,  i.5o4,  i.5o6,  i.5o8^  on  aura  les 
valeurs  de  cTA  ,  cT^A ,  cT^ A  ,  cT'^A ,  comme  il  suit , 

crA=32  506268,    cr^A=i62io44,     cr3A=--2865,     cr^A=io. 

De  là  résultent  les  coefficiens  différentiels  , 

j-  =  o-oi5  847  394  25o,    -j^  =0.405  9795 ,    ^  =  —  o.36oo. 

Ces  valeurs  diffèrent  très-peu  de  celles  qu'on  a  obtenues  immé- 
diatement par  les  différences  des  termes  consécutifs. 

Soit  encore  &j=o.oo5;  on  aura  à  considérer  les  différences 
successives  des  termes  de  la  table  qui  répondent  aux  racines  i  .5oo, 
1 .  5o5 ,  i.5io,  i.5i5,  1. 520  ;  ces  différences  sont 

crA=843o4232,  cr^A=ioio47i5,  cr3A=— 44425,  cr^A=3.74, 

et  on  en  déduit  les  coefficiens  différentiels 

^  =  0.01584739455,  -^=0.40597932,  ^=  —  0.35989. 

Ces  valeurs  diffèrent  peu  des  précédentes  et  semblent  devoir  être 
plus  approchées  de  la  vérité,  p?irce  qu'on  a  tenu  compte  des  diffé- 
rences quatrièmes  devenues  sensibles  par  une  plus  grande  valeur 
de  &>  ;  cependant  la  valeur  de  cù  ne  doit  pas  passer  une  certaine 
limite ,  et  cette  limite  qu'il  serait  difficile  de  déterminer  avec  pré- 
cision ,  dépend  de  la  loi  que  suivent  les  différences  successives  de 
la  fonction  A. 

(90),  Dans  l'exemple  précédent ,  il  est  facile  de  vérifier  la  valeur 

obtenue 
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obtenue  pour  -j— ;  car  en  faisant  a  =.  ^  dans  la  formule  (17)  , 
art.  5i  j  et  observant  que  les  logarithmes  de  la  formule  doivent 
être  multiplies  par  le  module  /w  =  jt^  pour  les  changer  en  loga- 
rithmes vulgaires ,  on  aura 


M^=-G+/^-^ 


L'inte'grale  du  second  membre,  prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x  =.  i , 
est  égale  à  2  —  2M  I2  ;  donc 

-f-  =    (2  —  C)/7ï—-  2/2. 

Mais  on  a  fait  ci-dessus  B=m(i — C)  ;  ainsi  on  aura -r- =  m-f-B — 2I2; 
ce  qui  donne ,  en  substituant  les  valeurs  connues  , 

^  =  0.01584739434369, 

valeur  qui  doit  être  exacte  jusqu'à  la  quatorzième  décimale  :  elle 
prouve  que  les  résultats  obtenus  par  la  méthode  précédente ,  sont 
moins  exacts   dans   l'hypothèse  &>==o.oo5   que   dans  l'hypothèse 

ù)  =  0.002. 

(91).  Les  formules  précédentes  donnent  les  coefficiens  différen- 
tiels de  la  fonction  A  =  log  Ta,  en  supposant  que  a  se  trouve 
immédiatement  dans  la  table  ;  mais  s'il  faut  trouver  les  coefficiens 
différentiels  de  la  fonction  X  =  logT  (a-^  cojç)  ,  qui  est  intermé- 
diaire entre  les  deux  fonctions  consécutives  données  par  la  table 
A  =  log  r«  ,  A  +  cTA  =  log  T  (a-{-co)  ,  voici  comment  on  résou- 
dra ce  problème  d'interpolation. 

On  a  généralement 


X..T 1       «,   .        ,     X.X —   l.X  2 


X  =  A  +xcrA  +  J>»A  +  '^-^~';^~"cr^A  +  etc., 

2  2.0 

et  si  l'on  fait  a-|-<yj:=a,  on  aura,  en  supposant  que  x  seule  varie, 

II 
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Ja  =  œdx     d'où  cù'^  =  ~.  Différenliant  donc  la  valeur  de  X  par 
rapport  à  jc,  et  réitérant  les  difFérenliations ,  on  aura 

.  4^  =  M  +î^^-A  +  5^--±^  /'A 

■       ,  4£f^rl?î!+fHlZ^cr<A  +  etc., 

'  2.3.4 

«»^  =  ^.A+(x~.  i)  .T^A  +  ^£lri^+ii  cT^A  +  etc., 

^3^^  =cr3A+(^  — DcT^A+elc, 

etc. 

On  connaîtra  donc  les  coeffîciens  différentiels  dont  il  s'agit,  par  les 
différences  cTA,  cT^A,  cT'A  que  la  table  donne  immédiatement., 

(92).  Dans  le  cas  de  X  =  I ,  on  a  a  =  ât  +  û)  ,  et  les  formules 
deviennent 


aX 
da. 


jvA  +  i  cT'A  —  1  cT^A  +  ^  .T^A  +  etc.. 


^=  j^^A-^c^^A+  etc., 


&)' 


Ja^' 


^  ==  cT^A  — .  i  cT^A  +  etc. 


Celles-ci  offrent  des  formules  un  peu  plus  convergentes  que  celles 
de  l'article  81  ,  de  sorte  qu'il  y  a  quelqu'avantage  à  déterminer 
les  coeffîciens  différentiels  de  la  fonction  \o^Y  {a-^  ca)  par  le 
moyen  des  différences   qui  répondent    à  la   fonction   précédente 

log  r«, 

(g3).  Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  fonction 

X  =  log  r  (  I  +  I).  Alors  on  fera  az=z  i  .333  ,  ^=  ^  ,  et  les  diffé- 
rences données  immédiatement  dans  la  table  seront 

cTA  =  —  57  2Ô2  267 ,      cT'^A  =  475  486 ,      cT^A  =  —  483 , 
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d'où  résultent  les  valeurs   suivantes  des  coefficiens  dIfFe'renliels  , 

=  —  0.037  541  541  5, 


da. 

m: 

da. 


'''''1  =    0.475808, 


''^  =-  0.483. 


Pour  ve'rifîer  le  premier  de  ces  re'sultats ,  on  peut  avoir  recours 
à  la  formule  (17)  qui   donne 

Eflcctuant  l'inte'gration  indiquc'e  entre  les  limites  .r  =  o,  ^=1, 
il  vient 

dX.  T>        I  11  TUT 

-^  =  B  +  2m  ~  -  log  27  —  ~, 

et  en  substituant  les  valeurs  numériques, 

^  =  —  0.057  54154208865, 

d'où  Ton  voit  que  nos  de'terminalions  sont  aussi  exactes  qu'on  peut 
le  désirer. 

(94).  Lorsque  a  est  un  nombre  rationnel  —,  on  a  vu  dansi'ar- 
ticle  5i  que  l'intégrale  ^  =  T^— 7:£'2"  — ^  P"^^  depuis  x  =  o 
jusqu'à  x=:  I,  est  exprimée  par  ^-^nV,^,  B„.  étant  une  quantité 
dont  la  valeur  est  donnée  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes 
(art.  55,  deuxième   partie).  Mais  si    l'on  suppose,  par  exemple 

563 
^  ~  7^  »  ^^  valeur  de  B^  dont  il  s'agit  sera  tellement  compliquée, 

qu'il  deviendra  à  peu  près  impossible  d'en  tirer  la  valeur  numé- 
rique de  rintégrale  Z  ,  et  la  difficulté  serait  encore  plus  grande 
si  «  était  une  fraction  plus  composée. 
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Dans  ce  cas ,  l'intégrale  dont  il  s'agit  pourra  se  trouver  d  une 
manière  beaucoup  plus  facile  par  la  formule  de  l'article  17,  qui 
donne 

da 

or  pour  la  valeur  «=1.565,  on  trouve  le  coefficient  différentiel 

—^    =    0.040734544. 

Ainsi  on  aura  l'intégrale    cherchée  Z=  0.671  009968,  laquelle 
doit  être  exacte  au  moins  jusqu'à  la  huitième  décimale. 

Nous  sommes  entrés  dans  d'assez  grands  détails  sur  ces  diverses 
méthodes  d'interpolation  ;  parrce  qu'elles  sont  peu  connues  ,  et 
qu'elles  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  tables  dans  lesquelles  il 
est  nécessaire  d'avoir  égard  aux  différences  du  troisième  ordre. 


TABLE 


SSPT 


TABLE 

DES  LOGARITHMES  DE  LA  FONCTION  Ta, 

Calculés  à  douze  décimales,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  racine  a,  de  millième 
en  millième,  depuis  i.ooo  jusqu'à  2.000. 

On  y  a  joint  leurs  différences  première,  seconde  et  troisième. 


M 


a 

1 .000 

1 .001 
1  .C02 
1  .oo3 
1 .004 
i  .oo5 

Log.  Ta. 

Diff.  I. 

II. 

III. 

^^ 

io3() 
io38 
io34 
io3i 
io3o 
1024 

a 

i  .o5o 
1  .o5i 
1  .o52 
i.o53 
..054 
i.o55 

Log.  Ta. 

DifF.  I. 

IL 

m. 

0.000  000  000  000 
9-99.9  749  675  4/^\ 

9.999  5oO  064  225 

9.999  25i  i65  3i3 
9-999  002  977  667 
9.998  755  600  253 

9.5o  324  559 
249  611  216 
248  898  912 
348  187  %/{Ç> 
247  477  414 
246  768  2l3 

713  343 
712  3o4 
711  266 

710  232 
709  201 
708  171 

9.988  337  858  790 
9.988  121  980  o52 
9.987  906  765  894 
9.987  692  21 5  4c5 
9.987  478  327  6y4 
9.987  265  101  793 

21 5  878  738 
2i5  214  i58 
214  55o  489 
2i3  887  731 

2l3  225  881 

212  564  935 

664  58o 
663  669 
662  758 
661  85o 
660  94s 
660  044 

911 

9^1 

908 

904 
902 
902 

1  .C06 
1 .0C7 
i  008 
1.OC9 
1 .01c 

1.011 
1 .012 
1  .oi3 
1 .014 
1  .oi5 

1 .016 

1 .017 
1.018 
i  .019 
1 .020 

9.998  5o8  732  040 
9.998  262  671  998 
q.998  017  319  io3 
9.997  772  672  33o 
9  997  628  7 '0  669 

-246  060  042 
245  352  895 
244  Q4£  773 
243  941  671 
243  237  587 

707  147 
706  122 
705  102 
704  084 

7o3  070 

1025 

1020 
1018 
1014 
1014 

i.o56 
1 .057 
1.0.58 
1 .059 
i  .060 

9.987  o52  536  858 
9.986  840  63i  967 
9.986  629  386  218 
9.986  4*8  798  7i3 
9.986  208  868  556 

211  904  89] 

211  245  749 

210  587  5o5 
209  93©  i57 
209  273  702 

659  142 
658  244 
657  348 
656  455 
655  562 

898 
896 

8^3 
893 

887 

9.997  285  49^  072 
9.997  ^4^  9^^  ^^5 
9.996  80 1  126  094 
9.996  559  994  681 
9.996  3 19  563  3o8 

24'-^.  534  5 17 
241  832  461 
241  i3i  4i3 
240  431  373 
239  732  337 

702  o56 
701  048 
700  040 
699  o36 
698  034 

1008 

ioo8 
1004 
1002 

998 
.998 
.992 
99'-^ 
989 
985 

1 .061 

1 .062 
i.o63 
1.064 
i.o65 

9"^5  999  594  854 
9.985  790  976  714 
9.985  583  oi3  249 
9.985  375  7c3  571 
9.985  169  046  794 

208  618  140 
207  963  465 
207  309  678 
206  656  jjy 
206  004  756 

654  675 
653  787 
652  901 
652  021 
65 1  '139 

888 
886 
880 
882 
878 
876 
873 
871 
871 
866 

' 

9 .996  079  83o  971 

9.995  840  796  668 
9.995.602  4^ç)   401 

9 .996  364  818  172 
9.995  127  871  989 

239  034  3o3 
238  337  267 
2.37  641  229 
256  946  i8'3 

236  202  129 

697  o36 
696  o38 
695  046 
694  o54 
693  o65 

1.066 
i  .067 
1.068 
1.069 

1 .070 

9.984  963  042  o38 
9.984  757  688  421 
9.984  552  985  o65 
9.984  348  93 1  094 
9.984  145  525  635 

2o5  353  617 
204  703  356 
204  o53  971 
2o3  4o5  4^9 
202  757  818 

65o  261 
649  385 
648   5l2 
647  641 
646  770 

1 .021 

1 .022 

1 .023 
i  .024 
1 .026 

1 .026 

1 .027 

1 .028 
1.029 
1 .  o3o 
i  .o3i 

1  .  o32 

1.033 
i.o34 
i.o35 

9-994  891  619  860 
9.994  656  060  796 
9.994  421  193  812 
9.994  187  o'i7  99.5 
9.993  953  532  i53 

235  559  064 
234  866  984 
234  175  887 
233  485  772 
232  796  634 

692  080 
691  097 
690  ii5 
6H9  i38 
688  163 

983 
982 

977 
975 
974 

1 .071 

1 .072 
1  .073 
1.074 
1.075 

9.983  s4'^^  7^7   817 
9.983  740  656  769 
9.983  539  191  625 
9.983  338  371  520 
9.983  i38  195  591 

202  1 1 1  048 
201  4^5  144 
200  820  io5 
200  175  929 
199  532  614 

645  904 
645  039 
644   176 
643  3i5 
642  456 

865 
863 
861 
859 
855 
855 
852 
85 1 
846 
848 

9.993  720  735  519 
9.993  488  627  048 
9.993  257  2o5  766 
9.993  026  4jo  702 

9.992  J^G   420  889 

9.992  567  o55  36i 
9.992  338  373  i56 
9.992  110  373  3i3 
9.991  883  c54  875 
q.991  656  416  886 

232  108  471 
a3i  4^1  282 
23o  735  064 
23o  049  81 3 
229  365  528 

687  189 
686  218 
685  25i 
684  285 
683  323 

97^ 

966 
962 
961 

i  .076 
i  .077 
1.078 
i ,  079 
i.c8o 

9.982  938  662  977 
9.982  739  772  819 
9.982  541  524  262 
9.982  343  916  45 1 
9.982  146  948  534 

198  890  i58 
198  248  557 
197  607  811 

196  967  917 
196  328  874 

641  601 
640  746 
639  894 

609  o4'5 

638  197 

• 

228  682  205 

^'27  99.9  843 
227  3i8  438 
226  637  989 
225  958  494 

682  362 
68 z  4o5 
680  449 

^7B   495 
678  547 

9^7 
956 

954 
948 
g5o 

945 
942 
942 
938 
935 

i.o8i 
1 .  082 
i.o83 
1.084 
i.o85 
1.086 
1.087 
1.088 
1.089 
i .  090 

9.981  950  619  660 
9.981  754  928  983 
9.981  559  875  655 
9.981  365  458  833 
9.981  171  677  675 

195  690  677 
195  o53  328 
194  416  822 
193  781  i58 
193  146  332 

637  349 
636  5o6 
635  664 
634  826 
633  987 
633  i5i 
632  3i8 
63i  488 
63o  657 
629  829 

843 
842 
838 
839 
836 
833 
83o 
83 1 
828 
824 

■ 

i  .o3G 
1 .037 
..o38 
1 .  069 
1 .040 

9.991  430  458  392 
9.991  2o5  178  J^/^^ 
9.990  980  570  095 
9.990  756  65o  597 
9 . 990  533  4oo  4°S 

225  279  947 

224  602  '35o 

223  925  698 
223  249  988 
i22  575  220 

677  597 
676  652 
675  710 
^74  768 
673  83o 

9.980  978  53 1  343 
9. 980  786  018  998 
9.980  594  139  804 
9.980  402  892  928 
9.980  212  277  54c 

192  5i2  345 

191  879  194 

191  246  876 
190  6i5  388 
189  984  731 

i  .041 
1 .  042 
1 .  043 
1.044 

1 .045 

9.990  3io  825  189 
9.990  088  C.23  799 
9.989  867  695  3o4 
9.989  647  i38  77c 
9.989  j^Q.j  253  267 

^21  901  39c 
221  228  495 

220  556  b'5/\ 
219  885  5o3 
219  21 5  4°i 

672  895 
671  961 
671  o3i 
670  102 
669  175 

934 
93c 

929 

927 
923 

1.091 
1 .092 
1 .  093 
1.094 
i  .095 

9.980  022  292  809 
9-979  832  2'^.j  907 
9-979  ^44  212  010 
9-979  456  114  296 
9.979  268  643  94' 

i8q  354  qo2 
188  725  '897 
188  097  714 
187  47'^  355 
186  843  8i5 

629  oo5 
628  i83 
627  359 
626  540 
625  J24 

822 
824 
819 
8i6 
8i5 

■  1 .  04^' 
1.047 
1,048 
1.049 
i.o5o 

9.989  208  o37  866 
9.988  989  491  640 
9.988  771  6i3  666 

9.988  554  4°^  °22 

9.988  337  858  790 

218  546  226 

217  877  q,j4 
217  210  b/^ 
216  544  232 

2i5  878  738 

668  252 
GGj  33o 
Q(^Q  412. 
665  494 
664  58o 

922 
918 
918 
914 
9'i 

1 .  096 
1.097 
1 .  098 
1-099 

1 .  lOO 

9.979  081  8go  126 
9.978  895  582  o35 
9.978  709  988  853 
9.978  525  019  766 
9.978  340  673  962 

i86  218  cqi 
i85  593  182 
184  969  087 
184  345  804 
i83  723  33o 

624  909 
624  095 
623  283 

622  474 
621  GSj 

814 
812 
809 
807 
806 

' 

61 


t^mi 


tÊUÊà 


1  .  lOO 

1  .  loi 

1  .  109 

1 .  io5 
1 .  io4 
1 .  io5 


1 .  io6 
1 .  107 
i.ioS 
1.109 
1.110 


•  Log.  Ta. 


Diff.  I. 


II. 


1.111 

1.112 

1 . 1 13 
1 .  114 
1 . 1 15 


,978  540 

.978  i56 

■977  37^ 

•?ni  7.9» 

•Tl  b'09 

■^71  428 

•977  247 

.977  067 

.'^'j^  888 

•'è7%  7°9 

.^•j^  53 1 


^'j'5  963 
960  632 
848  969 

368  "leV 

607  422 
265  933 


Ç>^o,  901 
637  527 
249  016 
476  574 
319  409 


1 .  n6 
1 . 1 17 
i.n8 
1.119 
1 .  120 


1 .  121 
1 .  122 

1  .  123 

1 .124 

1  .  125 


1 .  126 
1 .  127 

1.128 

1 . 1 29 
1 .  i3o 


1 .  i3i 

1 .  l32 

1 .  i33 
1.134 
i.i35 


976  353 
,976  176 
976  000 
975  824 
,975  649 


776  730 
847  75 
53 1  682 
827  742 
735  147 


,975  ^-j^^ 
.975  3oi 
976  128 
974  955 
,974  783 


253  117 
38o  873 
117  637 
452  634 
41 5  09a 


.974  61 1 

•974  441 
,974  270 

.974  101 
.973  932 


%7^  339 
139  3o5 

909  522 

'284  124 
262  348 


973  763 
,973  696 
973  428 
973  262 
,973  096 


843  430 
026  61 1 
811  l32 
196  235 
181  i65 


i.i36 

1 .  137 

r.i38 

1 .139 

1. 140 


1 .  141 
1 .  142 

1.143 
1.144 

1 .  145 


1.146 
1.147 
1.148 
1 .  149 

1 .  i5o 


,972  930 
,972  765 
.972  601 
.972  438 
.972  275 


765  169 
^^7  A'è'^ 

727  394 

1 04  117 
076  917 


972  1 1 2 

971  95o 

971  789 
971  628 
971  468 


645  o5i 
807  775 
564  348 
914  o3i 
856  086 


971  309 
971  i5o 

970  992 
970  834 
970  677 


389  777 
5i4  369 
229  i3o 
533  33o 
426  238 


970  520 
970  364 
970  209 
970  o54 
969  900 


907  128 
975  274 
629  962 
870  438 
696  012 


83  793 
83  101 
82  480 
81  860 
81  241 
80  623 


80  oo5 
79  388 
78  772 
78  157 
77  542 


33o 
663 
802 
745 

4«9 
o32 

3^ 
5ii 

i65 
679 


621 
620 
620 
619 
618 
617 


616 
616 
6i5 
614 
6i3 


76  928 
76  3i6 

75  703 
75  092 

74  482 


980 
"068 
940 
595 

o3o 


73  872 
73  263 
72  655 

72  047 
71  440 


244 

236 

oo3 

54 

853 


70  834 
70  229 
69  625 
69  021 
68  ii^ 


67  816 

67  2l5 

m  614 
66  oi5 
65  4i5 
^  817 
^/^  220 
63  623 
63  027 
62  43 1 


667 
861 
057 
256 
457 
658 


863 

069 

V7 
486 

^99 


612 
612 
611 
610 

609 


912 
128 
345 

565 
786 


m. 


806 
804 
801 
799 
799 
7%^ 


609 
608 
607 
606 

6o5 


008 
233 
46 1 
689 
919 


61  837 
61  243 

60  65o 
60  057 
59  /^^'^ 


58  875 
58  285 
57  695 
57  107 
56  519 


934 
783 
398 

77^ 
918 

819 
479 
897 

070 

996 

^7A 
101 

277 
200 
866 
276 
427 
317 

945 
309 

4^8 
239 
800 
092 
11c 


6o5 

6o5 
602 
602 


i5i 

385 
622 
858 
099 


55  93 1 
55  345 
54  759 
54  174 
53  5go 


85^ 

322 

5.4 
426 

o56 


601 
600 

599 
598 


340 
589 
827 

074 

329 


596 
596 
595 

594 

593 
593 
599 
591 

590 

5^ 
5§9 
588 
587 
587 


573 
824 
077 
334 
590 

"849 
1 10 

379 

636 

901 


586 
585 
585 
584 
583 


169 
439 

708 

98 
256 

532 

808 
088 
370 
65 


794 
792 
791 
787 
787 


784 
783 
780 

77^^ 
778 


775 
772 
772 
770 
768 
766 
763 
764 

7^ 
759 
758 
755 
753 
759, 
7% 

749 
747 
743 

744 
.Zii 
739 
738 
736 
735 
732 

7.'3g 
73i 
726 
726 
724 
794 
720 
718 

7-^' 
717 


a. 


Log.  Ta. 


9.969  900 

969  747 
969  594 
9-969  AA^ 
9-9%  289 
9.969  i38 


69G  012 
io5  956 
099  552 
676  080 
834  837 
575  099 


Diff.  I, 


II. 


III. 


)87 
^37 


9.968 
9.968 
9.968  688 
'  968  539 
9.968  390 


896  i58 
797  307 
977  838 
337  043 
974  219 


9.968  243 
9.968  095 

9-967  .949 
9.967  8o3 

9.967  657 


i88  663 

979  ^7A 
346  552 

288  599 

8o5  u"8 


9.967  5l2 
9.967  368 
9.967  224 
9 .967  081 
9.966  938 


895  41 5 
558  797 

7'^A  571 
602  048 
980  539 


9.966  796 
9.966  655 
9.966  5i4 
9.966  374 
9.966  234 


86 

^7 
88 

89 

9£ 

91 
92 
93 

"^i 
É. 

96 

97 

98 

99 

20c 


929  356 
447  8i5 
535  232 
190  923 
414  209 


9.966  095 
9.965  956 
9.965  818 
9.965  680 
9.965  544 


204  4'o 
56o  848 
482  846 
969  731 
020  828 


9. 9 65  407 
9.965  271 
9.965  i36 

9.965  001 
9^^964  867 


635  456 
8 I 2  974 
552  686 
853  932 
716  047 


9.964  734 
'^•'^^A  601 
9.964  468 
9.964  336 
9.964  2o5 


i38  366 
120  297 
660  969 
759  939 
416  /0'j 


9.964  074 
9.963  944 
9.963  814 
9.963  685 
9.963  557 


699  887 
399  566 
794  849 
6o5  061 
039  571 


9.963  499 
9.963  3oi 
9.963  174 
9.963  048 
9.962  922 


027  724 
568  871 
^^'?.  365 
307  56 1 
5o3  814 


53  590 
53  006 
52  423 
5i  841 
5i  259 
5o  678 


o56 
404 

246 
738 
94i 


583 
582 
582 
58i 

58o 
58o 


5o  098 

A9)   519 
48  940 

48  369 

47  785 


^'•j  208 
46  633 
A^  oSj 
45  483 

44  9^9 


85i 
4^9 

795 
824 

556 

989 
122 

953 

481 

703 


44  336 
43  764 
43  199 
42  691 

42  o5i 


618 
296 
523 

509 
i8'3 


579 
578 
577 
577 
576 
575 
575 
574 
573 
573 
572 
571 
571 
570 
569 


652 
935 

223 

5o8 

797 
090 

38^ 

6j4 

.97' 
268 

567 

867 
169 

472 
778 
o85 

392 
703 
014 
326 
642 


717 
712 

7i5 
711 

707 
708 
708 

703 
7o3 
701 
700 
P 

697 
694 
693 
693 
689 
S89 
688 
684 
684 


4i  481 

4°  912 
40  344 
39  776 
39  209 

58  643" 
.38  078 
37  5i3 
36  948 
36  385 


541 
585 
3o9 
714 

562 
002 
ii5 
903 
362 


568 
568 

567 
566 
566 

565 
564 
564 
563 
562 


35  822 
35  260 
34  698 
34  137 
33  577 


958 
274 
595 
915 
237 
56c 
887 
212 
541 
.87c 


49^ 
288 
754 
885 
681 


33  018 
32  459 
5i  901 
3i  343 
3o  786 


139 
258 

037 

47^ 
570 


3o  23o 

29  674 
29  1 1 9 
98  565 
28  01 1 


321 

724 
781 

490 

847 


562 
56i 
56o 
56o 
559 
558 
558 
557 
556 
556 
555 
554 
554 
553 
552 


204 
534 
869 
204 
542 

88i 
221 
562 
905 
249 

597 
.943 
291 
643 
994 


6S4 

679 
S80 

678 

677 

673 
C75 
671 
671 
6S6 
670 
665 
665 
662 
661 
660 
659 
657 
656 
652 
S54 
652 
648 

649 
647 


27  458 
96  906 
26  354 
25  8o3 
25  253 


853 
5o6 
804 

747 
332 


552 
55 1 
55 1 

55o 
^49 


347 
702 
o57 
4i5 
775 


645 
645 
642 
640 
642 


L^g.  ra. 


,200 
,201 
202 
,ao3 
.204 
,  2o5 


.206 


,291 
.222 
223 
.224 
.225 


22S 
,227 

2a8 
.  22g 

23o 


23l 

.232 

,233 
.234 
.235 


.236 
,237 
.238 
,239 
240 

.241 
,249 
,243 
.244 
.245 

246 

,247 
,248 

'^J9 

.25o 


962  922 

962  J^J 

962  672 

962  548 
962  424 

962  5oi 


5o3  814 
aSo  482 
54s  926 
392  5oi 
78G  573 
7?.8  5o4 


962  179 
962  057 
961  935 
961  814 
961694 


217  667 
253  400 
835  098 
962  121 
633  839 


961  574 

9^1  455 

961  336 

961  218 

961  lOï 


849  622 
608  844 
910  878 
755  099 
140  886 


960  984 
960  867 
960  761 
960  636 
960  621 


067  61 5 
534  666 

541  4^d 
087  258 
171  565 


960  406 
960  292 
g6o  179 
960  066 
959  954 


793  724 
q53  123 

881  190 
648  636 


DiiF.  I. 


959  842 
959  731 
959  621 

9^9  5ï  ^ 
959  4oi 


950  878 
787  3io 
167  325 
060  3i8 
495  687 


959  292 
9%  i83 
959  075 
95'8  96B 
958  86i 


462  828 

961  i4« 

990  026 
548  885 
637  121 


958  755 
958  649 
958  544 
958  439 
958  334 


958  23 1 
958  128 
958  025 
957  923 
957  i821 


254  i38 
399  341 
c'73  ï38 
271  936 
998  ^4 
25o  173 

027  4^4 
329  341 
i5'5  3o8 
5o4  75o 


957  720 
967  619 
957  5i9 
957  420 
957  321 


377  084 
771  728 
688  100 
125  623 
o83  716 


25  253 
24  703 
24  i54 
23  6o5 
23  o58 
22  5.'o 


332 
557 

4M 
928 
069 
847 


21  qG4 
21  418 
20  872 
20  528 
9  7H 


z4o 

697 
i55 
614 
073 


257 
3o2 

977 
282 

217 

778 
966 

779 

2l3 

271 


II. 


549 
549 
548 

547 
547 
546 


775 
i33 

49S 
859 
222 
590 


6  532 

5  993 
5  454 
4  9i5 

4377 


949 
247 

i6 

693 

841 


3  840 
3  3o3 
2  767 

2  232 
1  697 


601 

974 
9^9 
554 
758 


i63 
629 

097 
09  564 
09  o32 


568 
985 
007 
63 1 
859 


08  5oi 
07  971 
07  441 
06  911 
06  382 


687 
ii5 
141 

764 
983 


o5  854 
o5  327 
04  800 

04  273 

05  747 


797 
200 
202 

79^ 
971 


o3  222 
02  698 
02  174 
01  65o 
01  Ï27 


7^9 
093 
o33 
558 


00  6o5 
00  o83 
99  562 
99  04 1 

98  521 


356 
628 

477 
9°7 
9^4 


545 
545 

544 
544 

545 

542 
543 

541 
540 
540 


.955 

325 
695 

o65 

8l2 

187 

566 
942 

329 


539 

539 

538 
537 
537 


702 
086 
468 
852 
240 


536 
536 
535 
554 
534 


533 
532 
532 
53 1 
53i 


627 
oi5 
4o5 

79^ 

190 

5É3 

978 
376 
772 
172 


53o 
529 
529 
528 
528 


572 

974 
377 
78 
186 


527 
527 
526 
525 
525 


394 

001 

4io 
821 

232 


524 
594 

523 

522 
522 
521 
521 
520 

519 
519 


646 

060 

475 

OlO 

"728 

i5i 

570 

993 
417 


m. 

642 
637 

637 
637 
63 
635 


63c 
63o 
630 
626 
627 


625 
621 
624 
620 
620 

"676 
6i8 

:6l6 

612 
6i3 


612 
610 
60 

60' 
607 


6o5 

60 

604 

600 
600 


598 

^97 
596 

595 
592 


593 

591 

589 

58 

58 

586 

585 

583 

582 

582 


577 
58 1 
577 
576 
575 


.25o 

.25 
,252 

,253 
.254 
255 


.256 
.957 
.258 
,259 
,260 
,261 
.262 
,263 
,264 
,265 


Log.  ra. 


,266 
.267 
,268 
,269 

270 


271 
272 
273 
274 
275 


276 
277 
278 

279 
280 


2»1 
282 

283 
284 
285 


286 
287 
288 
289 
290 


291 
299 
293 

^94 
295 

296 

^'97 
298 

299 
3oo 


.957  321 

.957  222 
.967  124 
.957  027 
.956  93o 
.956  833 


o83  716 
56i  802 
559  3o5 
075  65o 
no  265 
662  578 


-  Diff.  h 


.956  737 
,955  642 
.956  547 
956  453 
956  359 


732  017 
3i8  01 1 

419  99° 
037  389 
169  640 


.956  265 
.955  172 
.956  080 
.955  988 
.955  897 


816  177 
976  4^7 
649  857 
835  876 
533  933 


955  8û6 
955  716 
955  626 
955  537 
955  448 


743  467 
463  921 
694  738 
435  56o 
685  234 


.955  36o 
.955  272 
.955  i85 
955  098 
.955  012 


443  807 
710  526 
484  837 
766  191 
554  040 


98  521 

98  002 

97  483 
96  965 

96  '447 
95  930 


9^4 

4^7 
655 
385 
687 
56i 


95  414 
94  898 
94  382 
93  867 
93  353 


006 
021 
601 

749 
463 


fil. 

519 

5i8 
5i8 
517 
517 
5i6 
5i5 
5i5 
5i4 
5i4 
5i3 


417 
842 

270 

698 

12b 
555 


92  839 

92  02b 

91  8i3 
91  3oi 
90  790 


90  279 
89  769 
89  259 
88  75o 
88  241 


740 

58o 

98 

94à 

4^6 

546 
i83 
378 
126 
427 


5i3 

5l2 
5l2 

5n 
5io 

5io 
509 
5o9 
5o'8 
5o8 


985 
420 
852 
286 
723 
160 

^99 
o38 

477 
920 

363 
8o5 

252 

699 
146 


,954  996 
.954  "841 
,954  756 
954  672 
954    589 


847  836 
Ç47  o3o 
951  077 
759  432 
071  553 


.954  5o5 
.954  4^3 
.954  341 
,954  259 
.954  i7'8 


886  897 
204  991 
025  086 
346  853 
169  G84 


954  097 
954  017 
953  937 
953  858 
953  779 


493  04 i 
3i6  588 
639  ^90 
4bo  gio 
781  029 


.953  701 
,953  623 
.953  546 
.953  470 
.953  393 


599  000 
9^4  299 
726  395 
o34  760 
838  868 


953  3i8 
953  242 
953  168 
953  094 

953  020 


i38  191 
932  204 
220  384 
002  206 
277  i5o 


87  733 
87  225 
86  718 
86  212 
85  706 


281 
689 
64G 
i5i 
204 


007 
5o7 

5o6 
5o5 
5o5 


592 

043 

495 

947 
398 


85  200 
84  695 
84  191 
83  6S7 
83  j84 


806 
953 
645 

879 
656 


5o4 
5o4 
5o3 
5o3 

5o2 


853 

3o8 
766 

923 

680 


82  681 
82  179 

8i  678 
81  177 
80  676 


80  176 

79  ^77 
79  178 
78  67g 
78  183 


97^ 
835 
233 
169 
_643 
653 
198 
275 
886 
029 


77  684 
77  187 
76  691 
76  195 

75  700 


701 

9'^4 
635 
892 

677 


5o2 
5oi 
5oi 

5oo 

499 

499 
498 
498 
497 
497 

49^ 
49^ 
49^ 
495 
494 


14. 

602 

064 
526 


HII. 

575 
575 
572 
572 
571 
570 

565 
568 
566 
563 
563 
56 1 
56i 
56 1 
557 
557 
558 
553 
553 
553 
554 

549 
548 

548 

H9 
54^ 

545 

542 
543' 

543, 
539! 

539 1 

538j 
538 
536 


990535, 


75  2o5 

74  711 
74  218 

73  725 

73  232 


987 
820 

178 

o56 
457 


494 
493 
493 
492 
49<^ 


455 
923 
389 

857 
328 

797 
269 

743 

2l5 

690 
167 
649 
122 

599 
081 


532j 
534! 
532| 
599' 

55'i| 

528| 

526; 
598- 
535! 
523, 

525j 

520. 

523: 

5i8i 
5'9 


«r 


iiOg.  Va. 


.3oo 
.3oi 
.3o2 
.3o3 
.3o4 
.5c5 
.3o6 

.307 

.3o8 
,3o9 
,010 

,3l2 

.3i3 
.3i4 
.3i5 
.3i6 
.317 
.3i8 
.319 
.320 

.3ai 

.322 

.3a3 
.324 
.325 


.953  020 
,962  047 
,962  874 
.952  802 
.962  j'ùo 
.962  669 


277  i5o 
044  693 
3o4  317 
o55  5o3 
297  732 
o3o  486 


962  588 
962  5i7 
962  448 
962  378 
962  3io 


a53  262 
965  5i3 
166  jbj 
856  470 

o34  i4' 


962  241 
962  173 
.962  io6 
,952  039 


,95 

,95 
•95 


.95 


.326 
.327 
.328 
.329 

.33o 

.331 
.332 
.333 
.334 
.355 
.336 
.337 
.338 
.339 
,340 
.341 
.342 
.343 

.344 

.345 


,95 
•35 


973 


699  "258 
85i-5i2 
489  795 
614  198 
224  à\b 


907 
841 

712 
648 


585 

522 
459 

335 


3i8  742 
897  874 
960  90 5 
^07  333 
_536:_655 
048  572 
041  986 
5i6  996 
472  905 
909  216 


274 
214 
i54 

094 
o35 


825  434 
221  o6q 
095  607 
448  577 
279  48 


95o  ^jQ 
95o  918 
95o  860 
95o  8o3 
.950  746 


587  826 
373  120 
634  879 
372  612 
585  83 


.960  690 
.950  ^'5^ 
,950  579 
.gSo  524 
9^0  469 


95o  4'5 
950  362 
950  3o9 
,(^0  256 
950  2c4 


274  o53 
^Z^  79c 
073  558 
i83  873, 
767  254 


DilF.  I. 


73  232 
72  740 
72  248 
71  757 
71  267 
70  777 


457 
376 
814 
771 
246 
234 


492 
491 

49' 

490 
489 


70  387 
69  798 
69  3io 
68  822 
68  334 


739  488 


756 
287 
329 
883 


&7  847 
£7  36 1 
%^  875 
^'o  390 
65  9o5 


517 

^37 
i83 
273 


488 
487 
487 
486 
486 
485 
485 
4H 
4H 


65  420 
64  936 
64  453 
63  970 
63  488 


63  006 
62  524 
62  044 
61  563 
61  û83 


868 

969 

572 

678 
283 
386 
990 

O' 

6«9 
782 


60  604 
60  125 
59  647 
59  169 
58  691 


372 
455 
o3o 
096 
6'56 


58  214 
57  758 
57  262 
56  786 
56  3n 


705 
241 
267 
781 
778 


823  221 
35 1  1290 
35o  981 
821  8i8 
763  323 


.346 
.347 
.348 

•^49:9 
.35o9 


950  i53 

.950  102 
,950  o5i 

.  qSo  001 

•949  9^1 


175  017 
o56  4^5 
407  073 
226  486 
5i4  15 


55  837 
55  363 
54  889 
54  4i"6 
53  944 


53  471 
53  000 
52  529 
52  o58 
5i  588 


263 

232 

685 
619 
o33 

93 
3o9 

i63 

495 


IL 


081 
562 
043 
525 
012 
495 


983 
469 

958 

44^ 
921 
429 

920 

4^4 
910 

4o5 


483 
483 
482 
48a 
481 


899 
^97 
894 
395 

897 


48 1 
480 
480 

479 

479 


396 

899 
402 

9'^7 

4io 


478 
478 

477 
477 
476 


917 
425 

934 
440 
951 


476 
475 
475 

475 

474 


464 

974 
486 
oo3 
5i5 


474 
473 
473 
472 
472 
471 
471 
47° 

470 


o3i 

547 
066 

586 

102 


III. 


5^9 
5i9 
5x8 
5i3 
517 
5 12 


5 14 
5ii 

5  12 

5  09 
5o8 


509 
5o6 
5o4 
5c5 
5o6 


5o2 

5o3 

499 
498 
5oi 


497 
497 
495 
497 
493 


492 
491 
494 
489 
487 


490 
488 
483 
488 
484 


484 
483 
480 
484 
480 


3o6  46^ 


5i  118 
5o  649 
5o  180 
49  712 
49  ^44 


592 
3'52 
587 
295 
477 


4^ 
468 

4^s 

467 
467 


622 

146 

668 
189 

tjA 

240 
765 
292 
8i8 

349 


47^ 
47^ 
479 
475 
474 
475 
473 
474 

4«9 
472 


35o 
,35 1 
352 
553 

354 
555 

356 
357 
358 

36  o 
367 
362 
365 
364 
565 
366 
367 
368 
369 
570 

371 
372 
373 
374 
375 


376 
377 
378 

379, 
38o  9 


Log.  ra. 


38i 
382 
383 
384 
385 
386 
,387 
388 
389 
.390 


^91 
392 
393 

394 
,395 


,396 

•397 
.398 

•399 
.4009 


949  9^1 
949  902 
949  853 
949  8o5 
949  7^7 
949  7Q9 


949  663 
949  616 
949  570 
949  525 
949  480 


5i4  191 
269  714 
49*2  586 
182  335 
338  491 
960  588 
048  i56 
600  727 
617  837 
099  020 
043  811 


949  435 
949  391 
949  347 
94,9  3o4 
949  261 


45 i  74G 
322  365 
655  206 
449  807 

705  709 


949  219 

949  '77 
949  i36 

949  095 
949054 


422  453 
599  58 1 
236  634 
333  i56 
888  692 


949  014 
948  975 
948  936 
948  897 
948  859 


902  788 

374  990 
3o4  ^44 

535  702 


948  821 
948  784 
948  747 
948  711 
948  675 


835  8o5 
591  757 
8o3  109 
4%  4^4 

590  223 


948  640 
948  6o5 
948  570 
948  536 
g48  5o2 


i65  092 
193  576 
675  228 
609  60  5 
996  265 


948  469 
948  437 
948  4o4 
948  373 
948  341 


948  3io 
948  280 
948  25o 
g48  220 

948  191 


834  766 
124  S6S 
865  525 
o56  904 
698  "563 

789  4H 
329  770 
318  845 
756  255 
641  55q 


DifF.  I. 


II. 


III. 


49  244 
48  777 
48  3io 
47  843 

47  377 
46   912 


477 
128 

25  1 

844 

9o3 
432 


4^7 
486 

466 

465 

465 

465 


46  447 
45  982 
45  5i8 
45  o55 
44  592 


429 
890 
817 
209 

o65 


4S4 
4H 
463 
463 
462 


44  129 

43  ^Ç>7 

43  305 

42  744 
40,   283 


38 1 
.59 

399 
098 
256 


41  822 
41  362 
4°  9^3 

40  444 
39  985 


39  527 
39  070 
38  612 
38  i56 
37699 


872 

947 
478 
4^4 
904 

798 
146 

94^ 
196 

897 


37  244 

36  788 
36  333 
35  879 
35  425 


048 
648 
695 

19  i 
i3i 


948  162 
948  134 
948  106 
948  079 
948  052 


974  33 1 
754  134 
980  536 
653  io5 
771  411 


34  97^ 
34  5i8 

34  o65 

33  6i3 

33  161 


5i6 
348 
623 
340 
499 


32  710 
32  259 
3i  808 
3i  358 

3o  908 

3o  4^9 
3o  010 
29  562 

29  114 
28  Ç>^7 


100 

141 
621 
541 

899 


^4 
925 
592 
694 
228 


28  220 
27  773 
27  327 
26  881 
26  436 


598 
43 1 

6q4 


46a 
461 
461 
460 
460 

^^9 

4^9 

459 

458 

458 

457' 

457 

456 

456 

455 

455' 

454 

454 

454 

455 

453 
452 
452 
45 1 
45i 

45o 

45a 
45b 

449 
43 

448 
448 
447 
447 
4^ 

44^ 
44^ 
44^ 
44^ 


349 
877 
407 
94» 

47^ 
co3 

539 

07*3 
608 

144 
684 

a22 
760 
3oi 
842 


47"^', 
470 

4Ç>^ 
470 
468 

4H 

466. 

465' 
4H 
460 
462 

462 

459 

45c 

45? 

384459 


388  444 


995 

4^ 
oi4 

56o 
ic6 

"652 

200 

75o 
299 

4co 

953 
5o4 
060 
6]5 
■168 
725 
283 
841 

399 

959 
520 
080 
642 
20  5 

iS 
333 

898 

4<o^ 

o3i 

"^99 
167 
707 
3o6 
878 


456 
455 
454 
4H 
454 
452 
45o 
45 1 
450 
449 
447 
449 
444 
44^ 
44Z 
443 
44'^ 
44^ 
44^ 
440 

439 
440 
438 
437 
436 
436 
435 
432 
435 
432 

432 

45o 
431 
4p,8 
429 


12 


§0 


Log.  Ta 


■4co'9. 
.401,9. 
.4029. 

.40319, 

.404:9. 

•4o5|9. 

40619. 

•4c7l9- 

.408 

.409 

.410 

:47T 

.412 

.4i3 

.414 
.415 

.416 
.417 
.418 

.420 

.421 
.422 

.423 

.4'^4 
.425 


948  062 
94.8  026 
948  000 
947  974 

947  949 
9j7_925_ 

.947  900 
947  877 

947  853 
947  83o 
947  808 

947  786 
947  7^4 
947  74^ 
947  722 
947  702 


771  4m 

335  020 
343  5i3 
79^  452 
G93  4^4 

o33  971 


817  696 
044  164 
712  gSi 
823  634 
375  7^9 
368  993 
802  827 
676  870 
990  700 
74^   899 


,947  682 
.^4'/  G63 

947  H4 
.947  626 
■947  6c8 


936  o5o 
566  735 
635  536 
142  037 
o85  823 


947  590 
947  573 
.947  556 

'947  540 
947  524 


DilT.  I. 

26  436  388 
25  991  5io 
25  547  061 
25  io3  o38 
24  659  44^ 
24  216  275 


23  773 
23  33 1 
22  889 
22  44j 

22  006 


IL 


444  878 
444  449 
444  023 
443  595 
443  168 
44.2  743 


532 

2l3 

3i7 
845 
796 


566 

125 

686 
20  246 
9  807 


21 
21 

20 


4^Q  480 
283  594 
536  751 
225  541 
349  55o 


.426 
.427 
.428 
.429 
,430 


•947  5o8 
•947  493 
■.947  479 
■947  4b'5 
•947  45 1 


908  368 
901  5-06 
328  795 
189  58 1 
483  542 


.431 
.432 
.433 

,434 
.435 


947  438 
,947  425 
,947  412 

■947  400 
■947  389 


210  27c 
369  358 
960  399 
982  980 
436  724 


.436|9, 

■  43719 
.4389 

.439'9 

'4^ 

■44i 

■  44^^ 
.443 

■  444 
.440 

■44e 
■447 
.44^ 
-449 
.400 


947  378 
947  367 
947  357 
947  347 
947  338 


321  201 
636  016 
38o  767 
555  c55 
i58  474 


947  329 
947  320 
947  3l2 
947  3c4 

947  297 


190  63c 
65 1  122 


9  369 
8  931 
8  493 
8  c56 
7  619 


166 

9^7 
170 
801 

849 
3i5 

199 
499 
214 
343 


442  Oiç) 
441  896 
441  472 
441  049 

44o  63o 
440  209 

439  787 
439  369 
438  q52 
438  534 


7  182 
6  746 
6  3ii 
5  875 
5  441 


886 
843 
210 

99' 
182 


5  006 

4  572 

4  i39 

3  706 
3  273 


45s   116 

437  700 
437  285 
436  871 
436  457 


78 

793 
212 
039 
272 


2.840 
2  4°8 

i  977 
1  546 
1  1 15 


G  685 
o  255 
9  825 
9  396 
8  967 


53c 
85E 


55c 
5i6 


598  625 


947  290 
947  284 
.947  278 
947  272 
947  267 


768  479 
064  684 
386  843 
834  5S4 
707  459 


539 
11 1 
684 
256 
83o 


9»^ 

9^9 
41C 
265 
525 
785 

24f) 

714 

^79 
M4 
5o8 
572 
o34 
891 
146 


436  043 
435  633 
435  219 
434  809 

434  4*^0 
453  989 
433  581 
433  173 
432  767 

402  36o 

43i  953 

43 i  549 
431   14b 

4co  742 
43o  338 


T4c3 

5  977 
5  552 
5  J27 
4  702 


795 
84  > 

V9 


Log.  ra.    "      -*  Diff.  I 


9-947 
947 
9-947 
9-947 
9-947 
9:947 
9.947 
9-947 
9-947 
9^947 
9-947 


267  707 
263  oo5 
258  727 
254  873 
25 1  44"^ 
^8_435 

245  85 i 
243  689 
241  949 
240  63 1 
239  734 


fil. 


452 

1.4 
i58 
192 

826 
67  c 
■334 
43o 
570 
365 
43o 


9-947 
9-947 
9-947 
9-947 
9-9^7 


9-9.47 
947 
947 
947 
947 


429  936 
4ms  535 
429  i35 
428  735 
428  536 
427  936 
427  538 
427  143 
426  745 
4"^^  35] 


425  954 
425  562 
,^4^S  167 
1121424  774 
338'424  382 


239  258 

239  202 

239  567 

240  35 1 

241  555 


378^ 
824 
383 
672 

3o7 


243  177 
245  219 
247  Sj'^ 
25o  555 
253  85o 


9 -.947 
9-947 
9 -.947 
9-947 
9-947 


267  562 
261  690 
266  235 
271  195 
276  571 


900 
084 

4^4 
664 

3C2 

000 
38o 
064 
674 
832 


4  702 
4  277 

3  853 
3  43o 
3  007 
2  584 


7^9 
3i8 

896 

47e 


338 
956 
966 
366 
i56 
356 

904 
860 
2c5 
935 


434  382 
423  990 
423  6i 
423  210 
422  82c 
492  432 


422 


044 

421  655 

421  270 

420  883 

0524:20  498 


wm.4'364 
784 

2o5 

62a 


55__55442o  ii3 


9 -.947 
9-947 
947 
947 
9-947 


1.491 

1.492 

493 


1.495 


1.496 

1.497 

1.498 

499 


282  363 
288  569 
295  189 
3o2  224 
3o9  672 


164 
'-^94 
847 
449 
726 


9-947 
9-947 
9-947 
9-947 
■947 


317  534 
325  808 
334  495 
343  595 
353  106 


3o6 
818 
888 
146 
22  p 


9 -.947 
9-947 
9-947 
■48919-947 
9-947 


363  028 
373  362 
384  106 
395  261 
406  825 


74e 
35c 
66G 
324 
958 


418  8co 
43i  i83 
443  976 

^-494i9-947  4^7   176 
■  470  785 


947 

947 

9-947 


■947 


9-947 
9-947 
9-947 
9-947 


i.5ooj9. 947 


484  802 
499  227 
5i4  od8 
529  296 
544  940 


202 
69  c 
057 
938 

9^9 
"787 
029 
334 
338 
683 


559 
289 
63'5 

598 


2  041 
2^459 

2  877 

3  294 
3  71 1 


^79 
38o 
200 
638 
698 


4  128 
4  ^44 

4  9^^^ 

5  376 
5  791 


m. 


392 
090 
390 
390 

388 
388 


419  73c 
419  346 
410  963 
418  58i 


418  201 
4.17  820 
417  438 
417  060 
416  682 


6  206 

6  620 

7  o34 
7  448 
7  861 


38o 
684 
610 
i58 
332 

]3o 
553 
602 

^77 
58c 


4i6  3o4 
41 5  926 
41 5  548 
4i5  174 
414  798 


274 
SS7 

°99 
5ii 
922 


5l2 

07c 
258 
076 
524 


o  333 

0  y44 

1  i54 
1  564 
1  974 


2  383 

2  792 

3  200 

3  609 

4  016 


604 
3i6 
658 
634 
244 
488 
367 
881 
o3i 
8i8 


4 

4 

5 
5 
6 


4^4 
83 1 

238 

^44 

c5o 


242 
3o5 
004 
345 
324 


414  423 
414  049 
4i3  675 
41 3  3o3 
4» 2  932 


412 
412 
411 
4.1 
411 


558 
188 
818 
448 

080 


410  712 
410  342 
409  976 
409  610 

409  244 


408  879 
408  5i4 
408  i5o 
407  787 
407  494 


407  o63 
4o6  699 
4o^  341 
4o5  S79 
4o5  620 
rfc 


389 
385 
387 
385 
585 
383 
384 
383 
382 
38o 


38 1 

382 
378 
378 

378 
378 

374 
376 
375 

374 

374 
372 

371 
374 


370 
570 
370 
3.68 
368 


370 
366 
366 
366 

OOD 


355 
364 
363 
363 
36] 


364 
358 
362 
359 
359 


^ 


Log.  Xa. 


«f-Diff.  I. 


,5oo 
,5oi 

i5o2 

,5o3 
.5o4 
,  5o5 


.5o6 
.607 
.5o8 
.509 
.5ic 

rsTT 

.5l2 

.5i3 
,5i4 
.5i5 

.5.6 
.5î7 

.5r 

.  5iq 

.5  20 
.621 

.522 

.523 

.524 

■  525 

.526 

.527 

.528 

.52q 

^3o 

.53 

.532 

.533 

.534 

.535 


.536 
,537 
.538 

,53q 

,54"o 


.541 
.542 
.543 
.544 
.545 

.546 
.547 
.548 
,549 

,55o 


^^1  ^44 
947  5 60 
947  577 
947  594 
947  611 
947629 


940  683 
991  0C7 
446  95 
3o8  'i56 
574  aS3 
244  915 


947  Hl 
947  665 

'^47  684 
94/  703 
947_723 

.947  74^' 
947  7^4 
947  785 
^47  806 
947  8 28 


319  754 
7.98  4M 
680  569 
965  833 
653  862 


744  3oi 
236  797 
i3o  997 
426  549 
123  099 


947  85o 
947  872 
947  895 
.947  918 
947  942 


220  298 
717  795 
61 5  240 
912  283 
608  575 


947  966 

947  99^ 

948  oi6 
948  041 
948  067 


7o3  768 
197  5i5 
0*89  468 
379  280 
066  606 


948  093 
948  119 
948  146 
948  173 
948  201 


1 5 1  1 00 
632  418 
5io  216 
784  i5o 
453  875 


948  229 
948  257 
948  286 
948  3i6 
948  345 


948  375 
948  406 
948  4^7 
948  468 
948  499 


519  o5o 

.979  334 
834  385 
o83  861 
727422 

764  729 
195  443 

019  225 

235  737 
844  649, 


948  53 1 
948  564 
948  597 
948  63o 
948  663 


845  6o3 
238  284 
022  348 
197  461 
763  287 


948  697 
948  732 
948  766 
948  801 
948  837 


7'9  492 
o65  7^^ 
801  708 
927  o53 
441  447 


o5o 
455 
861 
266 
670 
8  074 


•l'II.   -III 


324  4o5 
94440S 

2c5  4o4 
1 071404 


652 
839 


8  478 

8  882 

9  285 
9  688 

20  090 


670 
145 
264  402 


404 
4o3_ 

4o3 
4o3 


20  492 

20  894 

21  295 

21  696 

22  097 


029 
439 

496 
200 
552 
55o 
199 


22  497 

22  897 

23  297 
a3  696 

24  095 


497 
445 
043 
292 
193 


24  49^ 

24  891 

a5  289 

25  687 

26  084 


26  481 

26  877 

27  273 

27  669 

28  o6b 


747 
953 
812 
326 

494 

3i8 
798 

9M 

725 
170 


28  460 

28  855 

29  249 

29  643 

30  037 


284 
o5 
476 
56 1 

307 


3o  43o 
3o  823 
3i  216 
3i  608 

39  000 


620 
261 
902 
545 
187 
83 1 


402 
402 
401 
401 
400 
400 
400 


47^ 
119 
765 
410 

o57 

7Ô4 
352 

998 

H9 

298 


399 

^99 

39.9 
39§ 

398 


948 
598 

^9 

901 

■554 


398 
397 
l97 
^97 
396 

396" 
396 
395 
395 
395 


394 
394 
394 
393 
393 


7i4|393 


782 

5l2 

9o5 


961  391 


32  392 

32  ■784 

33  175 
33  565 
33  956 


681 
064 
u3 
826 

205 


34  346 

34  735 

35  125 
35  5 14 
35  903 


a52 
<)Q4 
345 

^94 
Il  1 


392 

392 
392 


391 
391 
390 
3qo 
390 


206 

859 
5i4 
168 
824 

480 
i36 

79» 

45c 
109 

~7^ 

4ib 

o85 

74^ 

_4o7 

c68 
73o 
093 
o56 
720 
"381 

049 
713 

379 
047 


389 

%^ 
ioq 

388 

388 


712 
081 

^^49 

717 

386 


35  q 
35g 

357 
358 
356 
_556 
356 
354 
355 
353 
353 


35 
354 

349 
35 1 
35o 


35c 

34 

34 

347 

548 

347 
345 
346 
344 
344 


344 
34! 
34 
341 

^Q 
342 
340 
339 
339 

_339 

338 
337 
337 
336 
337 
33/ 
336 
334 
332 
335 


33 1 
332 
332 
33 1 
33i 


55o 
55 1 
552 
553 
554 
555 
556 
557 
558 
559 
56o 


56i 

563 
563 
564 
565 


566 
567 
568 
569 
570 


57 
572 

573 

574 

575 

5^ 

577 

578 

"^79 
58o 


948 
948 
948 
948 
948 
949 


Log.  Ta. 

837  441 
873  344 
909  636 
946  3i5 
980  382 
020  837 


949 
949 
949 
949 
949 


949 
949 
949 
949 
949 


949 
949 
949 
949 
949 


c58  679 
096  907 
i35  522 
174  523 
2i3  910 
"253~682 
293  839 
334  38 1 
370  3o8 
416  619 

45T373' 
5oo  391 
542  8'52 
585  696 
628  923 


447 

558 

o55 
607 
887 
565 

307 

79"^ 
687 

^^ 
410 

583 
864 
926 

'44^ 
101 


949 
949 
949 
949 
949 


672  53 i 

716  522 

760  894 
8o5  ^47 
85o  782 


949 
949 

949 
950 

95o 


896  297 
942  192 
988  À^-j 
o35  122 
082  i56 


950 
950 
950 
9D0 


129  569 
177  36 1 
225  53i 

274  079 
323  006 


900 
95o 
950 
950 
950 


372  3o9 
421  990 
472  047 

522  481 

573  2qa 


565 
5i7 
634 
595 

078 

76 
325 
45 1 
8.9 
_i09 

G  04 
187 

34c 
146 

289 

454 

324 
586 
926 
o3c 
583 
274 

79'-^ 
824 

o58 


900 
95o 

95o 
950 
950 


624  478 
^■jÇ^  039 
727  976 
780  288 
833  975 


950 
950 
950 
951 
951 


886  o36 

9^9   471 
993  280 

047  4^2 

102  017 


184 
893 

874 
817 

4i5 

36^ 
343 
o56 

1.94 

45o 


Diff.  ï. 


35 
36 
36 

37 

37 
38" 

38 

39 
^9 

39 


900  1 
291  497 
679  552 
067  380 
454  676 
84t_^4 
228  483 
614  807 
000  982 
386  741 
772  173 


40 

40 
40 

4» 

-4L 

42 

42 
4^' 
43 

43 


157  2 
542  062 

926  520 

5io  655 
694  4^4 


077  952 
461  117 
843  ^^ 
226  483 
608  683 


43 
44 
44 
45 
45 


990  564 
372  126 
753  368 
i34  290 
5 14  895 


45 
4^ 
46 
47 
47 


895  i83 
275  i53 
654  806 
o34  143 
41 3  i65 


47 
48 

48 

48 

49 

T9 

5o 
5o 
5o 
5i 


791  870 
170  262 
548  340 
926  104 
3o3  553 


680  691 
057  5\8 
434  o32 

810  234 
186  126 


5i 
5i 

52 
52 

53 


56 1  709 
936  981 
3ii  043 
686  598 
060  045 


53 

53 

54 

54  555  256 

54  928  068 


434  983 
808  713 
182  i38 


II. 


388 
388 
387 

387 
387 
386 


386 
386 
385 
385 
585 


386 
o55 
728 
396 
068 

7% 

4x4 

o85 

7'^9 
432 

108 


584 
384 
384 
383 

583 


781 
458 
i35 
809 
488 


III. 

33 1 
327 
332 
328 
329 

320 

339 

326 

327 
324 

327 

323 
323 
326 

321 

323 


383 
382 
382 
382 
38 1 


i65 
844 

522 
2C0 
881 


38 1 
38 1 

38o 
38o 
38o 


562 
2.42 
922 
6o5 
288 


379 
379 
379 
37,9 
378 

378 
378 
377 

377 
^77 
376 
376 
376 
375 
375 
375 
374 

-^74 
374 

074 


970 
653 

337 
022 
7c5 


OÇ)Ci 

C78 
7^4 

449 
i38 


5i4 
20? 
892 
583 
272 
962 
655 

347 
o38 


373 
373 
373 
372 
372 


73o 
425 
118 
812 

5o7 


321 
322 
322 

3i9 
3i9 

320 

320 

3i7 
3.7 

11! 

3i7 
3i6 
3i5 
317 
3i3 
"3i'4 
3i4 
3i5 
3i  1 
01 1 

3l2 

3io 
3c9 
3i  1 

3ic 

3c7 
3o8 
Scq 

3c8 

3c  5 

507 

3c6 
3c5 
5o5 


( 

&2 

.  a 

-  Log.  Ta, 

DifF.  1. 

II. 

III. 

a 

tLog.  Va. 

Diff.  I. 

II. 

m. 

1 .  600  _i 

1 .601  c 

1 . 602  i 
1 ,6o3 c 

1 . 604  c 

1 .605  c 

l.gSi  102  017  45o 
).95i  i56  945  5i8 
1.951  212  246  093 
1.951  267  918  870 
).95i  323  963  546 
1.951  38o  379  816 

54  928  068 

•  55  3oo  575 

55  672  jyj 

56  044  ^70 
56  4' 6  270 
56  787  56o 

372  507 
372  202 
371  899 
371  594 
371  290 
370  987 

3o5 
3o3 

3o5 
3o4 
3o3  I 

3o2  1 

.65o 
.65i 
.652 
.653 
.654 
.655 

73  189  i58 
73  546  991 

73  904  541 

74  261  809 
74  618  798 
74  975  5o5 

357  833 
357  55o 
357  268 
356  989 
356  707 
356  4^ 
355  i47 
355  869 
355  587 
355  3o8 
355  o3i 

283 
282 

279 
282 

283  1 

277 

278 
282 

279 
277 

279 

9 
9 
9 
9 
9 
9 

954  298  875  428 
954  372  064  586 

954  44^   Sï  >■  ^77 
954  5j9  5i6  118 
954  593  777  927 
954  668  396  725 

1 .  606  c 
1 . 607  c 

1.608  c 

1 . 609  c 

1 .610  c 

1.951  4^7  ^^7   37b 
1.951  494  ^^^   9^3 
.g5i  55i  855  i55 

>-9^'  cS  ^H  ir 

j.gSi  bb»  054  4^7 

57  i58  547 

57  529  232 

57  899  61 5 

58  269  697 
58  639  478 

570  685 
370  383 
570  082 
3b'9  781 
369  481 

002  I 

3oi  1 
3oi  1 

3ûc 

3o2  1 

.656 
.657 
.658 
.659 
.660 

9 

9 

9- 

9 

9- 

954  74'^   372  23o 
954  818  704  159 
954  894  392  235 

954  970  4^6  180 

955  046  835  712 

75  33i  929 

75  688  076 

76  043  945 
76  399  532 
76  754  840 

1.611  c 

1 . 612  c 
i.6i3,c 
i.6i4s 
1 .6i5  (] 

f.gSi  726  663  945 
.gSi  785  672  904 
.951  845  o5i  042 
.931  904  798  o6c 
.951  9S4  913  660 

59  008  959 
59  378  i3"8 

59  747  018 

60  ii5  600 
60  483  88 1 

369  179 
368  880 
368  582 
368  281 
367  985 

299 
298 

3oi 
296  1 
298 

.661 
.662 
.663 
.884 
.665 

9 

9 

9 

9- 

9 

955  123  590  552 
955  200  700  423 
955  278  i65  046 
955  355  984  045 
955  434  \57  443 

77  109  871 
77  4^4  ^23 

77  813  099 

78  17Ù  298 
78  527  219 

354  752 
354  478 
354  199 
353  921 
353  645 

276 
277 
278 
275 
276 
277 

275 
274 
274 

1.616c 
1.617;^ 

l.6i8r 

1.619s 

1  .020  c 

1 .621  c 

1 .622  c 
1 . 625  c 

1.624  c 

1.625  c 

1 .  626  c^ 
1 .627  c 
1.628q 
1.6293 
1 .boo  ç 

.952  025  397  541 
.952  086  249  4^7 

.952  147  4^°  9^° 
.952  209  o55  903 
.952  271  ooq  938 

60  85 1  866 

61  219  553 

61  586  943 
61  954  o35 
63  520  83o 

367  687 
367  390 
357  092 
366  795 
366  5oi 

297  1 

298  1 

397  ' 
294  1 

296  1 

.868 
.88'7 
.668 
.88ç) 

.670 

9 
9 
9 
9 

9 

955  5i2  684  662 

955  591  565  527 
955  670  799  78a 
955  75o  387  090 
955  83o  527  238 

78  880  865 

79  234  235 
79  587  328 

79  940   148 

80  292  693 

353  370 
363  093 
352  820 
352  545 
352  271 

.952  333  33o  768 
.952  396  018  099 
.952  459  C71  635 

.953  522  491  081 

.952  586  276  143 

62  687  33 1 

63  o53  536 
63  419  4i^ 
63  785  062 
84   i5o  382 

366  ao5 
365  9 10 
365  616 
365  320 
365  027 

295  1 
294 
296 
293. 

291  1 

294 

293  ! 

292  r 
29c  1 
291  1 
291  1 

290  1 
289  1 

291  1 

286  1 
291  1 

287  1 
285 
288 
287 

.671 
.672 
.673 
.674 
.675 

.87S 
.677 
.678 

•^79 
.680 

.681 
.682 
.683 
.684 
.685 

9 
9 

9 
9 
9 

955  910  619  gSi 

955  991  264  895 

956  072  261  856 
956  i53  610  541 
956  235  3io  677 

80  844  964 

80  996  961 

81  348  685 

81  700  i36 

82  65 i  5i4 

35 1  997 
ô5i  724 
35i  45i 
35i  178 
35o  907 

273 
273 
273 
271 
273 
270 
273 
269 
269 
269 

.952  65o  426  525 
.952  714  941  9^4 
.952  779  822  079 
.952  845  066  6S6 
.952  910  675  4o2 

64  5i5  409 

64  880  145 

65  544   587 
65  608  736 
65  972  593 

364  7^^ 
564  44^ 
584   149 
363  857 
363  567 

9 
9 
9 
9 
9 

956  317  36i  991 
956  399  764  212 
956  482  517  067 
956  565  620  286 
956  649  073  596 

82  402  221 

82  752  855 

83  io3  219 
83  453  3io 
83  8o3  i32 

35o  634 
35o  364 
35o  091 
349  822 
349  553 

i.63i  c 

1 . 632  c 

1.633  c 

1.634  c 

1 .635  "c 

1 . 656  c 
1.637  c 
1  .-638  c 

1.639  c 

1 . 640  c 

.952  976  647   995 
1.953  042  984  i55 

.953  109  683  591 
,.953  176  746  012 

.953  244  171  128 

65  336  160 

66  699  436 

67  C362  4^1 
67  42,5  1 16 

67  787  522 

363  276 
362  985 
362  695 
362  406 
362  ii5 

9 
9 
9 
9 

956  732  876  728 
956  817  029  4i3 
956  901  53i  382 

956  986  382  364 

957  071  582  090 

84  i5i2  685 
84  5oi  969 

84  85o  982 

85  199  726 
85  548  201 

349  284 
349  oi3 
348  744 
348  475 
348  207 

271 

269, 
268 

a66 
268 
267 
265i 
2b8j 

266 

265 
264 
^88 
261 
265 

265 
263 
260 
264 
261 

).953  3ii  958  65o 
1.953  38o  108  287 
1.953  44^  6^9  755 
).953  517  492  757 
).953  586  727  012 

68  149  637 
68  Si\  486 

68  873  004 

69  234  255 
69  595  221 

36i  829 
36 1  538 
36i  25i 
36o  966 
36o  678 

.686 
.687 
.688 
.689 
.69c 

.691 
.692 
1.693 
.694 
.695 

•  6*96 

•697 
.698 

•^99 

.700 

9 
9 
9 
9 
9 

957  157  i3o  291 
957  240  026  699 
967  329  271  048 
957  41 5  863  070 
957  5o2  802  498 

85  896  408 

86  244  349 
86  592  022 

86  939  428 

87  286  569 

347  941 
347  673 
347  406 

347  141 
346  873 

1.641  c 
i .  84.'^.  c 
1.643  c 

1.644c 

1.645 c 

).953  656  322  233 

1.953  726  278  l32 

1.953  796  594  422 
1.953  867  270  817 
1.953  938  307  o3i 

^■9  9^5  899 
70  3i6  290 

70  676  395 

71  o36  2i4 
71  395  748 

71  754  998 

72  ii3  963 
72  472  645 

72  83 1  043 

73  189  i58 

360  39 I 
35o  )o5 
359  81 q 
359  534 

359  25o 

286 
286 
285 
284 
285 
283 
284 
283 
282 
283 

9 

9 

9 

9 

9_ 

9 

9 

9 

9 

9 

g 57  590  089  067 
.957  677  722  5oq 
.957  765  702  558 
.957  854  028  gSo 

957  942  701  420 

87  633  442 

87  980  049 

88  326  392 

88  67a  47<^ 

89  018  282 

346  607 
346  342 
346  078 
345  8l2 
345  55 1 

1.646  c 

1.647  c 

1.648  c 

1 . 649  c 

1 . 650  c 

)-9^4  009   702  779 
).954  081  4^7  777 
1.954  i53  571  740 
).954  226  044  385 
).954  298  875  428 

358  965 
358  682 
358  398 
358  ri5 
357  833 

958  o3i  719  702 
958  121  o83  535 
958  210  792  654 
958  3oo  846  794 
958  091  245  692 

89  363  833 

89  709  119 

90  o54  140 
90  398  898 
90  743  396 

345  286 
345  021 
344  758 
344  498 
344  234 

*^ 


Log.Ta. 


.700 
.701 
,701? 
.703 
,704 
.706 
.706 
,707 
,708 

.71c 

.7122 
.713 
.714 
.716 
.716 
.717 
.718 

•71.9 
.720 


■958  3qi 
968  481 
.958  573 
968  QQ^ 
,968  756 
•958  848 


245  69 Q 
.989  088 

076  718 

5o8  3a I 
283  636 
403  4°' 


,968  940 
,959  o33 
.969  126 
.969  220 
9^9  5i4 


864  356 

816  793 

3o6  757 
i38  872 


959  4c8 
969  503 
•9%  597 
,969  692 
.959  788 


3i2  879 

828  521 

685  537 
883  671 
422  669 


959  884 

959  980 

960  077 
960  173 
960  271 


3o2  271 

522  220 
083  26] 

982  i38 

221  596 


.73, 
.732 
,733 
.734 
■  755 
,736 
,737 
,738 

.740 
747 
.742 
.743 
■7^4 
■74^ 
.746 

'7^7 
.748 

•74q 
.750 


,960  368 
,960  /^QQ 
.960  564 
.960  663 
■960  763 

.960  861 
.960  961 
■^^i  o6i 
.961  i6i 
.961  262 


800  38o 
718  334 
974  906 
570  140 
5o3  685 


775  287 
384  69 
33 I  647 
6i5  903 
237  206 


,961  363 
.961  ^Q/[ 
.961  MQ 
.96111^8 
■961  770 


961  873 

961  976 
96a  079 

962  182 
962  286 


195  3o5 

489  949 
120  888 
087  879, 
390  65o 


.962  391 
,962  495 
.962  600 
.962  706 
.969  8i 1 


028  9.74 
C02  "594 

3ll  2bO 

954  725 
932  74 


245  061 
891  437 
871  69c 
i85  366 
832  43o 


DifF.  L 


90  743 

91  087 

91  4^1 

91  775 

Q2  1  18 


92  461 


92  804 

93  Ul 

93  489 

93  832 

94  ^7 4 


94  5i5 

94  857 

95  198 
95  538 
95  879 


396 
63c 
Co3 
3i5 
765 
955 
¥84 
553: 
964: 
1 15 
007 

016 
i34 

998 
602 


95  219 

96  56o 
96  899 
37  239 
S7   578 


97  3^7 

98  256 

98  595 
9,8  933 

99  271 


969.  917 
963  094 
963  i3o 
963  237 
963  345 


812  569 
125  5i6 
771  049 
748  917 
o58  874 


99  ^"09 
99  94^' 
00  384 
00  621 
00  958 


949 
04 1 

877 
458 

784 
854 
672 
234 
545 
602 

"4^ 
956 
256 
3o3 
099 


01  294 
01  600 

01  c^QQ 

02  3o2 
02  638 


9% 
984 
778 
324 


02  973 

03  3o8 
o3  643 

03  978 

04  3l2 


620 

465 
016 
320 


04  646 

04  980 

05  3i3 
o5  Q/^j 
o5  980 


376 
i83 

7^^ 
064 

l32 


06  3l2 

06  645 

06  977 

07  3o9 
07  641 


II. 


344 
343 
343 
343 
343 
342 


234 

973 
712 
45o 
190 
929 


342 
342 
542 
541 
341 


669 
411 
i5i 
892 
635 


341 
341 
340 
540 
540 
340 
339 
339 
339 
339 
338 
338 
338 
338 
337 


374 
118 
864 
604 
347 


092 
836 
58 1 
326 

070 

878 
562 
3ii 
057 
802 


337 
337 
337 
336 
336 


552 

3co 
047 

79^' 
545 


336 
336 
335 
335 
335 

335 
334 
334 
334 
334 


295 
045 

734 
546 
296 

Z99 
5b 

3o4 


m. 


261 
96c 
262 

26c 
261 
260 


258 
26c 
259 
257 
261 


256 
254 
260 
267 
255 


256 
255 
255 
956 

252 

"256 
25 1 
254 
255 

25g 

202 
253 
25  1 
25  1 

25o 


56  249 


954 
533 
868 

957 
8o3 


333 
333 
333 
333 
332^ 

332 
339 
339 
33 1 
33 1 


807 
563 
3i8 
068 
829 

579 
335 
o8q 
846 
602 


25o 

25 

248 

25o 

25o 

247 
248 
247 
248 


244 
245 

25o 

246 
243 


2 

246 
243 

245 


750 
75 1 
759 

753 
754 
755 

756 
757 

758 

7^3 
jbo 

761 
762 
763 
764 
765 

'^e 
767 
768 

769 

77c 


771 
772 
773 

774 
775 

776 

777 

7789 

7799 


780 

781 
782 
783 

784 
785 


7H6 
787 
788 
789 
790 


791 
79^ 
793 

79j 
795 


796 
797 
798 

799 

800 


963 
9  63 
963 
963 
963 
963 


Log.-  Ta. 

345  o58  874 
452  700  677 
56o  6j4  082 
668  978  844 
777  614  721 
886  58 1  470 


963 
9^4 
9^4 
964 
964 


995  878  848 
io5  5o6  614 
2i5  4^4  525 
325  752  340 
436  369  818 


964 
964 
9^4 
9^4 
9^ 


h4j  3i6  719 
658  592  802 
770  197  826 
882  i3i  552 
994  393  y4 


965 
965 
965 
965 

965 


106  984  i53 
219  902  55o 
333  148  694 
44^  723  346 
5 60  693  269 


965 
965 
965 
966 
966 


6^4  85 i  225 
789  4o5  977 
904  287  288 
019  494  923 
i3"5  028  645 


966 
966 
966 
966 
966 


95o  888  218 
367  073  408 
483  583  078 
600  419  094 
717  58o  3a2 


966 
966 
9^7 
9^7 
967 


835  o65  628 
962  875  377 
071  009  337 
189  4^7  275 
308248  957 


967 
9^7 
967 
967 
967 


497  354  i5i 
546  782  626 
666  534  148 
786  608  487 
907  oo5  4' 2 


968 
968 
968 
968 
968 


027  794  %2 

148  j6G  096 
270  129  394 
391  814  356 
5i3  820  752 


968 
9Ç8 
968 

9^9 
9^9 


636  148  354 
758  796  939 
88 I  766  258 
oo5  o56  104 
198  66S   241 


Diff.  I. 


II. 


07  641 

07  973 

08  3o4 
08  635 

08  966 

?9J97_ 

09  627 

09  9^7 
287 
617 
94^ 


8o3 
4o5 
762 
877 

749 
378 

766 

fei5 
478 
901 


1  276 
1  6o5 

1  933 

2  262 
2  590 


918- 
246 
573 
900 
227 


o83 
024 
726 
189 
412 

^ 
144 
652 
993 
956 


33i 

33 1 
33 1 
33o 
33o 
33o 

33o 

329 

329 

329 

029 

328" 

328 

328 

328 

327 

327 

327 

327 

327 

326 


4  554 

4  881 

5  207 
5  533 
5  859 


6  i85 
6  5io 

6  835 

7  160 

7  485 


759 
3ii 
635 
729 
573 

190 

57c 
716 
628 
3o6 


396 
326 
326 
325 
325 
325 
325 
324 
324 
324 


602 
357 
ii5 
872 
629 
388 
145 

904 
663 
423 
189 

94^ 

702 

463 

223 
985 

'747 

5o8 
271 
o33 

796 
559 
3^4 
087 
85 1 
617 

■38^ 
146 
912 
678 
44^ 


7  809 

8  i33 
8  457 

8  781 

9  ^°5 


749 
960 
038 
682 
^94 


324 
323 
323 
323 

323 


21  1 
978 

744 

5l2 

281 


9  428 

9  7^1 

20  074 

20  396 

20  719 


475 

522 
339 
925 
980 


323 

322 
392 
329 
399 


21  041 

21  363 

21  6S4 

22  005 
22  327 


22  648 

22  969 

93  289 

23  610 
23  93o 


404 

9' 

396 

602 
5^ 
336 
846 
137 
201 


521 
321 
321 
321 
320 

320 
32  o 
320 
390 

3i9 


047 
817 

586 
355 
184 
8q4 

gU 

4M 
206 

976 
748 
520 
991 
064 
836 


m. 


245 
242 
245 
243 
0,4^ 
243 

241 
241 
240 
241 
241 
^ 
239 
240 

238 
238 
239 

23^ 
25? 

237 

237 

235 
207 
236 
234 
237 

"^4 
234 
234 
235 
232 

133 
234 

232 

23l 

234 

23o 
23l 
23l 
201 

23o 

20Ç 

23o 

22P 
23c 

_928 
2:>.8 
229 

227 

928 

226 


94 


Log.  Ta. 


,800 
.801 
,802 

8o3 
.804 
,8o5 

806 
,807 
,808 
,809 

ilO 


,811 
,812 
,8i3 
.814 
,8i5 


,8i6" 
817 
818 

,  820 
821 
.822 
,823 
.824 

î5 

^26 
827 
,828 
,829 
:83o 


,83 
,832 
,833  9 
■  834' 9 


,836:9 
,837  9 
,838  9 
839I9 
.840:9 


8419 

842'9 

.'8439 

8449 
8459 


•846,9 

,847 

.848 

849 
.85o 


969  128 

Qbc)  262 
969  376 
969  5oi 
969  626 
9^9   7^1 


666  24' 
596  44'^ 
846  479 
416  12G 
3o5  i55 
5i3  341 


969  877 

970  002 
970  129 
970  255 
970  382 


970  609 
970  636 
970  764 

970  892 

971  02 I 


040  457 
886  278 
o5o  677 
533  12g 
333  711 

452  097 
888  o65 
641  385 
711  84c 

099  204 


97^  149 

971  278 

971  408 

971  537 

971  66j 


97'  79^ 

971  928 

972  059 
972  190 

972  322 


8o3  254 
823  j6y 

160  021 

813  294 
781  864 
066  01c 
665  5io 
58û  143 
809  689 
353  927 


972  454 
972  586 
972  718 
972  85 1 
972  984 


212  638 
385  602 
872  599 
673  4ic 
787  816 


973  1 1 8 
973  25 1 
973  386 
973  520 
973  655 


ûi5  60c 
956  542 
010  4^5 
377.  o3i 
o56  142 


973  79° 

973  925 

974  060 
'974  196 
974  333 


c47  542 
35 i  01 5 
966  342 
893  3 09 
1 3 1  699 


974  4^9 
974  6c6 
974  74^ 

974  881 

975  018 


68 1  297 
541  887 
713  255 
193  186 
987  465 


DifF.  I. 


975  157 
975  295 
975  454 
975  573 
975  712 


089  878 

502  211 

224  25 l 

255  785 
59^  ^99, 


23  930 

24  25o 
24  569 

24  889 

25  208 
25  527 


IL 


201  3] 

037319 

6471319 

029J319 

186318 

ii63i8 


25  845 

26  164 
26  482 
26  8co 


27 


118 


821 

299 
552 

582 

386 


27  435 

27  753 

28  070 
28  387 
28  704 


966 

322 

455 

364 

o5o 


29  020 
29  336 
29  652 

29  968 

30  284 


3o  599 
3o  914 
3i  229 
3i  544 
3i  858 


32  172 
32  486 

32  800 

114 


33 


33  427 


33  740 

34  o53 
34  366 
34  679 

34  99 1 

35  3Ô3 
35  61 5 

35  926 

36  238 
36  549 


36  860 

37  171 
37  481 

37  792 

38  102 


38  4^'-^ 

38  722 

39  o3i 
39  340 
39  64^ 


5i3 

754 
773 
570 
J146 
5  oc 
633 
546 
238 

111 
964 

997 
811 
406 
184 

94^ 
883 
6c6 
111 
400 

■473 
327 

967 
390 
598 

'590 
368 
9^1 
^9 

533 
040 
534 
814 


836 
610 
382 
i57 
930 
705 


478 
253 

o3o 
804 
58o 


356 
i33 

909 
686 
463 


241 
019 

797 
576 

354 
i33 
913 
692 
473 
253 


o33 
814 
595 
378 
i58 


3 
3 
3 
3 

3 
3 
3 

o 
3o9 
509 
309 
309 
3o9 
3o8 


941 
723 

5o5 
289 
073 

"854 
640 
423 
208 
992 

778 
563 
348 
134 
920 


707 

494 
280 
067 
856 


III. 


226 
228 
226 
227 

225 
227 

226 
223 
226 
224 

224 

223 
224 
223 
225 
222 


22  a 
222 
221 
222 
221 

220 
221 
219 
220 
22c 
219 
219 
217 
220 
_2^7 
21^ 
21F 
216 
21G 

ILS 

214 
217 

2l5 

216 

_2M 

21E 

2l5 

214 

21^ 
21 

2l3 
21/ 
2l3 
21  1 

214 


85o 
85 1 
852 
8539 


Log.  Ta. 


854 
855 


856 
857 
858 
859 
860 

861 
862 
863 
864 
865 

866 
867 
868 
869 

870 


871 

872 

873 

Sj4 

875 

876 

877 

878 

879 
880 


««2 
883 
884 
885 


887 
888 
889 
89b 


891 
892 
893 

894 
895 


896 

897 
898 

899 

900 


975 
97^ 
975 
976 
976 
976 


712  596  599 
852  246  4'8o 
99a  2o5  217 
i32  472  596 
273  048  4'^7 
4i3  932  438 


97^ 
976 
97^^ 
97^ 
977 


555  124  477 
696  624  3i3 
838  43 I  735 
980  546  534 
122  968  499 


Diff.  I. 


977 
977 
977 
977 
977 


265  697  419 
408  733  o" " 
552  075  290 
695  723  822 
839  678  473 


977 
978 
978 
978 
978 


983  939  034 
128  5o'5  298 
273  377  057 
418  554  102 
564  d3S  225 


978 
978 
979 
979 
979 


709  823  220 
855  914  882 
002  3n  002 
i49  011  375 
296  01 5.  794 


979 
979 
979 
979 
980 


443  324  o53 
ëqo  935  947 

7'38  85 1  271 
887  069  819 
o35  591  388 


980 
980 
980 
980 
980 


184  4^5  772 
333  542  768 
482  979  171 
632  703  778 
782  737  386 


980 
981 

981 
981 
981 


933  072  791 
o83  709  791 
234  648  i83 
385  887  y64 
537  428  333 


981 
981 
981 
982 
982 


689  269  688 
841  4/1  628 
993  853  95o 
146  596  455 
299  638  941 


982 
982 
982 

982  914  804  6çi4 

983  069  344  086 


402    981    208 

606  623  o56 
760  564  285 


39  649 

39  958 

40  267 
40  575 

40  884 

41  192 


737 

379 
811 

o3i 

039 


41  499 

41  807 

42  114 
42  421 
42  728 


836 
422 

799 
965 
920 


43  o35 
43  342 
43  648 

43  954 

44  260 


66y 
204 
532 
65-1 
56 1 


44  566 

44  871 

45  177 
45  482 
45  786 


264 

7^9 
045 
123 
995 


46   09 1 
46   396 

46  70c 

47  004 
47  3o8 


47  611 

47  9 '5 

48  218 

48  521 

48  824 


49  126 
49  4^9 

49  73 1 

50  o33 
5o  335 


662 
120 
373 

4^9 

259 

894 
324 
548 
569 
384 

99^ 
4o3 
60; 
60Î 


II. 

008  856 
3o8  642 
3o8  432 
3o8  220 
3o8  008 
307  797 


307  586 
3o7  377 
3o7  1 66 
3o6  955 
3o6  747 


3o6  537 
3o6  328 
3o6  1 
3o5  910 

3o5  703 


3o5  495 
3o5  286 
3o5  078 
3o4  872 
3o4  667 


3o4  458 
3o4  253 
3o4  046 
3o3  840 
3o3  635 


3o3  43o 
3o3  224 
3o3  021 
3o2  81 5 
3o2  612 


!3o2 


5o  637 
5o  938 
5i  239 
5i  540 
5i  841 


000 
392 
58 1 
569 
355 


52  i4i 

52  442 

52  742 

53  042 
53  342 


940 
022 
5o5 
486 
267 


53  641 

53  941 

54  240 
54  539 
54  838 


848 
229 
409 
392 
173 


3oi 
3oi  189 
3oo  988 
3oo  786 
3oo  585 


3oo  382 
3co  i83 

299  98' 
299  781 

2qq  58l 


299  38 1 
299  1 80 

298  983 
98  781 

298  585 


95 

«  ^ 

Log.  Ta. 

Diff.  I. 

II. 

III. 

201 
'97 
^99 
'97 

^99 
196 

195 

^99 
196 

195 

a 

Log.  Ta. 

Diff.  I. 

II. 

III. 

187 
i85 

187 
i85 
i85 
184 
i85 
184 
i85 
184 

184 

i83 

184 

183 

i83 

i83 

182 

182 

182 

182 

182 

180 

i83 

'79 
182 

1 .  900 

1.901 

1  .q02 
i.*9o3 
1.904 

1 .  905 

9 
9 
9 
9 
9 
9 

983  069  344  086 
983  224  182  269 

q83  379  319  017 

q83  534  754  i5q 
983  690  487  488 
983  846  5i8  8o5 

154  858  173 
i55  i36  758 
i55  435  142 
i55  733  329 
i56  OUI  3i7 
i56  329  108 

298  585 
298  384 
298  187 
997  988 

^97  79' 
297  592 

1.950 
1.961 
1 .952 
1.953 
1.954 
1.955 

9.991  173  182  172 
9.991  342  711  098 
9.991  5i2  528  981 
9.991  682  655  634 

9.991  853  o3o  872 

9.992  023  714  5o8 

169  628  926 

169  817  883 

170  106  653 
170  396  238 
170  683  636 
170  971  847 

288  957 
288  77c 

288  585 
288-  398 
288  211 
288  026 

1 .906 
1.907 
1.908 

'•909 
1  .910 

9 
9 
9 
9 
9 

984  002  847  913 
984  i5q  474  ^^3 
984  3ib'  398  709 
984  47^   ^20  oo3 
984  63 1  i38  3oo 

i56  626  700 
i56  924  096 
167  221  294 
157  5i8  297 
157  8i5  101 

297  396 
297  198 
297  oo3 
296  804 
296  608 

1.956 
1.957 
1.958 

'•959 
1.960 

9.992  194  686  355 
9.992  365  946  228 
9.992  537  493  942 

9-99^  7<=>9   329  3i3 
9.992  881  452  i56 

171  269  873 
171  547  714 

171  835  371 

172  122  843 

172  4lO  101 

287  841 
287  657 
287  472 
287  288 

287  10? 

1.911 
r.912 
1 .913 
1.914 
1.916 

9 
9 
9 
9 
9 

984  788  953  401 

984  947  o65  1 10 
.985  io5  473  232 
.985  264  177  670 

985  4^3  177  929 

i58  111  709 
i58  408  122 
i58  704  338 
159  000  359 
159  296  i85 

296  4i3 
296  216 
296  021 

295  826 

296  63o 

197 
195 
195 
196 
^94 

1.961 

'•^^? 
1.963 

1.964 
1.965 

9.993  o53  862  287 

9.993  226  559  521 

9-993  399  543  6j4 
9.993  572  8i4  562 
9-993  74^   372  002 

172  69J   234 

172  984  i53 

173  270  888 
173  5o7  44<^ 
173  843  808 

286  919 
286  735 
286  552 
286  368 
286  i85 
286  C02 
285  819 
285  637 
285  455 
285  273 

1 .916 

i-9'7 
1.918 

'•9'9 
1 .  920 

9 
9 
9 
9 
9 

.985  582  474  114 
.985  742  o65  929 

985  901  953  180 

986  062  i35  672 
986  222  6i3  211 

159  691  8i5 

159  887  25 j 

160  182  492 
160  4yj   539 
160  772  091 

295  436 
295  241 
295  047 
294  862 
294  659 

195 
^94 

195 

193 

^94 
193 
193 
^94 
'9" 
194 

'9' 
192 

192 

192 

189 

1.966 
1.967 
1.968 

'•9% 
1.970 

9.993  920  2i5  810 
9-994  094  345  8o3 
9-994  268  761  798 

9.994  445  463  612 
9.994   618  461  o63 

'74  129.993 
174  4i5  995 
174  70'  814 
174  987  45 1 
176  272  906 

1 .921 

1 .922 

1 .923 
1.924 
1 .925 

9 
9 
9 
9 
9 

q86  383  385  602 
986  544  452  662 
986  705  8i4  167 
98G  867  469  954 
.987  029  419  820 

i6i  067  o5o 
161  36i  5i5 
161  655  787 

161  949  866 

162  243  75 1 

294  465 
294  272 

^94  cjs 
293  885 
293  6s4 

'■97' 
1.972 

'.973 
'■974 
1.975 

9-994  793  723  969 
9-994  9^9   282  148 
9.995  145  125  418 
9.995  321  253  597 
9-99^  497  ^^^   5o5 

176  558  179 
176  843  270 
176  128  179 
176  4i2  908 
176  69J  454 

285  09 1 
284  909 
284  729 
284  546 
284  367 

1 

1.926 
1.927 
1.928 

'•929 
1 .930 

9 
9 
9 
9 
9 

987  191  663  571 
987  354  20 1  016 
987  5i7  o3i  961 
987  680  i56  21 5 
987  843  573  586 

162  557  445 
162  83o  945 
i63  124  254 
i63  417  371 
i63  710  296 

293  5oo 
293  009 
293  117 
292  925 
292  733 

1.976 

'•977 
1.978 

'■979 
1.98c 

9.995  674  363  959 

9.995  85 I  345  78c 

9.996  028  611  786 
9.996  206  161  796 
9.996  383  995  632 

176  981  821 

177  266  006 
177  55o  010 

177  833  836 

178  117  481 

284  i85 
284  co^ 
283  8n6 
283  645 
283  464 

181 
178 
181 
181 
177 

1 .931 

1 .932 
1.933 
..934 

I.q35 

9 
9 
9 
9 
9 

988  007  283  882 
988  171  286  qu 
988  335  582  484 
988  5oo  170  407 
988  665  o5o  4q2 

164  oo3  029 
164  2q5  673 
164  587  923 
164  880  o85 
i65  172  o56 

292  544 
292  35o 
292  162 
291  971 
291  780 

^94 
188 

'9' 

'9' 

190 

188 
192 
187 

'9' 

187 

1.981 
1 .  982 
1.983 
1.984 
1.985 

9.99G  562  ii3  ii3 
9.996  740  5i4  o58 
9-99^  9'9   198  29c 
9 -.997  098  i65  627 
9  997   277  4i5  892 

178  400  945 

178  684  232 

178  967    337 

179  25o  265 
179  533  012 

283  287 
283  ic5 
282  928 
282  747 
282  571 
282  090 

282  2I/| 
282  034 

281  858 
281  679 

182 
177 
181 
176 
181 

'Z^ 

i8c 

iy6 

'79 

'71 

l  .936" 

1.937 
1.938 

'•9^9 
1.940 

1.941 
1.942 
1.943 

••.944 
1.945 

1.^46 

'•947 
'•.948 

'•.949 
1 .960 

9 
9 
9 
9 
9_ 

988  83o  222  548 

988  995  686  384 

989  i"6i  441  810 
q8q  327  488  638 
989  493  826  676 

i65  463  836 
i65  755  426 
166  046  828 
i66  338  o38 
166  629  c6i 

291  590 

29 1  4o2 
291  210 
29 1  023 

290  832 

1.986 
1.987 
..988 
1.989 

'  •  99^ 

'•.99' 
'•.992 
'•.993 
'•994 
'•995 

9-997   45s  948  904 
9.997  636  764487 

9.997  816  862  460 

9-997  997   242  647 

9.998  177  904  868 

179  81 5  583 

180  097  973 
180  080  187 
180  662  221 
180  944   079 

9 
9 
9 
9 
9 

989  660  455  737 
989  827  375  63o 

989  994  586  168 

990  162  087  162 
990  329  878  424 

166  giq  8q3 

167  2ro  538 
167  5oo  994 

167  791  262 

168  081  341 

290  645 
290  456 
290  268 
290  079 
289  89*1 

i8q 
188 
l8q 
188 
186 

188 
187 
188 

i85 
187 

9.998  358  848  947 
9-998  540  074  705 
9.998  721  58 1  965 

9.998  9o3  370  55 1 

9.999  o85  440  284 

i8i  225  758 
181  507  260 

181  788  586 

182  069  733 
1 82  o5o  706 

281  5o2 

281  326 
281  147 
280  973 

280  794 

17S 

179 

'74 

'79 
175 

176 
176 
170 
175 

^75 

9 
9 
9 
9 
9- 

990  4.97  q5q  765 
990  GSG   33o  997 

990  834  991  934 

991  oo3  942  388 
991  173  182  172 

168  371  232 
168  660  937 

168  950  454 

169  269  784 
169  528  926 

289  7c5 
289  517 
289  33o 
289  142 
288  907 

'■99^ 
'•.997 
'•.998 

1-999 

3.000 

9 -.999  2S7  790  990 
9-999  45o  422  490 
9.999  633  334  609 
9.999  816  527  171 

0 . 000  000  000  000 

182  63 1  5oo 
182  912  11g 
i83  192  562 
i83  472  829 
^83  75=  9.0 

280  619 
280  44ù 
280  267 
280  091 
279  916 

• 

rft^^fcÇÇ-W^i  Jt*r  X       -   .»  sr^ 


i 


■ 
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DEUXIÈME  SECTION. 


§  I.  De  V intégrale  (  ^      .^^  et  autres   semblables ,    prises 
depuis  z=o  jusqu'à  z  =  oo. 

(95).   JliULER  a   démontré   {Cale,   int. ,  tome  I ,  page  25^),   qu'en 
supposant    les    nombres    a    ei    n     entiers    et    a  <in ,    l'intégrale 

/  — — -^,    prise    entre    les    limites    z  =  o,   z  =  oo,    est    égale    à 
.   Si  on  met  z  à  la  place  de  2"  et  -   à  la   place   de    a ,  les 


Il  sin  — 
n 


limites  de  l'intégrale  resteront  les  mêmes,  et  on  aura  la  formule 

(a)  /  — j —  =  -. ,  lim.  \ 

laquelle  est  démontrée  pour  toute  valeur  rationnelle  de  a  plus 
petite  que  Tunité.  Mais  comme  deux  quantités  rationnelles  peuvent 
différer  entr'elles  aussi  peu  qu'on  voudra,  il  est  évident  que  la 
formule  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  « ,  rationnelle  ou 
irrationnelle,  mais  plus  petite  que  l'unité. 

(96).  Cette  formule,  l'une  des  plus  remarquables  de  la  théorie 
des  intégrales  définies,  se  lie  avec  plusieurs  autres  qui  ne  méritent 
pas  moins  d'attention.  J'observe  d'abord  que  l'intégrale  dont  il 
s'agit  est  composée  de  deux  parties,  l'une  prise  depuis  z  =  o 
jusqu'à  z=:i ,  l'autre  prise  depuis  z=i  jusqu'à  z  =  oo.  Pour  avoir 

celte  seconde  partie,  il  faut  mettre  -  à  la  place  de  2,  et  on  aura 
^   ,     ,  qui  devra  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  s==i. 

33 
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On  aura   donc ,   en  réunissant  ces  deux  parties  et  mettant  œ  h.  la 
place  de  ;s, 

^  -^  J  1  -}-  X  sin  Ga*  1  a;  ==  1 

(97).  Cette  dernière  formule  peut  être  de'montrée  directement, 
quel  que  soit  «j  en  effet,  Tintégralion  par  séries  donne,  entre  les 
limites  x  =  Oj   jcz=:i , 


/x'^~'dx  1  1,1  1         I       . 

i-\-x  a  1  -}- ^         2  +  a         3+a  '* 

/.x^^dx              1                  1,1                   1         ,       ^ 
___ L.  — .  -M.  etc. 
1-^x            1 — a         2  —  a         3 — a         4  —  " 

Ajoutant  ces  deux  suites,  on  aura  l'intégrale  cherchée 

r,  1     ,        sa  sa       ,       sa  sa        ,       . 

Z  =  -  H ^  — jH ^ +  etc. 

a         1  —  a^       4 — ^^         .9 — "         ^^ — " 

Or  suivant  une  formule  de  Ylntrod.  in  anal.,  art.  181,  le  second 
membre  se  réduit  à  -: :    ainsi  on  a  généralement  Z  =  -: . 

sin  ott  "  sin  QTe 

(98).  Une    troisième  formule,   qui   se  rapproche  beaucoup  des 
deux  précédentes,  est  celle  de  l'art.  54,  savoir  : 

,   .  r  {x^-' —  x-"-)dx        _       ^    _  f  a;  =  o 

Pour  faire  voir  comment  l'équation  (b)  se  déduirait  de  celle-ci, 
mettons  dans  cette  dernière  x^  à  la  place  de  jc,  et  -au  lieu  de  a, 
nous  aurons 

r(x*-'—x^-'')dx      ^     ,, 

/    r-^    =  -  cot  ^  aTT. 

J  1 — x*  2         ^ 

Dans  celle-ci  mettons  1 — a   au  lieu  de  «,  il  viendra 

/(x-"  —  x'')dx         71  ,  , 

Ajoutant  ces  deux  formules  ,  la  somme  donne  exactement  l'équa- 
tion (b)-^  ainsi  celte  équation  n'est  qu'un  corollaire  de  Téquation  (t). 
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(99).    Soit    y  =zz''{i'-^z)~',    on    aura  ^    en    diffërenliant    cette 

fonction  ^ 

ITT-  /■  S    z''~^dz     ,      rz.''~'dz 

dV  =  (a-r)  jj^,  +  ^^-p-^-^. 

Intégrant  de  part  et  d'autre,  et  observant  que  V  s'e'vanouit  dans 
les  deux  limites  2  =  0,  z=oo  ,  pourvu  qu'on  suppose  a  positif 
et  <r,  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 

r    z^-'dz     r—a    rz^-'dz 

J  (i+zy-+-»—    r    J  (i-f-^y' 
d'où  l'on   tire  successivement 

r  z'^-'dz    I— g       r  z^-'dz  i-^g         y 

J    (i  +  z)*  1         J       i-\-z  ï       *  sin  a-x  ' 

/z^-'dz   2  —  a      r  z^-'dz   i — a.  2 — a         -x 
(i-f-2)3             2      '  J    (i+z)^  TTâ        •  siu  air  ' 

et  en  général ,   ;•  étant  un  entier  quelconque , 

/z'^~\iz  1 — a.  2 — a...r — i — a         -x 
(i+z)""  1.2 r — 1         *  sin  aw* 

Mais  par  la  propriété  des  fonctions  T,  on  a 

1 — a.2  — a.3— g. .   r — 1 — a r(r — a) 

1.2.3 .r — 1  rrr(i — a)  ' 

et  d'un  autre  côté,  -j-^  =  r«r(i— «);  la  formule  précédente  se 
réduit  donc  à  cette  forme  très-simple  ; 

(d\  C^lH^I.  —  rar(r-a)  f  z  =  o 

^  ^  J   ('H-zy~"        rr       •  tz  =  c» 

Par  cette  transformation,  la  formule  a  acquis  un  plus  grand  degré 
de  généralité  et  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  r;  elle 
ne  suppose  même  plus  qu'on  ait  a<^\,  mais  seulement  qu'on 
a   «  <  /'. 

(100).   Il  est  facile   de  parvenir,   par   une  autre   voie,    à  celte 
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formule  générale.  Pour  cela,  soit  z  = i,  on  aura  la  trans- 
formée fx'~'~''dx[\ — xy~\  laquelle  devra  être  intégrée  entre  les 
limites  x  =  o,  ûcz=.  i.  Or  cette  nouvelle  intégrale  est  une  fonction 
Eulérienne  de  première  espèce,  qu'on  peut  représenter  par  (/■ — a,  a), 
et   sa  valeur,  d'après  la  formule  (3),  est 

.                   .           TaT(r—à) 
(r-^a,  a)  = , 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  {d).  Dans  cette  nouvelle  démons- 
tration ,  les  nombres  a  et  z'  sont  des  nombres  positifs  quelconques, 
et  on  suppose  seulement  «<C''j  ce  qui  donne  une  grande  géné- 
ralité à  l'équation  (J). 

(loi).  Dans  l'intégrale  /  -^  ^  ,  on  peut  distinguer  deux  par- 
ties, l'une  prise  depuis  z=.o  jusqu'à  2=1,  l'autre  depuis  z  =  i 
jusqu'à  js=oo.  Pour  avoir  cette  dernière  on  fera  2  =  -,  et  on  au- 

-r-  ,  qui  devra  être  prise  depuis  oc=.o 

jusqu'à  x:=.\.  De  là  on  voit  que  la  formule  {d)  équivaut  à  la 
suivante,   où  l'intégrale  est  prise  depuis  a? =0  jusqu'à  jcz=i  ^ 

^  ^  rQx''~^  -^  x'~'^~^)dx rar(r  — fi)  j  x  =  o 

^^^  J         (1  +xy  rr  1 X  =  1 

(102).  Si  dans  la  formule  (d)  on  met  kz  à  la  place  de  z,  ce 
qui  ne  change  pas    les  limites  de  l'intégrale,  on  aura 

/z''~'dz 7_^  rar(r — à) 

Soit  À:=c(cosQ+\/ — I  sinô)  et  A'=c(cosâ  —  \^ — isinô),  on 
aura  les   deux  équations 

/  (  7— ^"T-Tr  +  7-r7^-Tr  )  =         SC-^COSaS. !- -, 

r/  z^-^dz  z^-'dz  \  .      A  rflr(r— fl)      . 

J   \Ci  +  «Z')  {\-\-kzyj  Tr  ^  ' 
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SI  l'on  fait  /==i^  ces  équations  donnent  les  deux  suivantes: 


/ 
/ 


— L — ^ — TT-n  =  -• •  cos  a\ù , 

z'^dz,  'xc~'^      sin  ad 


1 -f- 2C2C0S  5 -j-c^z."         s\n  OTc      sinô 


mais  j'observe  que  la  première  n'est  qu'une  conse'quence  de  la 
seconde;  ainsi  on  peut  s'en  tenir  à  celle-ci,  et  faisant  czizi,  ce 
qui  ne  diminue  pas  sa  généralité,  on  aura  la  formule 


/■  /.v  r  z'^dz  Tf         sinaô  i  z  ir=. 

^•^  ^  J  l-\-2.zcosè-\-z'^  sin  fi;r  '    sinô  '  l  z   =::: 


Cette  formule  suppose  «<  i  ;  si  on  change  le  signe  de  a  elle  donne 

/z'~'^dz  -x         sinaô  !  z  =  o 

i+szcosô-j-z"  """  sin  qtt  '   sinfl  '  (.2=00 

ainsi   l'intégrale   conserve  la  même  valeur,   et  c'est  ce  qu'on  trou- 
verait immédiatement  en  mettant  -  à  la  place  de  z    dans  la  for- 

z  '■ 

mule  (/). 

/'  (z,"  -\-  z~''']dz 
,       — r—-  comme 
i+szcosô-f  a* 

composée  de  deux  parties,  l'une  depuis  z=o  jusqu'à  z=ï  ,  l'autre 
depuis  z  =  i   jusqu'à  z  =  co  :  il  est  aisé  de  voir  que   cette    seconde 

partie  est   égale  à  la  première;  car  en  mettant   -  à  la  place  de  z, 

l'intégrale  reste  la  même,  au  signe  près.  On  a  donc  cette  autre 
formule,  qui  suppose   a<Ci  : 

j'    \  r  (x"  +  x~'')dx     TT  sin  ai  (x  =:  o 

^^'  J  1 -j-2xcosê'\-x''         sin  OîT  '    sind  *  (a:  =   1 

(io4).  Si  l'on  multiplie  par  û^ôsinô  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (f),  et  qu'on  intègre  par  rapport  à  ô  depuis  ô=:o,  on 
aura  la  formule 

(h)     fz-^dz\o^(  ^+^^  +  ^-W-4^(i-cos^9}.     (^  =  ° 

1 


0 
/ 
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L'ëquation  {g)  donnerait  semblablement 

^ -^      J  ^  ^  X      ^\\-\-'j.xcosd-\-x/       asincîT^  ^'     (.x  =  i 

elles  supposent  toutes  deux  a<Ci. 

(io5).    Dans    la    formule   {g),   substituant   les  valeurs 

x"  =  I  H-  alx  -\ /"x+elc,  x~"=i — alx-^-  —  l'x  —  etc. ,  et  sup- 
posant que  le  développement  de  la  quantité  -: ,  suivant  les  puis- 
sances  de  a,  donne  la  suite 

4^  =  i  (  I  +  A'a^  +  A' V  4-  A!" a'  H-  etc.) , 

on  aura  la  formule 

y-Jr(.  +  ^/'.  +  ^/tx+etc.)_     ^ 

1  4-  2X  cos  ô  -f-  x^  ~  2sm  i 

d'où  résulte  cette  suite  d'intégrales  : 

dx 


(i  4- A'a* -I- AV -f.  etc.)  ; 


-{-  2j:  cos  ô  +  x"  2  sin  é  ' 


/t 

1    /*  tZ:c  l^x  è  .  f 

zj  1+207  005  0  +  0;''  2sinô*       ^ 

1         /*  Jx  /^o:  6  ,,i 

3.4j  1  +  2XC0S  ô  +  o;'^  2sind*       ' 

etc.  ; 


ensorte  qu'on   peut    trouver    en   général   la    valeur  de  l'intégrale 

Z(2A:)=:y'^-qj-^^^^jqj^,  prise  depuis  x=zo    jusqu'à    ^  =  1.  Il 

suffirait  d'en  doubler  la   valeur,    si  elle   était  prise  depuis  jr  =  o 
jusqu'à  cr=cc). 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  des  coefficiens    A',    A",   etc.,    on 

aura  pour  les  premières  valeurs   de  la   fonction  Z(2Â^)  : 
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^  ^  2  sin  <•  ' 

Z(2)    =    -     *  ''"■^' 


ii  sin  ^  *       3       ' 


H4)  2  sin  ô  ■      3  b 

elc. 

La  loi  de  ces  expressions  de'pend ,  comme  on  l'a  vu ,   du  déve- 
loppement de  la  fonction 

-  ^  ""  ^  +  ^7374:5 -^'"- 

(106).  Par  les  proprie'te's  connues  des  suites  re'currentes,  on  a 


sin  6 


1  -f-  2a:cos  6-\-x 


-  =  sin  ô  —  jc  sin  2Ô  +  jc^  sin  39  —  x^  sin  4^  +  elc. 


Multipliant  par  dx  et  inte'grant  depuis  x=o  jusqu'à  x  ==  1 , 
on  aura 

sin  6  —  i  sin  20+1  sin  56  —  ^  sin  4O  +  etc.  =  -. 

Multipliant  la  même  e'quation  par  dx  tx ,  intégrant  le  second 
membre  par  la  formule  fx^dx  l^x  =  .^^.^  .3  ,  et  substituajit  la 
valeur  de  Z  (2) ,  on  aura 

.     r  sin  2Ô      ,     sin  3fl  .  *    a/  *      tt*  —  ^ 

sm  U q =5 etc.  =  -  A  =  -  . 


33  -^-  —  2   ^^ 2  6        '  * 

De  même  en  multipliant  par  dx  l^x ,  intégrant  le  second  membre 
par  la  formule  fx'^dx  V'x  =  \'^\  \i  ,  et  substituant  la  valeur  de 
Z  (4)  ,  on  aura 

•     û         sin  20    ,    sin  36 

sm  b 5 — f- 
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Ainsi  en  général  on  peut  sommer  la  suite 

û  sin  q6  sin  3d  sin  /^è 

sin  0  — •  ^j,„4.,  -+-  gam+i  ""■  "^^i+r  "P  6lc. 

(107).  Ces  équations ,  au  reste  ,  se  déduisent  assez  simplement 
de  la  première  que  fournit  l'intégration  directe,  savoir. 


sin 


ô  —  I  sin  29  +  ^  sin  5Ô  —  ^  sin  49  +  etc.  =  ^  9. 


En  effet,  multipliant  celle-ci  par  d^,  et  intégrant  depuis  8  =  0, 
on  aura 

I  — cosô — ^(i — COS29)  +  2^(1  cos  3Ô)  —'  etc.  =  -  .  — . 

Appelons  M^  la  somme  de  la  suite  i ï  +  gi  —  75+  ^^^-y  laquelle 

est  égale  à  ^i  — ^JS^  =  ^S^  =  ^,  on  aura 

cos  0 T  cos  26  +  ^  cos  50  —  etc.  =  M^  —  - .  — . 

Multipliant  celle-ci  par  dB  et  intégrant  depuis  ô=o,  il  viendra 

sin  ô 3  sin  2Ô  -{-  ^  sin  3Ô  —  etc.  =  ÔM„  —  -  •  — ^ , 

ce  qui  revient  à  la  valeur  trouvée  dans  l'article  précédent. 

Continuant  ces  opérations  de  la  même  manière  ,  et  désignant 

par  M„  la  somme  de  la  suite  i n  -\~  ^  —  ^^c. ,  laquelle  est  égale 

à  (  I  —  4z  j  ^/>  >  on  aura  cette  suite  de  formules  , 


cosG  — -,cos29-f-^cos5Ô— etc.  =  ]\L— -M,+  -. 


ê^ 


a     2.3.4 


inô~^sin29-j-^sin3Ô— etc.  =  GM4 ^M,+  - 


sm 


2.3     *  '    2  •  2.3.4.5' 


eos9-  Icos  .9 +^cos  36-elc.  =M.-  ^  M,+  ^^M,-  i.-j^^-j, 

etc. 

La 
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La  loi  de  ces  expressions  est  manifeste  ;  elle  de'pend  de  celle  des 
quantités  M„,  et  par  conséquent  de  celle  des  quantités  S„  qui  est 
bien  connue. 

(io8).  Si  on  différentie  l'équation  (y)  par  rapport  à  ô ,  on  aura 

riN  r  z'^'^^dz ff         asmècosaè — cosè  un  ai  fz  =  o 

^   ^         J  (i-{-Qzcosê-\-z^y        sinflTT  *  2sin^fl  *  tz  =  oo 

Par  des  différentiations  ultérieures ,  on  trouverait  en  général  la  va- 
leur  de  l'intégrale^  ^^  _^^^  ^^^  ^_^  ^,^,^,  ,  k  étant  un  entier  quel- 
conque. 

De  même  par   la  différentiation  de  l'équation   (g-),  on  trouve 
l'intégrale 

n\  r  {x^'^'^-\-x^~'^^dûL; Tf       as'inècosaè — cosôsinad  fx=:o 

J  (i+aarcosô+x")^       sinasr'  2  sin^ô  *  tar=i 

On  connaîtra  donc  ainsi ,  par  des  différentiations  réitérées ,  l'intégrale 

Mais  ces  formules  ne  sont  point  applicables  au  cas  où  l'exposant 
«lu  polynôme  ne  serait  pas  un  nombre  entier. 


,a-4-r — : 


dz 


Ainsi  lorsque/' ne  sera  pas  entier ,  l'inteVrale  Z=  ( — 

^  r  ?  b  J  (i-j-2zcosô-}-z^y 

paraît  dépendre  d'un  ordre  de  transcendantes  plus  élevé  que  les  fonc- 
tions r.  Cependant  si  l'on  a  ô  =  ^  tt,  on  pourra  mettre  z""  à  la  place 

f±r_ 
de  Zy  et  l'intégrale  précédente  deviendra  Z  =  /  '  ;  sa  valeur 

r  ^'^"'  r  ^"""^ 

déduite  de  la  formule  (d)  sera  donc  Z  = ?—  ,  de  sorte 

^  2,rr  * 

qu'elle  ne  dépend  alors  que  des  fonctions  T. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  la  quantité  (  i  +  ^z  cos  ô -f- z'')";; 
peut  se  développer  en  cette  suite  convergente  , 

(i4-s^)-'~^.23Cosô(i+z^)---'  +  î^— ^.4z»cos"9(i-f-sO-'-»--etc. 
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et  qu'ainsi  on  a 


r__j^^dz r.^-^-^dz  _  r_^^  ^^^  Q  r^ 

J  (1H-2ZC0SÔ +a"y  c/   (i4-^')'         1  J(i+^) 


r.r+i    /_..û/     ^ ^:^^ etc.; 


les  intégrales  du  second  membre  pourront  être  évaluées  par  la 
formule  qu'on  vient  de  trouver  pour  le  cas  de  6  =  ^  tt  ;  de  sorte 
qu'en  faisant  pour  abréger,  V  {\r-\-  \a)  r(^r —  7^)=  ?'W> 
a  étant  constant ,  on  aura  généralement 

f         ^'-^'-'^^  _::^-i-r(pM^i^cp(;-+0  +  4£2!lV(;.+.)-etC.1. 

formule  qui  pourra  se  réduire  ultérieurement  au  moyen  de  l'équa- 
tion (p  (jc  +  2)  =^"7-^  .(p{x).  Soit  pour  abréger , 


COS^Ô  ,    .  „\     ,        cos^ô 


^ ^^L^  (r«-«-)  (M^"-  «•  )  (7+4 -«O  +  elc. , 

'       1 .2.3.4.5.6    ^ 


N=cosQ+^(/+.  -«*)+7:Si5^''+''-''*^(''+^  -«")+et<=-, 
on  aura  la  formule  générale 

/(i  +  22,cosôH-z.")''  2rr  rr 

Quant  aux  suites  désignées  par  M  et  N,  leurs  sommes  sont  connues 
lorsque  /=  i  ,  et  même  lorsque  r  est  un  entier  ,  puisqu^alors  l'inté- 
grale est  donnée  par  la  formule  (/)  et  par  ses  différentielles  suc- 
cessives prises  par  rapport  à  ô  ;  mais  il  reste  à  trouver  ces  sommes 
pour  une  valeur  quelconque  de  r. 

(109).  Considérons  enfin  la  quantité  P=z''(i  4-3)'""^ — z'''^'"'", 
dans  laquelle  nous  supposerons  à  la  fois  a  <Cr  eta-j-i>r;  oa 
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aura  par  la  différentiation , 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  2  =  0  jusqu'à  3  =00,  et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  P  s'e'vanouit,  on   aura 

Substituant  la  valeur  du  second  membre  donne'e  par  l'e'quation  (d) , 
on  a  la  formule 

(m)  rU^-rdz^.^\^       -         rar(r-a)  c 


z  =0 
z  ==  00 


(i  10).  Cette  formule  s'accorde  avec  celles  de  l'article  i5,  deuxième 
partie ,  qui  n'en  sont  que  des  cas  particuliers  ;  elle  est  remarquable 

en  ce  que  les  deux  parties  fz^-'âz^f-^^^—-  sont  infinies,  et  que 

leur  difFe'rence  peut  être  dëtermine'e  par  les  fonctions  T. 

Soit  r=:«4-  I  —  Où,  cd  étant  infiniment  petit,  la  formule  pré- 
cédente donne 

//  dz zMz  \  a      TaT  (1  —  «) 

Vz'-*         (i  4.  z) !+«-"/         «  *  r  (  1  +  a  — ^* 

Maison  ar(i+«—«)=r(i+a)(i—a>.^^^^^^)etr(i—û))=i+G'^^ 
donc 

r/_^z z^dz \  ^     t    ni    dlr(i-^a) 

J    Nz'-*         (i+2)i+«-'«y         «  "^       "^  da 

Mettant  m  au  lieu  de  a ,  prenant  la  différence  des  deux  équations 
et  supprimant  ù)  ,  on  aura  l'expression  suivante  de  la  différence  de 
deux  intégrales  qui  sont  l'une  et  l'autre  infinies , 


U\  r(     z'^dz z^dz_\ dlT{\+a)         dlr(i+m)  (z=z 


00 
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et  on  sait  par  l'article  5o  que  le  second  membre  est  aussi  l'exprès- 

/(  ^"1  __  x'^  ")  dx       .  1        T      •  

i^ — YZI^ —  P^'is^  ^^^^^®  ^^^  Imiites  X  =  o  , 

X  =  I  ;  intégrale  qui  pourra  toujours  être  exprimée  par  arcs  de 
cercle  et  par  logarithmes,  lorsque  m  et  a  seront  des  nombres 
rationnels. 


(i--x°^^)  (i  — x°^)    dx 

1  X 

depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  i . 


J  IL  De  V intégrale  Z  =/^' "'''M^^^=^ -^^  P^^^ 


.^A    _,  ,  X 


(m).  Cette  intégrale  est  une  fonction  de  a  et  de  m\  si  on  la 
différentie  par  rapport  k  a  ,  m  étant  constant,  on  aura 

dTi rx"-^  (^1  —  x'")dx 

da  '~~  J  X  — X 

Mettant  au  lieu  du  second  membre  sa  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion (17) ,  il  viendra 

dluz^idlT  {a-\-  m)  — dlTa-, 

d'où  résulte ,  en  intégrant  et  observant  que  Z  doit  s'évanouir  lors- 
que a  =  I  , 


i- 

X 


Si  l'on  met  <z  +  /i  au  lieu  de  «; ,  on  aura  semblablement 

/"(i  — x"-^"-')  (t— X"')     dv_ ,        /       r  (g+m+Ti)      \ 

J  ï^x  •  -^  —  10g  (^^  ^^_^^^  ^  (i  +  m)/ 

a; 
Donc  en  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  il  viendra 

..  rx'^'dx     (1— a;'")(i — X") ,       /  ra  r  (a+m-f  re)  \  (x  =  o 
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Celle  formule  revient  à  celle  qu  a  donnée  Euler  dans  le  tom.  I  , 
part.  II ,  des  Nova  Acla  Petrop.  l'j'j'j. 

(112).  En  appliquant  à  celle  formule  les  propriéte's  connues  des 
fonctions  T  ,  on  en  déduira  aise'ment  tous  les  théorèmes  particuliers 
auxquels  Euler  est  parvenu  dans  le  me'moire  cite'.  Voici  ,  par 
exemple,  deux  de  ces  théorèmes  ; 

(^^  J  ^  • 7=:^^ =  ^«g  ^os  ^  , 

r  dx       XP—  2X'-h  X^'-P  ,  .       pjr 

J  -^ '  — ri-~p^ —  =  ^^g  «"^ ^. 

où  l'on  peut  observer  que  le  second  se  déduit  du  premier ,  en 
mettant  r  —  ;?  au  lieu  de  p,  et  qu^ainsi  il  suffira  de  démontre'r  le 
premier. 

D^abord  on  peut  mettre  x  à  la  place  de  ^-,  ce  qui  ne  change  pas 
les  limites  de  l'intégrale;  et  cette  substitution  revient  à  faire  2/-=  i. 
On  aura  donc  à  démontrer  la  formule 


/: 


dx     X'      ^—zx^  +  x^'^P 
xlx r=ri: ■  =  ÏOgCOS;77r. 


Or  j'observe    que  celle    intégrale  peut  se  mettre  sous    la   forme 

f  x'-^'^^dx   (^i—xpy 

J       logx~  •     i-x  ■  '  ^^  "î"®  ^^  ^^^eur  ,  d'après  la  formule  {a) ,  est 
Maison  a  ri=  v/*,  et  r(i-p)  r(i  +  ;,)  =  ^_.  donc 


Z    =    logCOSyDTT. 


Les  autres  théorèmes  donnés  par  Euler  se  démontrent  avec  la  même 
lacilite  ;  mais  le  théorème  suivant  ne  se  trouve  pas  dans  le  mé- 
moire d Euler,  parce  qu'il  dépend  d'une  formule  qui  a  été  décou< 
verle  postérieurement. 
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(il 5).  Puisqu'on  a  ,  en  vertu  de  l'équation  (D) , 


rir(2r  —  i)  ' 


on  voit  qu'il  y  a  un  cas  où  l'on  connaît  exactement  le  second 
membre  de  l'équation  [a)  ;  c'est  celui  où  l'on  afl  =  ^,/w=/' —  i  , 
n-=  r  —  T«  On  aura  donc 

X 

mettant,  pour  plus  de  simplicité,  x"  au  lieu  de  ^ ,  et  faisant 
r=  ï  -}-  j  a  ,  on  aura  la  formule 

X 

Celte  formule  a  lieu  quel  que  soit  a,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  né- 
gatif et  plus  grand  que  l'unité.  Elle  se  vérifiera  aisément  lorsque  a 

j—  (l OC")  =  /  iç-  ^^_^^      J- 


l- 
X 


Nous  remarquerons  que  si  on  différentie  par  rapport  à  a  l'équa- 
tion {c) ,  il  en  résulte 

f^'dx  (1±^^^)  =  log  2  , 
ce  qui  s'accorde  avec  la  première  des  équations  2 1 ,  art.  S5. 

_- ,  prise  depuis 

(  1  —  x)*^  (  1  —  ax  )" 

X  =  o  jusqu'à  X  =  1 . 

(114).  Pour  que  l'intégrale  ne  devienne  pas  infinie  dans  l'une  de 
ses  limites ,  on  suppose  à  la  fois  /?  >  o  et  r  <  i  ;  de  plus  il  est 


HT 
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nécessaire  de  supposer  i  -f-  «  >  o  pour  que  i  +  «jc  ne  devienne 
pas  zéro  entre  les  deux  limites  de  l'intégrale.  Cela  posé,  soit 
^  '3:  =  s  ,  on  aura  i  >-{-  ax  =z  i  ^  a  —  az,  et  si  aux  suppositions 
précédentes  on  ajoute  celle  que  -—-^  soit  <  i  ,  ce  qui  arrivera 
toujours  si  a  est  positif  ou  si  a  est  négatif  et  <  i,  on  pourra  dé- 
velopper (i  +  aa:)-"  en  cette  suite  convergente, 

on  aura  donc 

Z==(i+«)-"r£i;f^(,+„.    -    +:i:ZL±i._^!^   .  etc^ 

J        ^"       \  i  +  a^^      1.2      •  (^-|.a)»^^^^7• 

Soit  V  =  .r''z*-',  on  aura  par  la  différenliation, 

intégrant  de  part  et  d'autre  entre  les  limites  données ,  et  observant 
que  V  est  nul  dans  ces  deux  limites,  pourvu  qu'on  prenne  >t>r, 
on  aura 

De  là  résulte  successivement , 

etc. 

Soit  donc ,  pour  abréger,  A=f^^  ==  fx^^dx{i  — ^)-',  et  on 
aura  l'intégrale  cherchée 

\       ïp— r-f-ii+a         1.2    >~r-fi./7— r-f-a'Ci+o)^"^    V 
Quant  à  la  valeur  de  A  ,  on  voit  que  cette  intégrale  est  une  fonc- 
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tion  Eulérienne  de  première  espèce ,  qui  peut  être  représentée  par 
[p y  i—r),  et  qu^ainsi  on  a 

A   rpr(i  — r) 

■^  —  r(p-hi_r)* 

L'intégrale  Z  sera  donc  entièrement  connue ,  si  on  peut  trouver 
la  somme  de  la  suite  contenue  dans  son  expression  ,  savoir , 

Q,    n         1 — r           a        ,    n.n-\-i            i— r.2 — r                a^        . 
=  I  H —  . . h ■ —  . ■  • r-  +etC.  : 
1     p — r+i      i-f-a            1.2        p — r+i  .p — r+2     {^i-\-ay 

il  faut  pour  cela  examiner  différens  cas. 

Premier  cas  :  n  +  r  =  p  +  i  • 

(il 5).  Alors  en  substituant  la  valeur  de  ra,  on  aura 

Q,  ^  .      a      .    1— r.2 — r      a^         ,    i — r.2 — r.3 — r       a^        .      , 

'  ^  -'  i-\-a  1.2         (i+a)*   '  1.2.3  (i-fa)''   ' 

Cette  suite  est  évidemment  sommable ,  et  la  somme  est 

donc  on  a  généralement 

r  œ^-^^-^dx  __  .      y-„-.  r(n+r.-i)r(i-r) 


r/i 


Celte  formule  suppose  tz +  ''>  i  et  /'<  ij  et  comme  la  série  a  été 
sommée  exactement,  le  résultat  ne  suppose  plus  que  a ,  s'il  est  néga- 
tif, soit  <  ^J  il  suppose  seulement  que  i  +a  est  positif. 

(il 6).  La  formule  précédente  peut  se  trouver  immédiatement  par 
le  développement  de  (  i  +  ajc)~"  qui  donne 

^  =j   IJZ::^  [i-iiax^—^  cex^---  etc.): 

or 
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or  on  a  en   général, 

ce  qui  donne  successivement 

'x^'^'-^dx r(/i-i-r-i)  r  (i— r) 


J   (i  -\-xy  Tn  —  ^y 

rx^-^^-^dx  __  r(7i  +  r)  r(i— r)  _  n  +  r—i    . 
J      (i+xy  r(«  +  i)  —         n         ^> 

etc. 


donc 


Z  =  A(.-(»  +  /— 0«  +  "  +  ''~'.;;  +  ^~'«--etc.), 


OU 


Z  =  A  (i  4- «)'-"-*'. 

(117).  Si  dans  la  formule  {b)  on  fait  n=zr  et   ^=1,  on  aura 
Z  =    r^^—  —  2—  r(2r-0r(i~r) 

niais  dans  ce  cas  l'intégrale  Z  est  elle-même  une  intégrale  Eulé- 
rienne  de  première  espèce,   qui,  en  mettant   .r  à  la  place  de  x\ 

devient  ^  f  x^-l dx{\-^ x)-' ,    et  peut  être    représentée  par 

H'"—^,  I— '');  sa  valeur  est  donc  Z  =  i  .  ^'-llliU^iZH)    et 
vertu  de  l'équation  précédente,  on  doit  avoir 


pi  ,^.en 


r(r  — ^)r(i  — r)  ___     ^_,^   r(ar— i)r(i  — r) 
ar^  ""  •  rr  > 

ou  r(r  — i)r/-=  1^1(2/-— 1).2'-^\   Faisant  r=i-}-^,   on   a  l'é- 
quation  connue  : 

i5 
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ce  qui  vérifie  nos  calculs  sans  offrir  une   nouyelle  propriété  des 
fonctions  T. 

(il 8).  Reprenons   maintenant  l'équation  (b),    pour   en   déduire 
quelques  autres  corollaires.   Si  l'on   fait  d'abord  jr'=o,  an  aura 

J  (i+ax)"  \    "r"    J       '       rn  n—i       ' 

c'est  ce  qu'on  trouverait  immédiatement  en  faisant  i-j-<2^=r:-. 

Si  dans   la  même  équation  on  fait  /z  =  i ,  et  qu'on  substitue  la 
valeur  TrY(i — 7')=z-. ,   on  aura  la  formule 


sin  Tcr 


Celle-ci  peut  encore  se  démontrer  directement  d'une  manière  fort 
simple.  Soit =  — ^  ,   ou  ^  =  — ; ; —  ,  on   aura  la  Irans- 

^  1  —  X         a-f-1  a  -^  1  -j-  z  ' 

/z'~'dz  A  •       '       '        j 

— — — - ,    laquelle    devra   être   mtegree    depuis 

z  =  o  jusqu'à  2  =  00;  sa  valeur  devient  donc  (i"i~^)''':î"^~7* 

(119).  Soit,  pour  abréger,  jc^~^da:Çi — jc)~''=du;   si    on  prend 
les  différentielles  successives   de  Téquation   (c)  par  rapport   a   a , 

et  qu'on  fasse  -r^ — =A,  on  aura  cette  nouvelle  suite  d'intégrales: 


(d) 


(i-f-ax-)-'  1.2  V      '      /  ^ 

Jii-i-axp  —         1.2.3        •^lï-r«J         , 


etc. 


# 
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Mais  en  faisant /?=i4-«^,  on  a  i~p-'axz=:[p^axy=^{p^axf ,  etc.; 
d'où 

L^i=:::l "±       1  =  1 ^^Ij^^'f!       1 1        'Sax^a'^x''        a^  x^ 


On  connaît ,  par  les  formules  précédentes ,   les  intégrales     f—  , 

fxdu     rx^dv  ,  ,       1    .  -J   P  '* 

J  -^ 9  J  -p- ,  etc.;  donc,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on 

aura  les  formules  suivantes  : 


etc. , 


formules  dont  la  loi  est  facile  à  saisir;   elles  supposent  toujours 
1  +«  positif  et  ;•<!. 

(i2o).  Soit  proposé  de   trouver  l'intégfrale   C- — dans 

laquelle  les  nombres   i-f-«,   i +^,  sont  supposés  positifs.  Gomme 
on   a 

ï a  1  b  1 

(i  H- ax)  (X  -j-  bx)  a^b  '  i-^-ax  a  —  b  '  i -\- bx  ' 

l'intégrale  proposée  est  la  même  que  -^  C— —  C    ^^     - 

.     .  ^  ^       a—bJi-\-ax       a—bj    x+bx* 

amsi  on  aura  généralement 

Dans  cette  formule  faisons  â!=c(cos94-  ^/-i  sinô),^=c(cosô-  /- 1  sinô), 
ensuite  ;?'=:i  +  2ccosô  +  c"  et   tangA=:  ■    "^"'"^      .  nous  aurons. 
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par  ces  substitutions , 

dv  1    _^    sin(9  —  ta) 


fe)  J  1  4-  2CX  COS  fl  4-  C^X''  P        ' 


sinô 

.    P 


(i2i).  D'après  ces  diverses  formules^  il  est  visible  que,  si  ^  est 

une  fonction   rationnelle   de  x,  dans  laquelle  le  dénominateur  Q 
ne   se  réduit  à  zéro  pour  aucune  valeur  de  jc   comprise  entre  o 

"Q'^^J    Q(i— xV' 

par  une  quantité  de  la  forme  -r^.B,   B  étant  une  fonction  al- 
gébrique de  quantités  connues. 

Second  cas.     nz=:rjpz=.r'{-\. 
en  faisant   A  =    ^       Vi '    ^^  ^^'^^ 

z=A  (^1+- .  -^ .  7:^+--^ .  — 3^—  •  T^ar  +  ^^^•Z 

Pour  voir  plus  clairement  la  loi  de  cette  suite  que  nous  désignerons 
par  Q,  soit  ;•  = ,  nous  aurons 


1— m^  _a i— m'.g— m"  _  «^         .    1— 7n^9— m'.aS— m"        ^^       ^hetC 

'^^TT^'i+a"^    1.2.3.4.5  '{x-\-df'^       1.2.3.4.5.6.7      •(i4-a)3"T" 

Cette  suite  est  connue ,  au  moins  lorsque  m  est  un  entier  impair  ; 
et  suivant  la  formule  donnée  art.  236  de  Xlntrod.  in  An. ,  on  a 

ii^  =  I  +  i^  sln-9  +  '  ~  '"V/1'"'  *i»'«  +  etc. 
msine  1.2.3  1.2.3.4.5 


Donc  si  on  fait  -^r—  =  sin'Q ,  ou  a  =  tang'ô ,  on  aura 

^   sinmfl 

■    ^  """   m  sin  r 
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Mais  il  faut  démontrer  que  la  formule  précédente  ,  trouvée  pour 
le  cas  où  m  est  un  entier  impair,  a  lieu  pour  une  valeur  quel- 
conque de  m. 

(123).  Quel  que  soit  m,  le  sinus  de  l'arc  m^  a  pour  expression 
sm  mÔ  = /T^ô  -  :p^  +  ^_3-— -  etc. 

Mais  l'arc  6  que  nous  pouvons  supposer  <<  i  "^ ,  se  développe  de 
même  en  cette  suite  convergente 

G  =  sin Ô  +  ^  sin^ô  +  ^44  sin^ô  +  ^'it^t^  sin^ô  +  etc. 
'    2.3  2.3.4.D  2.3.4.5.6.7  ' 

Donc   quel   que  soit  m  ,  la   valeur  de peut  se  développer  en 

une  suite  de  la  forme  sin  ô  +  A  sin^â  +  B  sin^Q  -f-  etc. ,  les  coeffi- 
ciens  A,  B,  C,  etc.  étant  des  fonctions  de  7?i  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

Pour  cet  effet ,  soit  sin  Ô  =  a: ,  et 

;  Jc  -{-  A.r^  +  R-^^  +  C:f  7  -f-  etc.  ; 


m 


on  aura  en  différentiant  de  part  et  d'autre  par  rapport  à  ô,  et  met- 

tant  au  lieu  de  -7-  sa  valeur  cos  ô  . 

de  ' 

cos  7wô  =  cos  ô  (  I  4-  ZAx^  +  Sbx^-^  yCx®  -f-  etc.)  \ 
différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  ô ,  il  vient 

/?2sin;nQ  =  (i— 2.3A)x+(3*A— 4.5B)j:^-|-(5^B— 6.7C)x^+etc. 

Egalant  le  second  membre  terme  à  terme  à  la  valeur  du  premier 
qui  est 

m^x  -|-  nfAx'^  4-  m'Bo:^  -f-  etc. , 
on  en  tire 

•^—2.3     ^      ^—        4:5         >      ^ 67^^ *     ^^^* 
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Donc  on  a  généralement,  quel  que  soit  m, 

7«sinfl  '     f2.3  2.3.4.5  2.3.4.5.6.7 

et  il  re'sulte  de  la  même  analyse  qu'on  a  en  même  temps 

COS  ô  ^2  ^  2.5.4  2.3.4.5.6 

(124).  Gela  pose',  l'intégrale  cherchée  sera  donne'e  par  la  formule 

(h)  / ^ '"^-^       =  A  cos'^9 . ,    ^    ^  ^^  > 

dans   laquelle  A  =  lSL±IlIiL:zll  ^  et  où  l'on   suppose  r  <  i   et 

* 
tang  6  =  \/a. 

Si  l'on  fait  a  =  i ,  ce  qui  donne  â  =  ^tt,  la  formule  devient 

7 ^.Vr  = .Asm(2r — 1)7. 

(1 — a:^y         2r — i  ^  ''4 

Le  premier  membre  est  une  inte'grale  Eulërienne  de  première  es- 
pèce qui  peut  se   représenter   par  7  ( — j —  ,  i  — ^  /y  ,   et   dont  la 

valeur,  est  ^  .^^-^^"t-^-^^-^V^-  Ainsi  en  remettant  la  valeur  de  A, 
on  devra  avoir  entre  les  fonctions  T  l'e'quation 

Si  l'on  a  r>  i^  soit  rz=}-\-2a,  cette  équation  devient 

rfl+a')        r(i-f  2a)      ,_,.    . 
r(i — a)  2a\/7i- 

Mais  on  a  F  (i  -f-  2«)  =  2^  F (20) ,  et  F^  F  (i  —  «  )  =  ^t^ ;  de  là 
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résulte  l'équation  connue  (*) 

équation    à   laquelle   on   serait    également    conduit    en   supposant 
''  =  i  — '  2a. 

(i25).  La  formule  (h)  ne  pourrait  plus  avoir  lieu  si  a  était  né- 
gatif; mais  en  éliminant  l'arc  ô,  qui  alors  deviendrait  imaginaire^ 
on  peut  parvenir  à  la  vraie  intégrale. 

En  effet,  si  on  change  le  signe  de  a,  on  aura  tang  G  =  ^(—a), 
sm  G  ==  \/(~^  ,  cos  G  =  \/(~-^)  ;  substituant  ces  valeurs  dans 
la  formule 

sin  mQ  z=z  C^os^+  y/— i  sin  Q"— (cos  g  —  y/— 1  sinfl)'" 

2  [/ —  1        '  '  * 

et  faisant  m=:2r —  i,  on  aura 

sinô  2i/a.(i  —a)"-'  * 

on  a  en  même  temps  cos''G=  (i  —  a)-';  donc 

sinÇar— Qfl   ^^^^^^  __  (  i  -  v/a)-=^r_  (  ,  ^  ^/^^.-., 


(*)  M.  Poisson,  dans  le  tome  IX  du  Journal  de  r École  Polytechnique  a 
trouvé  des  résultats  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'exposer.  Il  parvient 
page  146  ,  à  une  équation  entre  deux  intégrales  Eulériennes  ,  qui  au  fond  est 
la  même  que  l'équation  (O;  et  il  ajoute  que  cette  équation  contient  une  nou- 
velle relation  qui  peut  servir  à  la  réduction  de  ces  transcendantes.  On  voit  ici 
que  cette  équation  ne  conduit  qu'à  une  formule  connue,  dont  l'équivalente  a  été 
donnée  page  284  des  Exercices  du  Calcul  intégral,  et  plus  anciennement, 
page  96  du  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques. 
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donc  l'intégrale  cherchée 


« 


J  (^i—xy(^i—axy  '  (27-— i)2V/a  * 


*      •            A          r(r+i)r(i  — r). 
et  on  aura  toujours  A  = jt^ • 

(126).  Dans  cette  formule  il  faut  qu'on  ait  «  <  1  ;  on  peut  ce- 
pendant faire*  a  =  i  ,  pourvu  qu'on  ait  2r  <  i.  Alors  la  formule 
devient 

r^^dx_    5'-°^      rÇr  +  DrÇi— r) 
J    (1— x)^^         1— 2r'  V^ 

Mais  le  premier  membre  est  une  intégrale  Eulérienne  de  la  pre- 
mière espèce  dont  la  valeur  est  î^^^^^^F^TT^^  '  ^^""^  ''''  ^^'^ 
avoir  entre  les  fonctions  T ,  l'équation 

r(r4-i)r(ij-2^  __£;2!L    r(r4-i)r(i  — O 

Mettant  au  lieu  de  F  (|  — 0  sa  valeur  (i  — /^  T  (|  — r)  ,  et  fai- 
sant 7 7'=  «,  on  retombe   encore  sur  l'équation 

r«r  (^  +  «)  =  r (2«).7r\2'-% 

qui  prouve  l'exactitude  de  nos  calculs. 

(127).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que  la  formule  (/<:), 
qui  est  le  résultat  d'un  calcul  assez  compliqué,  peut  s'obtenir  plus 
facilement  par  une  autre  voie.  Si  dans  l'expression  différentielle  on 
développe  le  facteur  (  1  —  ax)-',  on  aura 

Z  =  y  \:ZZ-^-y  V  "^  ''""^  "^  ■"^■^         "^ ^^^ +etc.j. 

Or  en  intégrant  les  termes  successifs  ,  on  a 
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J   (i-^y  —  r|  "-^' 

rx^+'-dx  ___  r(r  +  ^)r(i— r)  _    .     r+1 
J    (i-xy—  r|  —  A-     1      j 

/'a:^-^^Ja:_r(r+|)r(t^r)_    .     r+j.r+l 

etc. 
Donc  rintégrale  cherchée 

11  est  facile  ensuite  de  voir  que  la  série  qui  multiplie  A  ^  n'est  autre 
chose  que  le  développement  de  la  quantité 

(  1  —  y/g)— ''^  — (  I  +  y/g )■-«»• 
(ar —  i).2y/a 

Ainsi  on  obtient  immédiatement  la  formule  (k) ,  et  de  celle-ci  on 
pourrait  déduire  facilement  la  formule  (A),  au  moyen  des  réduc- 
tions que  donne  la  formule 

(  cos  6+  y/—  I  sin ô  )"•  =  cos  nâ  -f-  /—  i  sin  mB, 
Troisième  cas  ;  p  =  r  +  n. 

(128).  Alors  l'intégrale  proposée  Z=  T---^^^^— ,  et  la  suite 

a.  sommer  est  ,  en  faisant  a  =     ^     , 

1  -f-  « 

*Q  =  I  -L.  ^~''    '^^      I    1— r.2— r    72^'         1— r.2— r.5— r    not^  ) 

^  ^    1    -i+n"!"       1.2      -a+rt"^         1.2.3         "3+^"^®*^' 

Pour  avoir  la  somme  de  cette   suite ,  supposons  pour  un  moment 
qu'on  ait 

i6 
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en   diffërenliant  par  rapport  à  jc,  on  aura 

dq  =  nx"-'  dx  (i  +  ^-^ ax -f-  '""^'^Zll'  a*x*+  etc.V 

ou  6?Q  =  ^  "^ ^^^f_, ;  donc  Q  =  J^^'^^^^Ç_^ ,  cette  intégrale   étant 
prise  depuis  jc  ==  o  jusqu'à  x:=.  i. 

Cela  posé ,  comme  on  a  en  même  temps 

^  __  r(ra-f  r)r(i  —  r)  __  r  ( ra  +  r)  r  ( i  ~  r) 
r  (  71  -f-  1  )  nTn  ' 

l'intégrale  cherchée  sera  exprimée  ainsi  ^ 

d'où  il  suit  qu'en  regardant  les  fonctions  T  comme  connues,  cette 
intégrale   est   ramenée   à   une   intégrale  plus  simple   /     — ^^  » 

prise  entre  les  mêmes  limites  et  dans  laquelle  et  =  . 

(i2g).  Lorsqu'on   change  le  signe  de  ^5 ,  il  convient  de  mettre 

/^         x" — 'dx 

sous  une  autre  forme  le  facteur  P=(i  —  a)~"  I ; 

^  ''         I   /       ,       ax    \i—r 

Soit  alors  x  =  ^^ ^-^  ,  on  aura  P  =  1- ^— ■  ,  et  les  limites 

1  —  az     '  J  (i  —  azy'^"-  ' 

de   cette    intégrale  seront   encore  z  =  o^   z  =  i  •  de  sorte  qu'on 
peut  changer  z  en  ^,  et  on  aura  pour  ce  second  cas  la  formule 

,    .  r     x'-^"-'dx       r  (77-f-r)  r  (i— r)    r   x"~'dx 

^^^^  J  {i—xy(^i—axY  ""*  r»  J  {i—ax)"^"'  • 

(i3o).  On  peut  parvenir  directement  à  ce  résultat  en  développant 
dan5  la  formule  proposée  le  facteur  (i  —  ax)~",  ce  qui  donne 

^  rx'^''-'dx  /        .  ,     "«4-1       a     a     I        .      \ 
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Or  en  intégrant  les  différens  termes ,  on  a 

rx'-^^'-'dx r  (r  +  ra)  r(i  —  r) r(y-|-n)  F  (i— r)     \_ 


f 
f 


(1 — x)'  r(i+«)  rn 

x^-^"  dx  r(r-f-7i+i)r(i— r) r  (r+n)  r(i — r)       ?H-^ 

(1 — xy  r(2-|-n)  r/i  *  n.n+i  ' 

a;'-+-''-+-'  Jx r(r-}-re+a)r(i — r)  r  (r-j-n)  r  (1 — r)      r+n..r+n-f  1 

(1 — xy  r  (3-f-7i)  r/i  *   /i.n-f-i.n+2  ' 


etc. 

Donc  l'intégrale  cherchée 

^  _  r  (r+n)  r  jr—n)  /i     ,    r+ra        g  r-fn.r-hn+i        «'      ,      .^  V 

^—  Ta  \ii'^      1       *ra+l"T"  1.2  '71+2^^      7* 

la  série  comprise  dans  cette  formule  n'est  autre  chose  que  la  valeur 
j—— — x-:^  ;  ainsi  on  obtient  la  même  formule  que 
ci-dessus. 

Dans  les  deux  cas,  si  n  est  entier^  on  pourra  trouver  exactement 

/'  jt" — ^dx           r'  x^ — ^  dx 
-ç r-^r  y    /  ? Â^r  î  i^  suffit  pour 
(^  1        eiX)             J    \\       dX) 

cela  de  faire  i  —  o.x  ou  i  —  ax-==.z\  mais  ces  cas  particuliers 
sont  compris  dans  le  résultat  général  de  l'article  121  ,  et  il  est 
inutile  de  s'y  arrêter. 

(î  IV.  De  Vinté^rale  Z  =  C  \^  ^ . ^^  autres 

^  o  J  ni*-f-z"     1 — 2rco5  2az+r 

semblables  ^  prises  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  00. 

(i3i).  On  pourra  toujours  supposer  que  r  est  plus  petit  que  l'unité; 

car  s'il  était  plus  grand,  on  mettrait  ->  à  la  place  de  r,  et  on  aurait 

une  intégrale  de  même  forme  dans  laquelle  /  serait  plus  petit 
que  l'unité. 

Cela   posé,  si  l'on    développe    suivant    les   puissances  de  r   la 
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.    ,    ^  sin  Qaz  ,  .  ,    ,        , 

quantité   P=  i—^rcos  zaz-^r^'   ^^   ^"^'^   ^^^  propriétés    des 

séries  re'currentes  j 

P  =  sin  2az  +  /•  sin  ^az  +  r*  sin  6az  -f-  H  sin  8az  +  etc. , 

ce  qui  donne 

/*  zdz  «  •  • 

^  (  sin  2â!2  +  r  sin  4^z  +  r'  sin  6â!Z  +  etc.  ). 
m  —f-  z 

Mais  par  la  formule  (2)  de  la  troisième  partie,  page  358,  on  a 
l'inle'grale 


/ 


zdz  sin  kz  w 


-  e 


— km  , 


donc 

Z  =  -  (  e-*"""  +  re-'^""  +  r'e-^^""  +  etc.  )  , 

ou  simplement , 

Z=      "" 


e'" 


c'est  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 

On  peut  d'ailleurs  changer  le  signe  de  r  :  ainsi  on  aura  tout  à 
la  fois  les  deux  formules 

^   V  /^  zdz  sin  Qaz  l  tt 

^  ^  J  m'^-\-z'^  '  1  +  r* —  2r cos  aaz         e'^'"  —  r  ' 

/,     J                      •     „  1  Iz  =  00 

zdz  sin  saz  ^  çr 

m'+z''  *  1  -f-  r^  -}-  2r  cos  zaz         e^"""  -f-  r' 


Ces  deux  formules    supposent  r  <;  i  ;    mais   elles    seront   encore 
vraies  lorsque  r  =  i  ,  et  alors  on  aura 


'zdz  cot  az 


(^)  J      7M^  +  a^     ^      e 

,.  f  zdz  tan^  «z 

(^)  J  - 


m^  +  z"  e^'""  -\-  1 

(iSa).  Si  après  avoir  ajouté  les  deux  équations  (a)  et  (b),  on 
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met  «  à  la  place  de  ia  ^  et  r  à  la  place  de  /■%  on  aura  celte  nou- 
velle formule 


zdz 


(e\  C . 

^  ^  J  m=*+  z"  *  1  +  r^ —  Q.r  cos  aaz         i  +  r    e"'"  —  r 

Faisant  dans  celle-ci  r  =  i ,  on  a 


(/J  fi 


dz 


m"-^  z"     sin  az         e"""  —  i 

(i33).  Si  on  multiplie  par  /^rda  les  deux  membres  des  e'qua- 
tions  (a)  et  (Z») ,  et  qu'ensuite  on  les  intègre  par  rapport  à  a  depuis 
az=z  o  j  on  aura  les  deux  formules 


^S)  /;ï^  log  (i  +  '''—2/-  COS  2az)  =  ^  log  (i  —  re-'-)  , 

W  /b:^-  log  (i  H-  '^'—  2/- cos  2az)  =  ^^  log  (i  +  /-e— "'  )  , 


Si  dans  ces   équations  on  fait  r  =  i  ,   on  aura  ces  deux  autres 
formules. 


(')  /^  log  ^i.°  "^  =  ^  '"g  (^-^) . 

(*)  Z;;^-  'os  cos  az=-^  log  (^±p^) , 

d'où  résulte  cette   troisième , 

(0  f~i  log  tang  az  =  ^^  log  (^î^). 

(i34).  Si  on  différencie  par  rapport  à  /•  les  équations  {g)  et  (/z) , 
on  aura  encore  les  deux  formules 

f    \  r    dz  r  —  cos  aaz  -x  i 

^    ^  J  m*+  z"     i-^-r"  —  ar  cos  aaz  zm     e""'  —  r  ' 

/   V  r    dz  r-|-cos2aa  tt  i 

^   ^  J  m^'-j-z»  '  1 -f- ï^4-2rcos  soi  a/â  *  ?^«^^^"HP7' 
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Ces  équations  pourraient  se  démontrer  directement  au  moyen  des 


deux  formules 

cos  <p  —  r         

dz 


,    ^  —  COS  (p  +  r  cos  2<p  -{'  /•*  cos  5?>  4-  r^  cos  A<p  -f-  etc. , 


/; 


cos  Â:^  =  —  e" 


Si  Ton  différenciait  les  formules  que  nous  venons  de  trouver 
par  rapport  aux  constantes  qu'elles  renferment ,  on  en  déduirait 
une  multitude  d'autres  formules  plus  ou  moins  remarquables;  mais 
nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  à  ce  sujet.  Nous 
devons  seulement  ajouter  que  les  formules  {c)  ,  (J)  ,  {f)  ,  (i)  > 
[k) ,  (/),  très-remarquables  dans  la  théorie  des  intégrales  définies, 
sont  dues  à  M.  Bldone ,  qui  les  a  publiées  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Turin  ,  année   1812. 

5  y.  Formules  propres   à  rendre  plus  étendue  la  théorie 
des  intégrales  définies, 

(i55).  Dans  les  recherches  précédentes,  on  a  pu  remarquer  que 
des  intégrales  connues,  prises  depuis  s  =0  jusqu'à  2  =  00,  en  ont 
fait  connaître  d'autres  ,  prises  depuis  x  z=.o  jusqu'à  x  ■=.  \.  La 
transformation  employée  pour  cet  objet  ,  peut  être  généralisée,  de 
manière  qu'en  passant  alternativement  d'un  genre  d'intégrales  à  un 
autre  ,  on  pourra  assez  souvent  trouver  une  infinité  de  formules 
qui  auront  la  même  valeur  ;  et  par  ce  principe  ,  la  théorie  des 
intégrales  définies  acquerra  une  nouvelle  extension. 

Dans  les  transformations  dont  nous  allons  parler  ^  nous  désigne- 
rons constamment  par  z  la  variable  qui  s'étend  dans  les  intégrales 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  00  _,  et  par  x  celle  qui  ne  s'étend  que 
depuis  X  •=.  o  jusqu'à  x  z=.  \. 

(i56).  Cela  posé  ,  soit  la  formule  fdz(p{z)=:A,  dans  laquelle 
l'intégrale  est  prise  depuis  z  z=.  o  jusqu'à  s  =  00  ,  et  a  pour  valeur 
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la  quantité  connue  A.  J'observe  que  l'intégrale  dont  il  s'agit ,  peut 
être  considérée  comme  composée  de  deux  parties ,  l'une  prise  depuis 
z  =  o  jusqu'à  z  =:/?z  [m  étant  positif)  ;  l'autre  prise  depuis  z=  m 
jusqu'à  5  =  00.  Pour  avoir  la  première  partie  ,  je  fais  z  =  mx ,  et 
j'ai  rintégrale  fmdx^{mx),  laquelle  devra  être  prise  depuis  x  =  o 

jusqu'à  ocz=i.  Pour  avoir  la  seconde ,  je  fais  z  =  — ,  et  en  changeant 

le  signe ,  j'ai  l'intégrale   /  ^^^  (p  (— j  qui  devra  être  prise  également 

depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i.  Donc  en  réunissant  ces  deux  parties, 
on  aura  une  nouvelle  formule 

laquelle  devra  avoir  lieu ,  quel  que  soit  m  ,  pourvu  qu'il  soit 
positif,  et  pourra  même  en  fournir  une  infinité  d'autres  en  la  fai- 
sant varier  par  rapport  à  m. 

Ainsi  en  désignant  -—-  par  <p'  (<r),  et  semblablement  -~  par(p"(x)^ 
on  aura 


(^) 


etc. 


(iSy).  Soit,  par  exemple,  (p  (z)  =  ■        ■,  auquel  cas  A  =  7-^—, 
on  aura  <p  {mx)  =  -^-q^l^J'  f  U)  =  -l^T+T'  '=^  1"'  ^"'"'"^  '" 


f  07=  O 
1    XZ=  1 


formule 

w 

r/x-dr         x-rfxN         ^^_.        »m- 

J    \i-f-mj?    '      m-f-or  /                             sin  a;r' 

Cette  formule ,  dans  le  cas  de  //z  =  i  ,  revient  à  la  formule  de  l'ar- 
ticle 96;  mais  elle  est  plus  générale,  puisqu'on  peut  donner  à  m 
une  valeur  quelconque  positive. 
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(i38).  La   généralité   de  cette   formule  est  telle  qu'on  pourrait 
donner  à  m  uïie  valeur  imaginaire.  Soit  donc  m=c(cos9+v/ — isinQ), 
,  et  on  obtiendra  par  la  substitution,  ces  deux  formules  , 


(d) 


Ç  /x'^~^dx  (i  -f-C'3^cos  e)        x~'^dx  (.r  -f-  c  cos  ô)\ 9rc  "^   '  /j 

/^  /  x'^dx  ^^  x~'^dx  \  jrc"""^     sin  a^ 

j    \i  +  2.CX  cos  ô  +  c^x^        x'-f-  acx  cos  6  -f~  w  "~" 


sin  a^       sin  d 


On  peut  remarquer  sur  celles-ci  que  la  première  est  contenue  dans 
la  seconde,  et  que  cette  dernière,  dans  le  cas  de  c  =  i  ,  s^accorde 
avec  la  formule  du  n°  io3. 

La  formule  (c)  contient  une  constante  arbitraire  m ,  la  formule  (d) 
en  contient  deux ,  <?  et  ô  :  il  est  visible  que  par  la  différentiation 
répétée  de  ces  formules  relativement  à  Tune  des  constantes  arbi- 
traires m ,  c ,  ô  ,  on  en  déduira  une  infinité  d'autres  intégrales  qui 
toutes  auront  une  valeur  connue  ;  d'où  l'on  voit  combien  est  féconde 
la  transformation  dont  nous  avons  fait  usage. 

(iSq).  Nous  avons  considéré  l'intégrale  yî/2  «p  (z)  comme  compo- 
sée de  deux  parties  ;  on  pourrait  de  même  la  considérer  comme 
composée  de  trois  ou  d'un  nombre  quelconque  de  parties ,  et  de  là 
naîtraient  de  nouvelles  formules  dont  le  nombre  pourrait  être  multi- 
plié à  l'infini. 

Concevons  ,  par  exemple,  que  l'intégrale /û^z  <P  (z)  soit  composée 
de  trois  parties  ;  la  première  de  z  =  o  à  z  =  m  ^  la  seconde  de 
z  =  màz  =  m-f-rt,  et  la  troisième  de  z  =  m-\-  n  à  z  =  00.  La 
première  partie  sera  donnée  par  l'intégrale  fmdx  <p  (nix)  ,  prise  depuis 
x  =  o  jusqu'à  a:  =  I  ;  la  seconde  par  VmXé^vsiie  fndoc  (^  {m-\-nx)  , 
prise  entre  les  mêmes  limites  ;  et  enfin  la  troisième  par  l'intégrale 

/   ~r  *?  ('^H — )•  C)n  aura  donc  la  formule 

(e)  /Jj:[^m!p(/7z^)+7z^(m+/2J:)+^(p(m+^^)^  =  A,         |^  =  ° 

dans  laquelle  m  et  n  sont  deux  constantes  arbitraires  qu'on  doit  sup- 
poser 
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poser  positives,  mais  qui  à  la  rigueur  pourraient  ne  pas  l'être,  puis- 
que si  on  conçoit  l'intégration  effectuée  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (e)  ,  le  résultat  ne  doit  plus  contenir  les  constantes  m  et  n. 

(140).  Le  même  principe  de  décomposition  peut  s'appliquer  à 
l'intégrale  fdx(p  (jc)  =  A,  prise  depuis  jc  =  o  jusqu'à  jo  =  i.  En 
effet,  cette  intégrale  peut  être  considérée  comme  composée  de 
deux  parties  ;  la  première  depuis  œ  =  0  jusqu'à  jc  =  m^  la  seconde 
depuis  ^  =  772  jusqu'à  :r  =  I .  La  première  partie  est  donnée  par 
l'intégrale  fmdx  (p  (nix)  ,  prise  depuis  x=  o  jusqu'à  x  z=i  ;  la  se- 
conde se  trouve  par  l'intégrale /(i — m)dx(p  [/;z-f-(i — ni)x'] ,  prise 
entre  les  mêmes  limites.  On  a  donc  la  formule 

(/)  fi^^  ['"'P  {'^^^)  +  (ï — ^^)  ?  (jn-\-x — mxy]  =  A. 

(i4i)-  Soit ^  par  exemple  ,  l'intégrale yx'-*  dx{i  —  x)'-'  =  A, 
on  en  déduira  la  formule 

fdx^m'^x''-^{i--mxy-'+{i^my^^-'(^-^^+x\~\i---xj^^ 

La  seconde  partie  se  simplifie  en  mettant  i  —  ^  à  la  place  de  x 
et  changeant  son  signe,  ce  qui  donne  toujours  les  mêmes  limites; 
par  cette  substitution,  la  formule  devient 

{g)f[jn^-^^-^x'-^dx(^~^xy'+{i^my^^-^xf-^dx(^^^ 


Ta  Tr 


on  a  d'ailleurs  A  =  —, — - — -. 
Si  l'on  prend  m  =  ^  ,  on  a 

{h)  /[x'^'dx  (  2  —  xy-'-l-x'-'  dx  (2'-xy-']  =  2'+^— A. 

Cette  formule  peut  servir  à  trouver,  par  approximation,  la  valeur 
de  A  ;  elle  ne  diffère  pas  de  celle  qui  a  été  donnée  article  21  , 
deuxième  partie. 

^7 
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(142).  On  conçoit  que  les  transformations  peuvent  être  variées 
d'une  infinité»  de  manières  _,  de  sorte  qu'une  formule  assez  parti- 
culière peut  conduire  à  une  infinité'  d'autres  contenant  des  para- 
mètres arbitraires;  mais  il  est  surtout  une  de  ces  transformations 
que  nous  devons  rapporter,  et  par  laquelle  une  intégrale  prise  entre 
les  limites  Jc  =  o  ^  jc  =  i ,  peut  être  changée  en  une  autre  dont  les 
limites  seront  z  =  o  ,  z=  ce. 

Soll  fdjc  (^  (x)  z=  A  l'intégrale  donnée    qui    doit  être  prise  entre 

les  limites  jc  =  o  ,  jc  =  i  ;  \e  fais  jc  = ,  m  étant  un  nombre 

quelconque  positif,  et  alors  il  est  visible  que  les  limites  de  la  tranS' 
formée  seront  2  =  0,  z  =  oo:on  aura  doue  la  formule 


X  -x  /^     mdz  /     mz    \  .  fz=0 

^  '^  J  (i  +  inzy   ^  \i-{-mz)  U  =  OC 


(145).  So^it  ,  par  exemple  ,  la   formule  fx'^'  dx  (i  — j:)'~'  =  A , 
on   aura  la  transformée 

formule  où  l'on  peut  faire  m  =  i  ,  sans  diminuer  sa  généralité. 
Soit  encore  proposée  la  formule 

/dx  Cx^-'  —  x") 
=  -^T  COt  ÛTT  ; 
1  —  X  ' 

la  substitution  jc  =  — donnera 

1  -j-  mz 

f[m''z''-'dz  (1 4-/722)-" —  m'-^z-'dz  (i-f-/wz)''-'  ]  =  tt  cot  «tT  , 

formule  dont  les  deux  parties  sont  infinies  comme  celles  de  l'in- 
tégrale en  r  d'oii  elles  sont  déduites. 

Si  on  fait  f7i=  i  dans  cette  formule,  on  trouvera  par  l'équation («), 

o        ^                 1                   •                    1,                    ,j.,<i/r(i  —  a)          dira 
11°  110^  que   le    premier   membre   se   réduit  a -^ — ^: — , 

a  (  1  —  a  )  da      • 

quantité  égale  à  vr  cot  «tt,  suivant  la  formule  (19)  ^  n°  54. 
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Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  combien  est  féconde  la 
théorie  des  intégrales  définies  ;  mais  ]a  richesse  de  cette  branche 
d'analyse  ,  comme  celle  de  toutes  les  autres ,  consiste  bien  moins 
dans  le  nombre  des  formules  que  dans  le  choix  de  celles  qui 
réunissent  lelégance  à  la  simplicité  ,  seules  qualités  qui  peuvent 
les  rendre  propres  à  de  nombreuses  applications. 

^  VI.  Formules  pour  trouver,  par  approximation  ,  les 
différences  finies  J^- s-^  et  J^"s-%  lorsque  n  est  un  grand 
nomhî^e. 

(i44).  Lorsque  le  nombre  n  n'est  que  de  quelques  unités  ,  la 
différence  finie  de  l'ordre  /z ,  ^'^  s%  prise  en  supposant  que  la 
variable  s  croît  continuellement  de  l'unité  ,  se  détermine  par  la 
formule  connue 

cT"  s^  =  (s-{-ny-^  n  {s+n^iy  +  I^iZiTll  ^s+n-^2y--.  etc.  : 
il  en  est  de  même  de  ^""s-*. 

On  peut  aussi  déterminer  /"  s',  ou  en  général  Sy ,  par  les  coeffi- 
ciens  diff-érentiels  de  la  fonction  j  ,  au  moyen  de  la  formule 

dans  laquelle  les  coefficiens  W,  N",  etc.  sont  des  fonctions  de  n 
données  par  le  développement  de  la  fonction  * 

(e-—  1)"=:  ^"  (1  +  N'^  +  N".r»+  -N'Ooc^J^  etc.). 
En  effet,  comme  on  a  par  le  théorème  de  Taylor, 

•^  ds^^  2.      ds^   ^^  2.3      ds^  ^  ^^^'  > 

cette  formule  peut  se  représenter  plus  simplement  parc!>==;  (e''— i). 
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en  convenant  qu'après  avoir  de'veloppé  e'^ —  i  suivant  les  puissances 

d'"v 
de  d ,  chaque  terme  jd"^  se  changera  en  ~.  Cela  posé  ,  on  aura  , 

d'après  la  même  hypothèse ,  J'y  ==J  (  e^ —  i)",  ce  qui  donne  ,  après 

le  développement  de  (e^ —  i)",  la  formule  précédente. 

d"  5" 
Comme  on  a  en  général  —i-^  =  a-a—i  .a — 2  . .  .(a — n-^i)  s""' , 

la  différence  finie  S"  s^  pourra  s'exprimer  ainsi, 

(è)      ^^''^a.a— i.a— 2....(a— n+i)5''-"^+N'^'  ^y^^"i::!L:.^^^~^  +etc.\ 

formule  qui  pourra   servir  à  déterminer  J""  s",  lorsque  a — n  sera 
beaucoup  plus  petit    que  s. 

(i4'>)-  Ou  peut  mettre  cette  même  différence  sou<?  une  autre 
forme  plus  convergente.  Pour  cela ,  je  ropiencis  l'équation  symbo- 
lique   S"y=J'(&'^ —   0">    ^    laquelle   je   donne   la    forme 

(^y-  =  yé^      Ç  c"    —  e  *    )"  ;  et  comme  ,   en   supposant    y  =  (p  (s)  , 

la    quanlile    désignée    par  je         ^^^  -^  +  » '^  *  ^  +  2  ^  » '^^    ^ 

-i :^.(-  n  Y  —^  -\-  etc. ,  ou  (p  ( s-{-^  /i)  ;  si  en  considérant  û^ comme 

une  quantité  algébrique  ,  on  fait  le  développement  de  la  fonction 

Ce"    — e~''    )",  duquel  résulte 

(  e^  ''_  e~  ^  '')«=:  J"  (  I  +  A'd'  -h  A"di  +  A'"d'  +  etc.  )  , 
on  obtiendra  cette   nouvelle  valeur  de  (^y  o\iS"(p{s), 

(146).  L'application  de  cette  formule  à  la  fonction  s"  donne 

C     ,    .,  a-n.a~n-i    ,    .  „  a-n.a-n-i  .o-n-'î.a-n-3  ,        "~1 

où  l'on  a  fait  K  =  ât.a — i.«  —  2..., (a  —  U'j- \). 
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Celle  formule  pourra  donc  servir  à  tléteiminer  S"  s"  dans  le  cas 
où  a —  /i  serait  Irès-pelil  par  rapport  à  a -f-  à  n.  Il  faudra  y  substi- 
tuer les  valeurs  des  coellicieiis  A',  A",  etc.  données   par  le  déve- 

loppement  indique.    Les  valeurs  sont  A  =-— ,  A  =  — p-^ —  ,  etc. 
On  en  déduirait  ,  par  exemple, 

j'v  =  1.2.3 «  =  r(7z  +  i), 

j^n^n^.  =  r  (/^+2).(5  +  i/^), 

etc. 

Mais  ces  cas  ne  sont  que  particuliers  ^  et  il  convient  de  conside'rer 
le  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général. 

(147).  Soit  Z=fjc'~'djcfl-/\  ,  cette  intégrale  étant  prise  de- 
puis jc  =  o  jusqu'à  jr=  I  ;  si  on  fait  jc' =  z  ,  on  aura  la  transfor- 
mée Z  =  s~''fdz  fl-)  ,  laquelle  devra  être  intégrée  encore  depuis 
z=0  jusqu'à  s=  I.  On  aura  donc  Zi  =  s~''Ya ,  el  de  là. 


W 


ra 


La  puissance  5"""  étant  mise  sous  cette  forme  ,  il  devient  facile 
d'exprimer  aussi  par  une  intégrale  définie  la  diflerence  n'""'  de 
5"""  ;  car    en   faisant    varier  s   d'une    unité,    on   a   successivement 

Sjc'-'  =  X'-'  (.T —  1  )  ,  S'^x'-'  =  JC'-'  {x — 1)%  et  en  général  S"Jc'~' 
=  0,'"'  Çjc  —  I  )"  ;  donc  la  différence  cherchée 

Ainsi  tout  se  réduit  à  évaluer  dans  les  limites  x=:o,  x=  i  , 
l'intégrale 

Z'  =  fx'-^  dx  (l  i)^"'  (  I  —  or  )% 
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et  on  aura 

Ta 

(148).  L'intégrale  Z'  peut  se  trouver  assez  facilement  par  la 
méthode  des  quadratures.  Il  suffît  pour  cela  de  calculer  dans  l'in- 
tervalle de  œ  z=  o  a  a:=:  i  ,  quelques-unes  des  ordonnées  de  la 
courbe  qui  a  pour  équation 


jr  =  x^-'Çl'^y   '(i— ^)\ 


Cette  courbe  touche  l'axe  aux  deux  extrémités  jc  =  o,  x  z=  i  ; 
elle  a  toutes  ses  ordonnées  positives  dans  cet  intervalle  ,  et  la  plus 
grande  que  nous  désignerons  par  M,  répond  à  une  abscisse  x:=zm 
déterminée  par  l'équation 

(§0  s  —    l    =  — -^ 


Tn 


1 


d'où  résultera  M=zm'~'Çl  —  j       (i — m)". 

Plus  on  supposera  grands  les  nombres  s  ei  n ,  plus  les  ordon- 
nées décroîtront  rapidement  en  s'éloignant  du  maximum.  Ainsi 
Taire  Z'  ne  pourra  être  qu'une  petite  portion  du  rectangle  M  X  i , 
de  sorte  qu'on  aura  Z'  =  AM  ,  k  étant  une  fraction  assez  petite. 

Au  reste  ,  la  méthode  des  quadratures  pourra  ,  dans  tous  les  cas  , 
donner  la  valeur  de  Z'  avec  un  degré  d'approximation  aussi  grand 
qu'on  voudra ,  et  auquel  les  formules  analytiques  connues  ne  sau- 
raient atteindre. 

(149).  Si  Ton  veut  cependant  avoir  une  expression  analytique  de 
Z',  on  pourra  appliquer  à  celte  intégrale  la  méthode  du  n°  2g  , 
troisième  partie;  on  trouvera  par  cette  méthode  et  en  se  bornant 
au  premier  terme  de  la  série  ., 

m'  (1—  771)"-+-'  fl  —  Y  \/2;r 


v/t'^C^^)'"*"  ^''~"^  ^'  """^G  ' 
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/«étant  la  valeur  de  oc    qui  répond  au  ?naxi?num  àe  y ,  et  qui  est 
déterminée  par  l'équation  {g).  Z'  étant  trouvé,  ou  aura  la  difïérence 

cherchée  S" s-"  z=.  ^~  '  ^^  7/ 

Ta 

Connaissant  la  valeur  générale  de  ^"5-%  on  pourra  en  déduire 
celle  de  J  V;  mais  pour  cela,  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas. 

(i5o).  Soif,  1».  7î>fl-f-i  .  en  changeant  le  signe  de  a,  l'inté- 
grale Z'  devient 

Z'  = 


Celle  intégrale  peut   toujours   être  regardée  comme  l'aire,  prise 
depuis  x  =  o  jusqu'à  j^=  i  ,  de  la  courbe  dont  l'équation  est 


r  —  ^""'('  —cor 


Celte  ordonnée  s'évanouit  encore  aux  deux  limites  de  l'intégrale , 
et  si  l'on  détermine  l'abscisse  jcz=m  d'après  l'équation 

(a+i) 


i-m  ^^_      y 


le  maximum  de  l'ordonnée  sera  M=  m^-'  ('z  JL")  "   '  / , ^^y    ^j^^j 

on  peut  déterminer  Tintégrale  Z',  soit  par  la  méthode  des  quadra- 
tures   qui    donne    une.  approximation  aussi  grande  qu'on  voudra 
soit  par  la  formule   de  l'article         '    "  "  ' 

le  signe  de  tz ,  et  qui  donnera 


•  -  — •  -rr-^"'"""""  aiAcoi  gidijuu  qu  on   voudra, 

soit  par  la  formule   de  l'article  précédent,  où  il  suffit  de  changer 


Quant  h  \a  qui  devient  F  (—«),  il  faut  substituer  sa  valeur  donné 
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par  la  formule  de  l'arlicle  68 ,  et  on  aura 

(i5i).  Soit,  2'.«<«-|-i ,  alors  l'ordonne'ejr  est  infinie  à  la  limite 
jc=i;  car  en  faisante  =1  —cv,  on  a  (i—x)"  (/^)         =w"-''— ; 
l'aire  Z'  devient  donc  infinie  tant  qu'on  a  w  <  a  et  la  méthode  des 
quadratures  n'est  plus  applicable.  On  ne  peut  donc  ,  dans  ce  cas  , 
déterminer  l'intégrale //Jx  qu'en  supposant  les  limites  imaginaires, 
et  il  faudrait  supposer  de   même  qu'elles  le  sont  dans  l'intégrale 
fdx(l-X^~\  représentée  par   Y  {— a).  Mais  on  peut  éviter  ces 
calculs  en  observant  que  les  formules  générales  doivent  être  indé- 
pendantes des   moyens    employés   pour  y  parvenir,  et  qu'ainsi  la 
formule   qui  a  été   trouvée  pour  la   valeur  de  S"  s-%  doit  donner 
celle  de  «T"  s"  par  le  seul  changement  du  signe  de  a. 

Dans  le  cas  présent  où  l'on  suppose  n  très-grand  e\.a^  n,  a  sera 
un  très-grand  nombre  ,  et  par  conséquent  la  valeur  de  Ta  qu'il  faut 
substituer  dans  la  formule  de  l'article  149,  se  trouve  par  la  for- 
mule du  n°  73  ,  troisième  partie,  qui  donne 

Ta  =  e-^a"-'  \/{i7rci)  ; 

substituant  donc  dans  l'expression  de  cT"  ^"^  de  l'article  i49,  tant  la 
valeur  de  Z'  que  celle  de  Ta,  et  changeant  ensuite  le  signe  de  a, 
on  aura  la  formule 

—    \/B>  +  1)  irn  —ly—nmi  Im  )']  ' 

m  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  déterminé  par  l'équation 

fi  -j-  i  nm 


log  m 


Ces  diverses  formules    dont   nous    devions   faire    mention ,   parce 
quelles  se  rattachent  à  la  théorie  des  fonctions  T  ,  sont  conformes 
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à  celles  que  Laplace  a  données  le  premier  dans  les  Me'moires  de 
rAcadémie  des  Sciences,  année  1782.  Mais  cette  matière  semble 
exiger  de  nouvelles  recherches ,  soit  pour  obtenir  des  approxima- 
tions plus  certaines,  surtout  dans  le  cas  où  la  méthode  des  quadra- 
tures n'est  pas  applicable,  soit  pour  fortifier  par  des  méthodes 
rigoureuses ,  les  inductions  analytiques  sur  lesquelles  les  formules 
sont  établies. 

§  VII.  De  quelques  suites  dont  la  somme  peut  être  exprimée 
par  les  puissances  du  nombre  nt. 


(i52).  On   a  vu  dans  l'article  22,  qu'en  désignant  par  ^^C-^) 
la  somme  de  la  suite 

^  ^  (1  4-  xy  "^  (a+o;)"  "^  ^^^'  ■' 

cette  somme  est  dormée  pour  les  diverses  valeurs  de  « ,  à  compter 
de  /2  =  2  ,  par  la  formule 


^^    ^  rn  dx" 

Mais  de  l'équation  Tx  T  fi  —  ^)  =  -7^ — ,  on  tire 

d  IVx  dlr  (  1  —  x) 

—j —j =  TT  COt  TTX  ; 

dx  dx  ' 

donc  en  supposant  que  n  soit  un  nombre  impair,  on  aura 

la  quantité     ^„_- —  est  la  même  chose  que  tT"-'. ^  „-.  > 

pourvu  qu'après  les  différentiations  on  fasse  û)  =  o  :  on  aura  donc 
dans  celte  hypothèse  , 

18 


,58  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Si  Ton  observe  de  plus  que  les  puissances  paires  de  (à  sont  les 
seules  dont  on  doive  tenir  compte  dans  le  développement  de 
cot  (7r^4-  a)  ,  puisque  les  puissances  impaires  disparaissent  après 
les  diftérenliations  ,  on  verra  qu'au  lieu  de  cot  (tTx  -|-  û)  )  ,  on  peut 

mettre  \  cot  {ntx  +  d«)  +  ^  cot  ('tTx  —  ^y  )  ou  -  ^^-'co.^^x    ^"^ 
aura  donc 

tt"        fZ"~'    /  sin  v-xx  \ 

4"  O^)  —  4»  (^ ^)  =     -^  .  -J^^  V,C0S  10,  —  cos  iîW  > 

OU  ,  en  mettant  o)   à  la  place   de  ioù  , 

4»  V'^J  —  "Y"  V^  —  ■^>'  —       m      '  de,"-'    \cos  a,  —  cos  2^X/' 

Supposons   qu'en  faisant  le  développement  suivant   les  puissances 
de  &) ,  on  ait 

_^1'\^'"^ =  A  4-  Bo)»  4-  C^4 +  N«"-  +  etc., 

cos  a  —  cos  iivx 

N  étant  le   terme  général  de  cette  suite  récurrente;   on  aura,  en 
prenant  la  différentielle  du   degré  n —  i,  et  faisant  ensuite  &)  =  o. 


£IL( ±-^ — ^^  =  N,(«—  i)(«-2)....i=:Nr«; 

J*»-'    \C05  m  cos  J^xJ  ^  ^    ^ 

donc  on  a  en  général  , 

{a)  4«  W  -  4-  (  I  -  •^)  =  ^""^  ^"N- 

(i55).  Cette  équation  peut  servir  à  déterminer  la  fonction  4»  W 
par  son  complément  4«  (  i  — •^)  >  ^^^  réciproquement;  mais  notre 
objet   est  maintenant  de  considérer  la  seule  suite  représentée   par 

J,fœ) 4"(^"~'^)'   ^'   ^"    ^^'^   *7"^    ^^    somme  de  celte   suite 

sera   donnée  ,  pour    foute  valeur  impaire    de  n  ,    par  la   quantité 
2"-'  7?"  N  ,   où  N  est  une  fonction   rationnelle  de   sin  2-^x  et    de 

cos    2  XX. 

Considérons  particulièrement  les  valeurs  rationnelles  de  x  ,  et 
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p 


soit  xz=^  ,  p  étant  <  7  <7  ;  si  l'on  fait 


1  1         .         i  1 


»       pn        (^^pY^  iq+pY        (.^q-pr'^  i^q+pT         ^^^' ' 
on  aura 

4»  M  —  4/„  (  I  —  j:)  =  ^"  z., 

et  par  conséquent  la  somme  Z„  sera  donnée  par  la  formule 

Z'.  =  —^  N. 

Réciproquement  on  aura  N  =  (^|^Y  2Z, ,  ce  qui  donnera  la  for- 
mule générale 

sin    '^ 


q 

d'où  nous  allons  déduire  quelques  corollaires. 


(i54)  Soit,  I'.  ;7=i,^=4,  /i=2m+i,  la  suite  représen- 
tée par  Z„  sera  la  somme  des  puissances  réciproques  de  degré  im- 
pair des  nombres  impairs  ,  avec  des  signes  alternatifs ,  savoir , 

^am+i  —  I        2^„,^,  -f-  ^^^4.,  —  i:^4n"  ~r-  etc. , 

et  les  différentes  sommes  Z, ,  Z3 ,  Z5 ,  etc.  se  détermineront  par  le 
développement  de  ^^ ,  au  moyen  de  la  formule 

i  =  G)^-+Gy-'^3  +  (î)Vz,+  etc. 

Cette  formule,  la  plus  simple  de  toutes  celles  qu'on  tire  de  la 
formule  générale,  se  trouve  dans  le  Calcul  différentiel  d'Euler, 
page  544. 
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(i55).  Soit,  2'.  ;;  =  i,  ^=3,  on  aura  la  suite 

où  se  trouvent  les  nombres  U  +  i  avec  le  signe  +,  et  les  nombres 
U  —  I  avec  le  signe  — .  La  somme  de  cette  suite  pour  les  diverses 
valeurs  de  n  ,  sera  donnée  par  la  formule 


jV^     _ 


COS  a 


Q^-+©'"*^'+0"^^=+«'" 


(i56).  Soit,  3^  ;?  =:  I  ,  7  =  6  ,  on  aura  la  suite 

1        ,        1  ^         I         ^ etc 


am-hi 


OÙ  les  nombres  6A^  +  i  ont  le  signe  +,  et  les  nombres  6k  —  i 
le  signe  — .  La  somme  de  cette  suite  pour  les  diverses  valeurs  de 
n  est  donnée  par  la  formule 

Au  reste  ce  cas  peut  se  déduire  du  précédent;  car  on  a  immédia- 
tement P„—  Z„=  ^  Z;,„,  et  c'est  aussi  ce  qui  résulte  des  fonctions 
d'où  naissent  ces  suites  ,  puisqu'on  a 

COS  * î  t--OS  *  +  î  COà  2a  +  ï 

(i57).  Soit,  4°.  ;?  =  I  ,  9^  =  5,  on  aura  la  suite 

rj        ,  _  _i {_     ^     . \ 1 ^  —  etc. , 

OÙ  les  nombres  5A+i  sont  affectés  du  signe  +,  et  les  nombres 
5/f  —  1  du  signe  — .  La  somme  de  celte  suite  pour  les  diverses 
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valeurs  de  n,  sera,  dormée  par  la  formule 


COS  «  —  COS  i  TT 


=Q^.+(â)'--^=+(èy'^^^=+*'^- 


(i58).  Con.side'rons  maiiilenant  le  cas  oiin  est  pair-  on  trouvera, 
par  une  auaJyse  semblable  à   celle  du  n"  i52, 

T"  V     /      •       T"  V.  /  rn         du"     '     \,COS  «  COS  27rJC/ 

Supposons  donc  que  le  développement  suivant  les  puissances  de 
fit)   donne 

=  A«  +  B:^3  -I-  C«5 +  N^y"-'  +  etc. , 


COS  u  —  COS  2«-x: 


N^w"""'   représentant  le    terme   ge'ne'ral  de  cette  suite,  on  aura  la 
formule 

4»  (^)   +   4.  (  I  —  -a^)    =    2"  TT"  N. 

Soit,  comme  ci -dessus,  x  :=.-  ,  p  <C^  (j  et  /z  =  2/?/;  si  on  fait 

on  aura  Z„  =r~j  N,  et  réciproquement  N  =  T— j  Z„ ,  ce  qui  donne 

la  formule  générale  ^ 

COS  a»  —  COS -^ — 

d'où  Von  peut   déduire  différentes  formules  particulières ,   comme 
dans  le  premier  cas. 

(iSg).  Soit,  par  exemple,  ^  =  i,^  =  4,  on  aura  la  suite 

/^sm  =  I  -f-  g^nr  "T*  guTT  ~T"  ~rsr  '~t"  tt^  H~  ^tc. , 
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dont  la  somme  Z,„.==  (i  —  ^)s,,,  S,„  désignant,  comme  ci- 
dessus,  la  somme  de  la  suite  complète  i-f-  ^7;;r4-2^ +2^ +g:^+ etc. 
On  aura  donc ,  d'après  la  formule  (c) , 

i«tangû,=(2=-i)^,S,  +  (2^-i)7!s,+  (2^-i)^S6+elc. 

Ainsi  le  développement  de  tang  cû  fera  connaître  les  valeurs  des 
sommes  successives  S,,  S^,  Se,  etc. 

7^  4.  10*7^  /(160).  Si  l'on  fait  en  général  S,„.  =H„.^='",  il  est  remarquable  que 
^  'les  coefficiens  H,,  H^,  H3 ,  etc.  pourront  être  déterminés  indiffé- 

remment par  celle  qu^on  voudra  des  quatre  formules  suivantes: 

^  i~ia)C0ta  =  H,a)'+H,a^  +  H3ft>^  +  etc.  , 

^  œ  tang&=(2»— i)H,to'4-(2^— i)H,<i)'^+(2'— OHja^+etc. 

L^i^^4    ^t^v  .-log:A-=H,a)'+lH,«^  +  jH3«^-f-etc. 

Réciproquement,  connaissant  les  coefficiens  H,  ,  H3,  H3 ,  etc.  ,  on 
aura  immédiatement  le  développement  des  fonctions  qui  forment 
■'^  .  les  premiers  membres  de  ces  équations. 

Ces  formules  sont  liées  entr'elles  de  manière  que  la  seconde  et  la 
troisième  se  déduisent  de  la  première  ,  au    moyen   des    équations 

tangie;=cotw  —  2  cot  20), -7^- =  cot  |  &)  —  cot  ct;.  Quant  à  la  qua- 
trième ,  elle  se  déduit  encore  de  la  première ,  en  multipliant  celle- 
Cl  par  —  et  intégrant. 

(161).  Si  on  compare  la  première  de  ces  quatre  folrmules  avec 
celle  du  Calcul  difîerentiel,  art.  221  ,  on  verra  que  les  nombres 
H,,  Ha  ,  H3  ,  etc.  se   déduisent  des  nombres  Bernoulliens  A',  B', 

c,:-i->-',^\     -  ■-■"-      '.  '       l^,     ,,/     t-,  >:... 

'    •■:     ù^-  l.^  ' ~    '-■    '  <"  ■ 
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ï45 


H    A'   —  ' 


H6  = 


9.^C'  1 

o,9E'  1 


2.3. ... lO 


93555 


c;  y 


*  2.3.4  90' 


9.ny 


2.3 8  "^9460^ 

2 . 3 ....  1 2         636400825 


6qi 

"" hïï::^  >  etc. 


Ces  valeurs  peuvent  se  prolonger  jusqu'au  quinzième  terme,  au 
moyen  de  la  table  des  nombres  Bernoulliens  qu'on  trouve  dans 
le  Calcul  différentiel  d'Euler ,  page  420;  mais  on  voit  que  ces 
valeurs  deviennent  fort  compliquées  dans  les  termes  ultérieurs  ,  et 
il  est  préférable  de  calculer  les  coeflficiens  H,„ ,  à  compter  de  m  =6, 

c 

par  la  formule  H„  =  4£;  car  tt""'  est  toujours  connu  avec  tel  dc^rd 
d'exactitude  qu'on  peut  désirer,  et  la  valeur  de  S,„  est  donnée  avec 
seize  décimales  exactes  dans  le  tableau  de  l'article  yS  ci-dessus. 
D'ailleurs  comme  tt''  diffère  peu  de  10,  on  voit  que  la  valeur  de  H;„, 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme  -^  +  ^îl^  pourra  toujours  être 
calculée  avec   16  + /?2  décimales  exactes.   Lorsque  m    sera  >  17, 

l'exactitude  sera  encore  plus  g^rande  en  prenant  H    ==  —  -I ^—. 

......  ^  '»•""  ^  (2^)"" 

Amsi  la  suite  H,,  H,,  H3  ,  elc.  ,   finit   par  se  confondre  avec  une 

progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  4.  Ce  dé- 

croissement  est  plus  rapide  encore  dans  les  premiers  termes,  puis- 

quon  a  H.  =  ±H, ,  H3=  ^  H„  H,=:^  H3. 

(162).  Nous  avons  remarqué  que  les  séries  qui  résultent  du  dé- 
veloppement des  quantités  cot  a,  tang  o) ,  -A-  ,  loe  -^—  ,  se  dé- 
duisent  facilement  de  l'une  d'entr'elles.  11  n'en  est  pas  de  même  de 
la  suite  qui  résulte  du  développement  de  la  quantité  -^  ou  séc^y; 

^  COS  w  ' 

elle  ne  peut  en  aucune  façon  se  déduire  de  celles  dont  on  vient 
de  parler,  et  ses  coefficiens  doivent  être  déterminés  par  un  calcul 


/».  <rr 
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particulier ,  afin  de  trouver  par  leur  moyen  la  somme  de  la  suite 

Soit  -^=iH-R,&)*H-Ka^'^+R3a^+etc.,puisque  cosû)=  i  —  -  o)* 

cos  a  2 

-j i —  o)^  — .  etc. ,  on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes , 

12  •  O  •  ^ 

K.  =  i, 

K    —   ^K ^—  A 

R3=  rR.— t4-.Ri  + 


2        "  2.3-4        '^^2.3.4.5.6  720' 

etc. 
et  les  valeurs  successives  de  Xs,m+i  seront 

Z,=J,      Z3=^,R.,      Zs^jR.,      Z,  =  5R3,      etc. 

(  1 65).  Soit  j  =  f~T-  =  log  t^^g  (  f  'Tf  +  ^  dy  )  j  si  on  substitue  la 
valeur   développe'e  de  ,  on  aura  en  inte'grant, 

'^^  cos  »  '  o  ' 

j  =  ft)  +  i  R.a)3  _|_  1  R^^5  _^  ^  K.^jyr  ^  etc. 
Cela  posé  ,  je  dis  qu'on  aura  réciproquement 

«  =jr  —  I  R.J^  +  i  R.7'  —  7  K.3  j^  +  etc. , 

c'est-à-dire  que  les  coefficiens  seront  les  mêmes  dans  les  deux 
séries  ,  à  la  réserve  des  signes  qui  sont  tous  positifs  dans  l'une,  et 
qui  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  dans  l'autre. 

Pour  démontrer  celte  proposition  singulière,  je  fais  ct)  =  (p  \/ — i 

et^=  z  \^ —  I  ;  alors  l'équation  dj  ^=  --^  devient 


,                             dm  Qd(p 

dz:=  ■  


-+:-+.-i-4+^'^-  "^''"  '^'' 


Intégrant 
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Intégrant  et  supposant  que  s  et  (p  s'évanouissent  en  même  temps , 
on  aura 

2-\-  j  z  zzz  arc  tang  e  , 

ou  ^  =  log  tang  (7-1-  I  z).   Donc   par   le    développement   de  j 
en  ûtf  ,  on  a 

<p  =  3  +  j  K.z' +  f  K,^5  +  I  Ka^^  4-  etc.' 

Remettant  les  valeurs  0  =  —^ —  ,  z  =  —^^  ,  il  vient 

a>  =j  ^  fK.7^+  |K,j5—  f  K3jK^+  etc., 
ce  qui  est  le  théorème  énoncé. 

§  VIII.  Formules  pour  la  sommation  des  suites  dont  le 
term.e  général  est  donné. 


(164).  Soit  (p  ou  (p  (x)  la  somme  de  la  suite  dont  le  terme 
général  est  une  fonction  donnée  z  ou  z  {oc) ,  x  désignant  le  nombre 
des  termes, ou  plus  généralement  ce  nombre  augmenté  d'une  cons- 
tante a,  ensorle  qu'on  ait 

cp(^)  =z(a  4-  i)-f-2  (a-|-2)+  z(a  +  3) +  z  (a:)  ; 

on  déduirait  aisément  z  de  <p  au  moyen  de  l'équation  z==(p  (jc) 
—  <p  (a:  —  1),  laquelle  donne,  par  l'application  du  théorème  de 
Taylor  , 

2_^_1,^.J_.^_  etc. 

dx         2  *  dx^         2.3  *  dsP" 

Mais  s'il  s'agit  de  trouver  la  somme  de  la  suite  dont  le  terme  gé- 
néral est  z,  il  faudra  de  cette  équation  tirer  la  valeur  de  (p  en 
fonction  de  z. 

ï9 
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Pour  cela  nous  supposerons 

ç  =  /.rfx:+|z  +  AJ^+Bë+cë4-e.c.; 

et  puisque  celte  équation  doit  être  linéaire  par  rapport  à  z  et  «p , 
les  coefficiens  A  ,  B,  C  ,  etc.  seront  les  mêmes  pour  toute  valeur 
de  (p.  Soit  donc  (p  =  e'"^^  on  aura  J3  =  e"^  (  i  —  e""")  ou  z:=he'"* , 

en  faisant  A  =  i  —  e"";  de  là  résulte  ^  =  A:me"%  ^  =ÀmV"%  etc. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  précédente  ,  ou  plutôt 
dans  sa  diflérentielle 

on  en  tire ,  après  avoir  divisé  par  ke""^. 


-^       <  -Ï7W 


j  ^  Am*  +  Brn'  +  Cm^  +  Dm'  +  etc.  =  - .  1^— t-^ 


e^      —  e 


Le  second  membre  reste  le  même  en  changeant  le  signe  de  m;  ainsi 
tous  les  coefiiciens  BjD,F,  etc.  des  puissances  impaires  de  m 
sont  nuls. 

m 

(i65).    Pour  avoir  égard  à  cette  propriété ,  nous  prendrons  de 
nouveaux  coefficiens  A ,  B ,  C ,  etc.  ,  au  moyen  desquels  on  ait 

(p  = /z  J^  +  î  ^  +  A  ^  -  B  ^  +  C  ^  ~  e  t  c . , 

et  en  vertu  du  résultat  précédent,  ces  coefficiens  seront  déterminés 
par  l'équation 

I  _j_  Am'  —  Bm^  +  C?n'  —  Dm»  +  etc.  =  -  .  \     "^  ^  — . 

Mettant  cû\/ —  i  à  la  place  de  ^  m  ,  il  vient 

I  —  «  cot  a  =  2'  Aû>*  -f-  2^  Bcà^  ■+-  2^  Co)^  -+-  etc. 
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Comparant  celte  formule  avec  la  première  des  formules  [d)^  art.  160, 
on  voit  que  les  coefficiens  A ,  B,  C  ,  etc.  se  déduisent  des  coeffi- 
ciens  H,,  H, ,  H3,  de  cette  manière  : 

A  =  lH,,     B^i^H,,     C^^Hs,     etc.; 

on  aura  donc  la  formule  générale 

{a)  ^=/.</.  +  ..  +  iH,|-lH.ê  +  iH3^-etc. 

Cette  formule  coïncide  avec  celle  qu'Euler  a  donnée  pour  le  même 
objet  dans  son  Calcul  diffl^pag.  4ï8;  mais  la  forme  précédente  parait 

préférable,  en  ce  que  les  coefficiens  -H,,  —  H,,  -^  H3,  etc.   offrent 

évidemment  une  suile  très-convergente  ,  dans  laquelle  le  rapport  de 
chaque  terme  au  précédent,  tend  de  plus  en  plus  vers  la  limite 

^  ,  ou  ^  à  peu  près. 

Pour  que  les  termes  qui  comoûsent  la  valeur  de  (p  forment  aussi 
une  suite  convergente  dans  toute  Son  étendue,  il  faut  que  les  coelïl- 

ciens  différentiels  -^  ,  -y— j,  j— 5 ,  etc.   ne   soient  pas  plus    divergens 

qu'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  /\7r*.  Dans  le  cas 
contraire ,  la  suite  dont  il  s'agit  sera  du  nombre  de  celles  que  nous 
avons  appelées  demi-convergentes ,  et  dont  nous  avons  fait  connaître 
l'usage  pour  parvenir  au  degré  d'approximation  que  leur  naturt' 
comporte.  (Voyez  part.  II,  art.  70.) 


(i66).  La  formule  (a)  donne  la  somme  de  la  suile  finie  s  (a-f- 1) 
4- s  (ût+2)  +z  (a-|-5). . .  .  +  2  (.r)  ,  en  déterminant  convenable- 
ment la  constante  qui  doit  accompagner  l'intégraleyà^o:.  S'il  s'agissait 
de  trouver  la  somme  de  la  suite  infinie 

z  {x)  -\-  z{x  -\- 1  )  -\-  z  {x  -\-  2)  -\-  etc. , 
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en  supposant  toutefois  que  les  termes  éloignes  diminuent  conti- 
nuellement et  finissent  par  être  entièrement  négligeables  ;  cette 
somme  que  nous  désignerons  par  'vj.  (jc)  ,  devra  être  telle  qu'on 
ait  (p  (jc)  -|-  4^  {^)  — 2  (jc)=:A,  la  constante  A  étant  ce  que  devient 
<f)  (jc)  lorsque  x  est  infini.  De  là  on  tire  la  somme  cherchée 

(i)      4(^)=C-/.rfx+è.-iH.j^  +  iH.|i-iH3ê  +  etc., 

C  étant  une  constante  qu'il  faudra  déterminer  par  la  condition  que 
•v[/  (x)  soit  nulle  lorsque  jc  z=.(X). 

(167).    Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse   de   trouver  la 
somme  de  la  suite  infinie 

on  fera  z  =  x~"j  et  on  aura  la  somme  demandée 

T  V,    >  («—0  x"—  ^^  2*^»  ^^    2    *  a:"-+-'  2^   •  a:"-»-3 

(c) 

On  voit  par  la  forme  de  cette  suite  qu'elle  ne  pourra  pas  être  con- 
vergente dans  toute  son  étendue  ;  mais  elle  le  sera  au  moins  jusqu'à 
un  certain  terme;  et  en  prenant  x  suffisamment  grand,  elle  pourra 
servir  à  déterminer  •%[/  (^)  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra,  excepté  seulement  le  cas  de  /z=  i ,  oiila  somme  4  devient 
infinie. 

(168).  On  peut  rendre  plus  convergente  la  valeur  de  4  W  >  au 
moins  dans  un  certain  nombre  des  premiers  termes ,  en  substituant 

au  lieu  de  chaque  coefficient  H„,  sa  valeur  -^  +  ^°"~  ^-  ,  et  faisant 
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S„ —  I  =  K,,;  on  aura  de  cette  manière  la  formule 

Tf         2.     TT-"     ctM    *     a^     TT^     dx* 
}_     Kg     d=z 

OÙ  Ion  a  fait,  pour  abre'ger, 

•y  dz  d^z  d^z 

^  ""  Tt^       2VWx3  ^  ^V^5  —  etc. 
Soit  2wx'=z  ty  on  aura  plus  simplement 

■WT  dz  d'^z    ,     d^z 

^^SF-^+^-^etc, 
de  sorte  que  V  devra  satisfaire  à  l'équation  diffërentielle 

^^    dt'    — dt' 
L'intégrale  complète  de  cette  e'quation  est 

V  =  sin  t/zdt  sin  t  -\-  cos  tfzdt  cos  t  • 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

y  =  /zdtCOs(c  —  t)  =  27tfzdjC  cos  27r  (ct^x),    ^  f  J^C^  ^ 

pourvu  qu'après  l'intégration  ,  effectuée  en  regardant  a  comme 
constante,  on  fasse  a  =  ^.  Dans  cette  hypothèse,  on  aura  la 
formule  ^^^     c  ^  t^ 

(d)  '^  W  =  const.— /s^^  4- 1  z  --/2zdx  cos  27r(u  —  a:) 

— .-^-  ^-4-2k   ^       Kg    dh    , 
2^'  '  dx  ~  2 V4  •  dx^  "~"  ïV  •  ^  +  ^*^- 

On  aurait  semblaMement  et  avec  la  même  condition. 
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(p  (oc)  =  const  -^-fzdx-^  \  z  -^f^zdx  cos  itt  {ci — x) 

(^)  ,    K^  ^_ik   ^j.ik  ^_etc 

"•    27r'^  *  dx        i2 V^  ■  c?a:^    '    aV  '  cio,-^ 

Il  faut,  pour  l'usage  de  ces  formules,  qu'orv  puisse  trouver  l'iiUe'- 
grale  f  izdx  cos  itt  (  cl —  x)  ;  c'est  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté' , 
si  la  fonction  z  est  de  la  forme  A«^  -f-  B^^  +  etc.  ,  ou  en  général 
si  la  suite  qui  a  pour  terme  général  z,  est  une  suite  récurrente; 
mais  alors  la  sommation  de  cette  suite  n'est  qu'un  problème  fort 
simple  d'analyse  algébrique. 

Dans  d'autres  cas  on  pourra  au  moins  trouver ,  par  la  méthode 
des  quadratures,  l'intégrale /az^x  cos  27r  (a  —  x).  En  effet,  pour 

une  valeur  donnée   x  =  ct,   tout   se   réduit  à  prendre   l'aire 

fizdx  cos2  7r  {x  —  a),  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=:ct. 

(169).  Pour  obtenir  des  suites  encore   plus    convergentes^   on 
pourrait  faire  K„  =  ^  +  L,„;,  L,„  désignant  la  somme  de  la  suite 

_L  _i_  J_4-etc.:  et  par  des  calculs  semblables,  on  parviendrait  à 
la  formule 

^[x)==^consi-{-\z-fzdx--f2zdxcos2'Ti{ct-x)—f2zdxcos/^^{ct-x) 

(/)  „  i^  î?i  a_  Iii.  ^ ^  ^  -j_  etc 

On  pourrait  continuer  ainsi  la  suite  des  intégrales,  sans  y  joindre 
aucun  terme  différentiel,  ce  qui  donnerait  la  formule 

4  {x)  =  const.  +  I  z  — fzdx  —  fizdx  cos  277-  (  a  —  x) 
^^  — f2zdxcos  47t(ct'—x)  ^f2zdx  cos67r(a— x)  —  etc. 

Dans   cette  formule,   toutes  les   intégrales    de    la    forme 

f2zdx  cos2k7r{oL'—x)  devront  être  prises  en  supposant  a  cons- 
tante, et  faisant  a  =  x  après  l'intégration;  on  déterminera  d'ailleurs 
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la  constante  ,  de  manière  que  la  somme  4'(^)  s'évanouisse  lorsqu'on 
fait  X  =  00  ou  z  ==  o. 

(170).  Celte  formule  est  remarquable  dans  son  espèce;  mais  elle 
ne  peut  guère  être  utile  dans  les  cas  particuliers  ,  soit  à  cause  de 
la  difficulté  des  intégrations  ,  soit  à  cause  du  peu  de  convergence 
des  termes  successifs.  Cependant  si  on  donnait  à  s  la  forme  qui 
convient  au  terme  général  des  suites  récurrentes ,  les  intégrations 
ne  présenteraient  aucune  difficulté.  En  effet,  lorsqu'on  a  z=Ae~'"% 
on  trouve 

r  j  Tr      r  \ Ae"""^  [am  COS  î2/f7r(<« — x)-\-^li7rS\nii.k'!r{ct—x)'] 

J        2ZCIX  COS  ^/CTf  (  CL X) — r     /       ■ • 

Faisant  ensuite  a  =  x  ,  cette  intégrale  se  réduit  à 

GAme"""^ 


/^^-^a  » 


et  une  somme  de  pareilles  quantités,  pour  les  valeurs  successives 
A:  =  1 ,  2 ,  3  ,  etc.  j  forme  une  suite  convergente. 

(171).  11  y  a  un  moyen  d'exprimer  beaucoup  plus  simplement  le 
second  membre  de  l'équation  {g)  ;  supposons  pour  un  moment  que 
la  série  d'intégrales  qui  y  sont   comprises  ,   soit 

fzdx -\-  rfizdx  COS  Drrr [a  —  x) -\-  r'^ fizdx  cos Içr  {^a,  —  x) 
■^l'^fazdx  cos  ôtT  (ût  —  •^)  +  etc. , 

r  étant  un  nombre  constant  <  i  ,  on  pourra  faire  l'application  de 
la  formule  • 

ï   +  2/'  cos  Ce)  +  2/-*  cos  20)  +  2/'^  COS  Scû  +  CtC.  ~~ 


1  —  2,r  cos  «  -f-  r''  ' 
et  on  aura 

(h)  4  (x)  =  const.  +  ^  z  -  ^0-./'"""^^?      V 


# 
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Concevons  maintenant  qu'on  fasse  l'intégration  indiquée,  en  regar- 
dant /•  et  a  comme  des  constantes  indéterminées  ;  qu'après  l'inté- 
gration on  fasse  a  =  ^etr=i— o),  cù  étant  une  quantité  infi- 
niment petite  ;  qu'eufîn  la  constante  soit  déterminée  de  manière  que 
l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  œ  est  infini;  on  obtiendra  ainsi  la 
vraie  valeur  de  la  somme  -^  {x). 

Un  pareil  résultat  qui  offre  la  possibilité  d'exprimer  une  intégrale 
aux  différences  finies  ,  par  une  intégrale  aux  différences  infiniment 
petites ,  n'est  sans  doute  qu'un  jeu  d'analyse  qui  ne  présente  aucune 
utilité  réelle;  mais  il  nous  a  paru  assez  curieux  pour  mériter  d'être 
soumis  aux  regards  des  Géomètres. 
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jLiES  recherches  de  nature  diverse  contenues  dans  cette  cinquième 
Partie,  sont  pour  la  plupart  une  continuation  de  celles  qui  font 
l'objet  de  la  troisième  et  de  la  quatrième  Partie  ;  les  unes  sont 
relatives  au  développement  des  fonctions  en  séries  ;  les  autres 
roulent  en  général  sur  les  moyens  de  faciliter  et  d'étendre  les  ap- 
plications du  calcul  intégral ,  par  l'évaluation  exacte  ou  approchée 
de  diverses  sortes  d'intégrales  définies. 

Dans  les  §  III ,  IV  et  V ,  on  trouvera  un  assez  grand  nombre 
de  formules  nouvelles  ,  dont  plusieurs  sont  dues  à  MM.  Poisson  et 
Caucby,  qui  les  ont  données,  le  premier  dans  les  Mémoires  de 
l'Institut^  an  i8ii  ,  2^  Partie;  le  second  dans  un  Mémoire  présenté 
h.  l'Institut  en  août  1814. 

Dans  le  §  XII,  nous  avons  traité  fort  au  long  des  moyens  de 
faciliter  ,  autant  qu'il  est  possible  j  le  calcul  des  coefficiens  de  la 
série  Po  +  2P,  cos  (p  +  2P^  cos  2(p  -f-  etc.  ^  qui  naît  du  développe- 
ment de  la  fonction  (  i  —  2a  cos  (p4-  «*)~".  Ces  coefficiens,  et  ceux 
qui  résultent  de  leurs  différentielles  successives,  prises  par  rapport 
h  a ,  forment  pour  chaque  valeur  fractionnaire  de  l'exposant  n  ,  une 
espèce  particulière  de  transcendantes  qui  jouissent  de  plusieurs 
belles  propriétés^  et  qui  méritent  d'autant  plus  d'être  examinées 
avec  soin,  qu'elles  ont  de  nombreuses  et  d'utiles  applications  dans 
}a.  théorie  des  perturbations  des  planètes. 
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§  I.   Usage  de  la  fonction  Z'a  oii^^^,  pour  trouver 
F  intégrale  f"^-^  ^^  autres  semblables ,  prises  depuis 

X  =  o  jusqu'à  X  =  I . 

1.  Nous  avons  déjà  observe  (pag.  45)  que  la  fonction  Z'«  ou 

i^^^  peut  se  déterminer  exactement,  toutes  les   fois  que  a  est 

da        *■ 
rationnelle  ,   par    la  constante    C    dont  la  valeur   a  été  donnée , 
page  68 ,  et  par  une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  arcs 
de  cercle  et  des  logarithmes.  On  a  en  effet 

Les  valeurs  les  plus  simples  de  Z'a ,  tirées  de  cette  formule ,  sont 
comprises  dans  le  tableau  suivant  : 

Z'^=— G— 2/^2,  Z'f  =  1— G— 2J?2, 

Z't  =  -G-|X3+^-^,       Z' 1  =  1 -G -1^5+^, 
Z'f  =  — G— 3/'2  +  i7r,        Z'f  =  t— G  — 3J?2  +  ^^, 

Z'l=  — C,  Z'2=:i— G. 

Nous  remarquerons  de  plus  qu'en  supposant  co  infiniment  petite  on  a 

Z'o)  =  —  -  —  G  , 

Z'  i  =  log  -  —  i  ^. 

2.  On  voit  donc  que  la  fonction  Z'a  est  plus  simple  que  Za 
oulog  Ta,  puisque  dans  chaque  période  on  peut  trouver  exacte- 
ment  une  infinité  de  valeurs  de'Z'a,  en  supposant   seulement  la 
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constante  C  connue.  La  fonclion  TJa  a  en  outre  d'autres  propriétés; 
et  d'abord  on  a  l'équation 

au  moyen  de  laquelle  la  fonction  11  oc ,  comprise  dans  une  période 
quelconque ,  s'exprime  par  une  fonction  semblable  comprise  dans 
une  période  donnée  ,  par  exemple  dans  la  seconde  période  pour 
laquelle  la  Table  des  Logarithmes  de  Y  a  a  été  construite. 

On  a  ensuite  ,  pour  toute  valeur  de  a  ,  une  équation  des  corn- 
plémens ,  laquelle  est^  dans  la  première  période, 

Z'(i  +  c)  —  Z'(^--c)  =  —  TT  tangcTT. 

Dans  la  seconde  période ,  celte  équation  est 

Z'd  +  c)  -  Z'CI-c)  =:7rtangc7r~.^^5 

c'est  ce  qui  résulte  des  formules  de  la  page  lo. 

Enfin  les  équations  (D)  ,  (E),  etc. ,  pag.  25,  donnent  par  la 
différentiation , 

Z'a  +  Z'  (  ^  +  o  )  —  2Z'  (  2rt  )  =  —  2£2  , 

Z'fl  H-  Z'  (I  +  «  )  +  Z'(f  +  «)  —  3Z'  (3â5)  =  —  5„r5 , 

etc. 

Ces  équations  servent  à  établir  entre  les  fonctions  Z'^t,  les  mêmes 
réductions  qui  ont  lieu  entre  les  fonctions  Ta ,  et  elles  offrent  les 
moyens  de  calculer  ces  fonctions  pour  une  période  entière,  en 
les  supposant  connues  dans  une  petite  partie  de  cette  période  ; 
mais  il  est  inutile  de  construire  une  table  particulière  des  fonctions 
Z'â! ,  puisqu'elles  peuvent  se  calculer  aisément,  avec  neuf  décimales, 
au  moyen  de  la  Table  que  nous  avons  donnée  pour  log  Ta.  [Voyez 
à  ce  sujet  l'art.  88  etsuiv.^  pag.  yg.) 

5.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  par  quelques  exemples,  que 
les  fonctions  TJa  peuvent  servir  à  exprimer  des  intégrales  qu'on 
n'obtiendrait  que  difficilement  par  une  autre  voie.  On  aura  d'abord. 
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en  venu  de  l'équatio»  (i),  et  en  supposant  a  el  b  positifs, 

on  en  déduit  les  corollaires  suivans  où  l'on  suppose  a<i  Qib  <i, 

r^Llm.  dx:=:  Z'i  -  Z'  (i  -«)  =  -  C  — Z'  (l— «), 
J       x—x 

r^Llu^  dx^  Z'(i-|-«)-  Z'(i~«)  ;=  l  -  TT  COtaTT. 

J        \  —  X 

Si  l'on  multiplie  la  dernière   par  da  ,  et  qu'on  intègre  les    deux 
membres  par  rapport  à  a  depuis  <z  =  o,  on  aura 

W  J  1  — a;  ^1  ^  ^" 


sin  OTT 


Faisant  a  =  i,  et  mettant  x»  à  la  place   de  .r ,  il  viendra 

/i  —  X     dx  1        I  _ 

Soit  encore  «=  f ,  on  aura^  en  mettant  o:^  au  lieu  de  x. 


le  premier  membre  =  ^ ^  ^^-q:^  .  ^7  -  t  /      _j_^.)^i'  '''''''' 
(6)  rÇiZl£l^-^  =  Iog^^; 

ajoutant  à  cette  équation  ce  que  devient  l'équation  (5)  lorsqu'on 
met  x^  au  lieu  de  x ,  on  aura 

résultat  qui  s'accorde  avec  la  formule  (i) ,  IIP  partie ,  pag.  57a. 
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4.  Soit   proposé  maintenant   de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

Q_    rx^;2A±^   prise   depuis  x=.o  jusqu'à  x  =  i.    On    pourra 

/T*^ —  '    r   1  •-""  oc  ^  Et  JC  • 
^  _^, qui^  6^^  mettant 

a;»  au  lieu  de  x,  devient  ij \__^     —  ;  on  aura  donc ,  par 

l'application  de  la  formule  (2)  , 

(7)     ./^  =  ^^'(^)-^^'G>      {:=: 

Ainsi  l'intégrale  dont  il  s'agit  sera  connue  ,  quel  que  soit  a  ,  au 
moyen  des  fonctions  Z/. 

Si  on  met  x"  à  la  place  de  ^,  ce  qui  ne  change  pas  les  limites 

de  l'intégrale,  on  aura,  en  mettant  j|  à  la  place  de  a , 

C"J  J    1  ^x"         2/1    •      \    2n    /         Qn         \9.nJ'  \x  =  i 

Si  on  multiplie  Téqualion  (7)  par  da  ,  et  qu'on  intègre  les  deux 
membres  par  rapport  à  a  depuis  a=o  ,  on  aura 

formule  qui  se  déduirait  aisément  de  l'équation  (a),  pag.  108. 

/x"' — ^dx 

toujours  entre  les  limites  x=o  ,  x  =  j  ;  cette  intégrale  se  ramène 
aisément  au  cas  de  w  =  i ,  lorsque  n  est  un  nombre  entier.  En  eflet, 

si  on  différentie  la  quantité  V  =  ,  ^  ^^Y  ' 


on  aura 


,^  (g  —  n  )  x"-'  dx  nx"   '  dx     ^ 


intégrant  ensuite  entre  les  limites  données  ,  il  vient 
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de  là  on  tire  successivement 

Q2  =  ^  +  (i-«)Qi,  . 

etc. 

Ainsi  n  étant  un  entier  quelconque  ,  on  de'terminera  ge'ne'rale- 
ment  Q(«)  par  le  moyen  de  Qi  dont  la  valeur  est  donnée  par 
l'équation  (7). 

6.  Soit  — ^  =s  ou  jc  =  — ^ — ,  l'intégrale  Q  {n)  prendra  cette 
forme 

développant  le  binôme  et  intégrant  dans  les  limites  requises  ,  on 
aura  Q  (  ;z  )  ou  . 

Cette  formule  se  termine  d'elle-même  et  donne  une  intégrale 
exacte,  toutes  les  fois  que  ?i  —  a  est  un  entier  positif;  dans  tout 
autre  cas ,  elle  donnera  pour  l'intégrale  une  valeur  approchée  et 
facile  à  calculer  ,  puisque  chaque  terme  de  la  suite  n'est  qu'environ 
la  moitié  du  précédent. 

7.  Pour   trouver    d'autres   cas  d'intégrabilité  de  la  formule.... 

r„ ,  soit  x=  — r^,  on  aura  la  transformée 

QW  =  2'-"/(i  -.)«-  (i  +  z)-^-^dz.  {l  =  ° 

Si  on  a  «  =  2a  ,   cette  quantité    deviendra  2'-"/(i  — z^y~'dz,   et 

en  mettant  z'^  a  la  place  de  z,  elle  se  réduit  h  2~''fz~^dz[i — z)""'  ; 
celle  -  ci   étant  comprise    dans  les  intégrales  Eulériennes ,  sa  va- 


CINQUIÈME  PARTIE.  §  I.  j^g 

leur  est  2-».-Ar^;    donc   on  a 

8!  Si,  au  lieu  de  supposer  n  =  2^,  on  fait  7z=:2a4-i,   ou  en 
ge'ne'ral  nz=z2a-\'k,  h  étant  un  entier,  on   aura 

Q(«)  =  2-»/./z(i  +  z)^(i  —  zj-^  • 

mettant.  2^  à  la  place  de  z  et  développant  la  puissance  (i-f-z^)*, 


on  aura 


Q(«)  =  2-^f{i^zy-^z--^dz{i  +  A-2^+  ^^  2  +  etc.) 

Les  différens  termes  de  cette  série  sont  intégrables  par  les  fonc- 
tions r  et   il  en  résulte  la   formule 

On  peut   séparer  les  termes  transcendans  des  termes  rationnels  qui 
se  succèdent  alternativement,  et  on  obtient  de  cette  manière 

(i2)  ^0+^y^-^^     rca+u  V^'^^rr-'Z^+T"' — TX3r4 — •i^+T:iHh3"^^^'^-; 

■J-g-!!~V?..  .     k.k—l.k—l         1  h.k—l.k—^.k—^.k-A  1.2  ,  N 

^  a   V''"^     rTZ3~-;q^H       1.2.3.43 — •^j-T^a+^^^V 

Cett?e  formule  se  termine  d'elle-même  lorsque  a  est  un  entier. 

9.  Il  est  également   facile   de    trouver  l'intégrale   Or  2«  —  /^  ) 

(i+:t:)^a-Aj    ^    étant   un   entier.  En    effet   on    a,    d'après  la 
formule  (9)^ 

(i  —  «)  Q  (2^  —  i)  =:  2'-^-  +  (i  —  2a)  Q  {2a)  , 
(2  —  a)  Q  (2«~.  2)  =  2^—  +  (2  —  2«)  Q  (2«~  i)  , 
etc.  ^ 

Ainsi  toutes  ces  intégrales  seront   connues,   d'après  la   valeur   d» 
Q(2«)  donnée  par  la  formule  (n). 


/ 
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lo.  Il   resuite    de    ce   qui   précède,    que    l'intégrale    Q(n)    ou 

p  ,    peut    s'exprimer^  soit   exactement,   soit  à    l'aide    des 

fonctions  Z'a  et  Ta  y  dans  les  cas  suivans  : 

i'.  Lorsque  a  est  un  nombre  entier,  l'intégrale  se  trouve  immé- 
diatement, quel   que  soit  n,  en   faisant    i  -}-œ  =  z, 

2°.  Si  on  a  n  =  a-^ kj   k  étant  un  entier,   l'intégrale  Q(n) ,  ou 

/; — ; — r-rr  ,    Se   réduit   à     rz''~^dz(i  —-zY~\  en  faisant  x  =  ; 

elle  se  détermine  donc  exactement  pour  toute  valeur  de  a. 

5°.  Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  l'intégrale  Q(/2)  pourra 
toujours  s'exprimer  par  les  fonctions  Z'«,  au  moyen  des  formules 
(9)   et   (?)• 

4°.  Si  on  a  72  =  2«  ±  A ,  k  étant  un  entier,  l'intégrale  Q(«) 
pourra  toujours  se  ramener  à  l'intégrale  Q(2«)  par  la  formule  (9), 
et  ne   dépendra  ainsi  que  des  fonctions  F. 

Si  aucun  de  ces  cas  n'a  lieu,  on  pourra  trouver  au  moins  une 
valeur  approchée,  de  l'intégrale  Q(«)  par  la  suite  convergente  de 
l'article  6. 

11.  Considérons    maintenant  l'intégrale  * 

-  rp   f*  fx'^'dx x'^-'dx\  (x  —.0 

•  ~^  V^~~fj'  ^==' 

que    nous    mettrons    sous   cette  forme , 

X  \  X  J 

La   première  partie^   en  vertu   de  l'équation  (i),  =  —  C  —  TJa\ 
la  seconde  =  log  m  (  IIP  part. ,  page  Syo)  ;  il  reste  donc  à  trouver 

la  troisième   partie  ,  V  =  /  /  -^ — 

12.  Lorsque  n  est  très-grand,    on  a  U {\ -^^  n)  :=\ogn ^  et  par 

conséquent 


ibi 
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conséquent  la  formule  (i)  donne 

mais  la  formule  (21),  page  5o,  donne 

r/   dx  nx''-'dx\  1 

Donc 

r/nx''~'dx  ^_^  x"dx  \  p 

mettant  x"  au  lieu  de  œ,  les  limites  de  l'intégrale  seront  toujours 
les  mêmes,  et  on  aura 


/  /      dx  1        x^dx 

J    l   I  —a:         n'         ^~ 


=  C; 


mais  n  étant  mfiniment  grand,  on  a  a;"=:i  —  -  log  -  ;  donc 

C'est  la  valeur  de  l'intégrale  V,    telle   qu'elle  a    été    donnée  par 
Euler  {Nova  ActaPetrop^,  tome  IV). 

Si  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  T  de  l'article  précédent, 
on  aura  T=  logm  -—  X'a,   ce  qui   donne  la  formule 

^    (iA\  pfx'^-'dx         x^-'dx\         , 

i3.  L'intégrale  que  nous  venons  d'évaluer  est  du  même  genre 
que  celles  que  nous  avons  considérées  page  107;  elle  est  compo- 
sée de  deux  parties  infinies  dont  la  différence  est  finie  et  assi- 
gnable. Quelquefois  une  même  intégrale  contient  à  la  fois  deux 
semblables  parties  ;  telle  est  par  exemple  l'intégrale 

■       .  J  i-z.-'  s 
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prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  qoj  cette  intégrale,  où  l'on  sup- 
pose a  positif  et  n^a,  est  composée  de  deux  parties,  l'une  po- 
sitive et  infinie,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=i;  l'autre  négative  et 
aussi  infinie,    depuis  js=  i  jusqu'à  z=qo;  cette  dernière,  en  fai- 

sant  z  =  -  ,  peut  se  mettre  sous  la  forme  —  /     ^__^^  ,  de  sorte 

qu'on  aura 

Mais  en  mettant  ^"  au  lieu  de  :r,  et  -  au  lieu  de  a^  dans  la  for- 
mule  (c),  page  98,  on  a 

—  dx  =:  -  cot  —  : 

1  —  a;"  n          «  ' 

donc  l'intégrale  cherchée, 

(i5)  / =  -  cot  — .  i 

De  là  on  tire  les  corollaires  suivans  ; 


=  0 
00 


/: 


dz 

=:  0 


c^^z" 


.  ^.            z'     (A  4-  BzO^z A— Bm'^  jr_  Cz  =  o 

^^^          J  JwT+^^YÎ^^^z')          c^+m^ * 2m  *  (2  =  00 

14.  Soit  proposé  enfin   l'intégrale 

J  1  +  2x  C03  ô -|- a:**  (a;z=:i 


« 


Cette  intégrale,  prise  depuis  :r==:o  jusqu'à  a:  =  co,  a  pour  va- 
leur (page  loi)  -r^ — .  — ^-T*î    mais  si  on  la  prend  seulement   de- 

puis  x=o  jusqu^à  oc=ij  elle  offre  une  transcendante  d'une 
nature  particulière,  qui  ne  peut  être  évaluée  facilement  que  dans 
quelques  cas  que  nous  allons  examiner.  ^ 
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Par  un  développement  connu ,  on  a 


sin  ô 


1  +  2XC0SÔ  4-x' 


=  sin  9  —  ^sin2Ô-{-x'sin39 — x^sml^  +  etc. 


Multipliant  de  part  et  d'autre  par  x^dx,  et  intégrant  depuis  a:=o 
jusqu'à  .r=i,  on  trouve 

m  1    /siné  sinaô     ,     sin3d  .     \ 

J-  =  "^~^(  ~~, 7—  H r^  "~^  etc.  )  : 

mais  cette  suite  est  fort  peu  convergente,  et  on  n'en  pourrait  tirer 
que  très- difficilement  une  valeur  approche'e  de  T. 

Si  cependant  l'angle  9  est  dans  un  rapport  rationnel  avec  l'angle 
droit,  on  pourra  sommer  la  suite  pre'cédente,  au  moyen  des  fonc- 
tions TJ{oc).  En  effet,  soit  6  =— tt,  me\.n  e'tant  des  nombres  en- 

tiers ^  on  aura  sin 720  =  0,  sïn{îi-{- i)^=:s{n9  cosmir,  sin(/2-f-2)9 
=  sinaôcos/WTT,  etc.^  sin2/26  =  o,  sin(2/2  +  i)9=sinô,  sin(27z4-2)ô 
=  sin2Ô,  etc.  De  là  on  voit  que  la  valeur  de  T  sinQ  se  partagera 
en  un  nombre  n — i  de  suites,  savoir, 

T„«    û                •     /i        /       1          I     cos  ma-      ,           1           ,      cos  mîT       ,     .     \ 
sme=      smâ      (   — —   H--T— -i — h— r — \ — — rr^ hetc.) 

Sm'29        (        — —       -\ ; ; r^ ; — -— ^etC.) 

-,  '     rrt\      t        '^  .      cos  Tn-x       ,  i  ,      cos  ttitt        ,      .     \ 

+      sm39    (  ——=■  -h— — -—^ — _-|— _____ -|_etc.) 

_i-„*    /  Nfl/"       '  I      cos  m;r     ,  1  ,     cos  mîT       ,   *.     \ 

^  ^    \a-\-n — 1       a-^2n — 1    '   a-\-on — 1    '  a-\-/^n — 1     '  / 

Pour  trouver  la  somme  de  ces  diverses  suites,  il  faut  distinguer 
deux  cas ,    selon  que  m  est  pair  ou  impair. 

i5.  Si  772  est  impair  ^  on  aura  cos  7727r  =  — - 1  ;  mais  par  la 
formule  du  n°  21,  page  1 7 ,  la  suite  infinie 

(tT^  ~"  7+^)  +  (i+I  —  ITP3;)  +  (34:^'^""  3+5^)  "^  ®^^* 
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a  pour  somme  Z'(i  +j)  —  Z'(i+x).  De  là  on  tire  aisément 

.„T.inG=     sin    e     [Z'(=^)_Z'(^)] 

i  si„(«_,)9[x' (2±r-)-^'(-i:F^)]' 

OÙ  Ton  peut  remarquer  que  «9  —  •:t  étant  de  la  forme  2A:rr,  puis" 
que  711  est  impair,  on  aura  sin(« — i)G=sinÔ,  sin(«— 2)9=:sln2Ô,  etc» 
Mais  il  ne  résulte  de  là  aucune  simplification  de  la  formule. 

i6.  Si  m  est  pair,  on  aura  cos  t^ztz- =  i ,  et  alors  les  diverses 
suites  qui  multiplient  sinô,  sin29,  etc.,  dans  la  formule  de  l'ar- 
ticle i4,  ont  des  sommes  infinies.  Mais  il  faut  observer  que  dan« 
ce  même  cas  on  a  %in{n — 1)6  =  — sinG,  sin(« — 2;9  = — sin2â,  etc., 
de  sorte  qu'en  réunissant  les  termes  également  éloignés  des  ex- 
trêmes, la  formule  devient 


Tsin9  =  sin  9 


—  sin.29 


±  sinÂ:9 


a-}-« — 2 

\ j ^  ^ ^  J^     g^Q_ 

•      a -\- k  a-\-n-\-k         a-^'2.ii-\-k*^ 

1  1  I 

—  etc. 


a-\-n — k         a-j-2n — k         a-^5n — k 

k  est  mis  pour  "        ,   car  n  doit  être  impair ,  puisqu'on  suppose 

m  pair. 

Gela  posé,  si  Ton  somme  les  suites  conienues  dans  cette   ex- 
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pression,   par  la  formule  donne'e  ci-dessus,  on   aura 

«smû.T=         sin   9     [z' (!î±^)_Z'(2±l)] 

,      -         si„.9     [Z'(^:-=Î)_Z'(Î±Î)] 

(.8)  +         sin39     [z'(^-=5)-Z'(!^^)] 

i  sia  Ç!=l)  fl  [Z'  (2±iS^_ Z'  C+-^"— A], 
Voici  les  cas  les  plus  simples  de  ces  deux  formules  : 

J  .-x+x»  —  ï  ^  'v"'r"/'  ~  5  '^  v"~6~>) 

4..Z'(!i±l)_.Z'(li+i) 

—  4  TTJ 


[65 


09)     ô  =  f^. 


ô  = 
8 


4 


=Fi-^[z'(t-V^'(1^)] 

•  +.Z'("-±I)-.Z'(qL5). 

17.    Par   ces   formules   on   pourra  toujours    trouver    la   valeur 
de  l'intégrale  QÇa,  9)  ==  Jl—^-^-—-  ,  quel  que  soit  a,  pourvu 

que  le  rapport  -  soit  rationnel.  D'un  autre  côté,  on  peut  toujours 

trouver  la  valeur  de  cette  intégrale  ^  quel  que  soit  9,  si  a  est 
rationnel ,  puisqu'alors  la  fraction  à  intégrer  peut  être  rendue  ra- 
tionnelle. On  voit  donc  que  dans  ces  deux  cas  on  pourra  trouver 
la  somme  de  la  suite 


sine       I      sin  20  sin  5ê 


4-3 


sin  /^6 

«  +  4 


4-  etc.; 
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dans  le  premier  cas ,  elle  sera  exprimée  par  les  fonctions  Z'  ;  dans 
le  second  ,  elle  sera  exprimée  généralement  par  des  arcs  de  cercle 
et  des  logarithmes. 

T^-iixcosd+x-  '  ^'  suppo- 
sons la  fonction  Q  («,  6)  connue  ;  s^il  s'agit  de  trouver  l'intégrale 

/-. — ; ^    ^.  . — TTo  j  prise  toujours  dans  les  limites  .r  =  o  ,  x=  i . 
(i  +  2a:  C0SÔ4- 0.=")^     *^  '  '  ' 

on  diiierentiera  la  quantité  V  =      .      tt-ts  j  ^^  ^^  ^^^^ 

*  I   —j"  2X  COS  8  ~j—  X^ 

^^    —  l+2XC0Sd  +  a?*  "^  (^i'^2xco&J-\-x^y  ' 

d'oii  l'on  déduit 

on  procéderait  semblablement  si  le  polynôme  était  élevé  à  une  plus 
haute  puissance. 

^   tr      r\        7'7  1     7       J^        x'  sin  ax    cos  ax         . 

§  11.  JJu  deveLoppement  des  jonctions  -^^j^,  ^hT^-»  ^^' 

i8.  Considérons  d'abord  la  fonction   .    ,     :  on  sait  que  son  dé- 
nominateur  peut  se  mettre  sous  la  forme 

sm  boc  =  ^x  (i  -  — )  (i  -  -^^  (^i  -  _^,  etc. 
Ainsi  on  pourra  exprimer  la  fonction  -: — r-   par  une  suite    infinie 


sin 


de  fractions  partielles,  qui  auront  pour  dénominateurs  les  différens 
facteurs  dont  sin  bx  est  composé.  -  ♦, 

Le  facteur  x  n'entre  point  en  considération ,  parce  qu'il  se  trouve 
détruit  par  un  facteur  semblable  compris  dans   sin  ax  ;  prenons 

donc  le  facteur  général  i  —  TT  >  ^  étant  un  entier  quelconque  po- 

A 

sitif  ou  négatif,  et  soit  la  fraction  partielle  correspondante  ,  _^^  ; 

on  déterminera  le  coefficient  A  en  faisant  x  =  -r-  dans  la  valeur 
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Akv  —  bx  .  r»  ..         1     .'i    ,•  /{T — ÔJC  b 

=  — T— f — sin  ajc.  Parcelle  subslilution  on  a 


sin  bx  sin  bx  b  cos  bx 

—  COS  k-x  ;  donc  A  =  —  cos  k-TC  sin  -^. 

Si  on  prend  A  successivement  positif  et  ne'galif ^  on  aura  les  deux 
fractions  partielles  qui  naissent  du  facteur  général  i  —  -^^  ^  et 
leur  somme   sera 

COS  ktt  sin  — T—         cos  ktt  sm  -7—  zrtt  cos  kjr  sin  — r— 

b  b    ^ b 

"~      Htt — bx  /ctt+ôx  /jV^  —  è^'x^       * 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  donner  à  k  les  valeurs  successives  1,2, 

5,  etc.,  et  d'ajouter  tous  les  résultats;  on  aura,  en  faisant  6=:^, 

b 
la  formule 

sin  ax /      sin  ô  2  sin  Qê    ^^     3  sin  5ô  /^s\n^6  \ 

ig.  Si  on  différentie  cette  formule  par  rapport  à  a,  on  en  déduira 

X  cosax  2  /  TT-'^cosô  4'^'^cos2Ô  q^r^cosSô  \ 

le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

T  (  cos  9  —  cos  29  +  cos  39  —  etc.) 

» 

I  Z.     a  /       COS  ê  COS  2Ô  ,  COS  56  ,  \ 

Or  on  a ,  pag.  io5 ,  la  formule 

^  6  =  sin  6  —  ^  sin  2Ô  +  I  sin  39  —  etc. , 
qui  donne,  par  la  différentiation  , 

i  =  cos  6  —  cos  2G  4-  cos  3Ô  — «  etc.  ; 
donc  on  aura  en  général, 

bx—  bx"^  ^^-^  V^i^^'è^  •~'  4^^-è^a-  +  i;^^-^^  —  ^^^-y 


sin 


•^        -^       / 
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C^est  aussi  ce  qu'on  trouverait  directement  en  cherchant  la  frac- 
tion partielle  qui  répond  au  facteur  i  —  -^  y  ^^^^  ^^  développement 

de  la  fonction  - — j— . 

sin  bx 

20.  Conside'rons  maintenant  la  fonction  — -r-  \  puisque  le  de'no- 
minateur  cos  hx  est  composé  d'une  infinité  de  facteurs  de  la  forme 

T 4_^ •[  faudra  chercher  en  général  la  fraction  partielle 

qui  a  pour  dénominateur   (  2Â:  +  i  )  tt  —  2.bx.  Soit  cette  fraclion 
,  on  pourra  supposer  A  =• , .sm  ax^ 


pourvu  que    dans    cette  expression  on   tasse   x  = ^ ;  par 

celte   substitution   on   obtient   A  =  —  2  cos  A':t  sin  (  A  + 7)  9,  en 
faisant  toujours  ô  =  -y-. 

De  là  on  voit  que  le  facteur  i  —  T^T^T'yV'-  P'^^^"^'"^  ^^"®   ^® 
développement  total  deux  fractions  dont  la  somme  est 

2cos/{!rsin  e^  +  l-)  ^  _i     Q  cos  /^g-  s'in  (k  +  ~)  6 S^xcos /{?rsin  (A+è)  ^  . 

(2/j+  l)7r  —  2bx     "^       (^Qk-\-l)7r  +  2bx  (^fe -j- i)V^— 4è"x^     ' 

donnant  à  k  les  valeurs    successives  o,  i  ^  2  ,  3,  etc.,  et  ajoutant 
tous  les  résultats ,  on  aura  la  formule 

si"g^  _  Qh-rf-^^l iL"i_i_  J-        s^"t^         _  pto  V 

Si  on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  «  ,  il  en  résultera, 
après  avoir  divisé  chaque  membre  par  x ,        ^ 


cos  ax 


.      /     cos{6  3  cos  I  ô  5  cos  I  g      \ 


cosbx 

formule  à  laquelle  on  pourrait  parvenir  directement  par  de  sem- 
blables opérations. 

21.  Les  quatre  formules  précédentes  réunies  sous  un  même  point 

de  vue  sont  ^  en  faisant  toujours  -r-  =  6, 

'  gin  éix 


(«) 
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6În  ox /    sin  fl  2  sin  2Ô       ,      3sin3d.  \ 

cosar  1  j^     ,      /    cos  fl  cos  pJ     ^^      cos3ô  \ 

3    fl  c-r,      5 


in  ax pT      /    sin^ô  sin^fl  j^        sin  |  d  \ 


611 
COS^ 

cosax /^f    cos^5  3co3|d  5  cos  |  d  \ 

^    V"— 46^^^  9^^—46^07^  "^  25^'-^— 46'a;''       etc.^. 


cos  èx  \;ï-^ — 46''vr^         97 

Euler  a  donné  les   deux  premières  sous  une  ?iutre  forme  dans  ses 
Opusc,  anal. ,  tom.  II,  pag.  yS  et  j5. 

22.  Si  au  lieu  de  oc  on  met  .r\/ —  i ,  on  obtiendra  les  quatre 
formules  suivantes.  « 

gsi — g— fl-^  /     s\nê  2  &in  2Ô       ^^    ^  sinoê  \ 

^r—=ï2       27r  (^^.^3.^.       4^;^^If&^  "T'  9^^-j-6'u"      etc. J, 

gflx^g-ax  j  y-       COSÔ  C0S2Ô  COS  3d  \ 

e"—  e-"^  0/     /      sJn  i  «  sin  l  ê  sin  fé \ 

e'--\-e-'-  ~        \7r^-{-4b'x^  ^  9^=^+46^x^  "^  25^^+4è=x='         ^     V* 


e«^_f  e-"^ .      /     cos  le  û  cos  f  ô     _,         5  cos  |  g       \ 

•gtx^g-bx       4"^  V^i^+4è^^  "^  9^^4-4è^x"  "^  257r^-f-46^x^       ^  *^'/ 

23.  Si  on  fait  b  ;=z7r ,  la  première  et  la  seconde  des  formules  (a) 
deviennent 

W     s]n  ax  s'm  a  Qs\n<2a     ,     3  sin  3a 

■ — •  -^ = -, 7 1  H r  —  etc. , 

1      cosfij*              1                cos  «  cos  2g  ^^  COS  5a 

2tX*  sin  ;»-X  2îr*X^  1  X^  4  —  '*'''*  ^^  9 — -^^  *  ' 

D'où  Ton  voit  qu'on  peut  géne'ralement  sommer  les  deux  suites 

sin  aa     ,    sin  3a         sin  /«     • 
SI"  «  —  ^^ITT  +  g^MT  —  -^  +  etc.  , 

ces  2a    .    cos  3a         cos  4a!    , 
cos  a -,-  -f-  -^^ -^^~  4-  etc.  ; 

savoir,  la  première  en  développant  suivant  les  puissances  de.r, 
la   fonction  -.  -r^ —  ,  et  la  seconde  en   de'veloppant  de  même  la 

22 
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^r.r,r>tînn  J-    ^^^^ ^—  \  c'cst  cc  qui  s'accorde  avec  les  formules 

des  n"«  io6  et  107,  IV'  partie. 

De  même  si  on  fait  b  =  ^^  dans  la  troisième  et  la  quatrième  des 
formules  (a)  ,  on  aura 

V        sin  ax    sin  g    ^^    sin  5a      .      si"  5g    ^^^ 

VV  „       cos  ex    cosa   3cos_3a         5  ces  Sa ^^^    . 

1'   coè^^x""  \—x^         9  —  ^''  25  — a:" 

d'où  il  résulte  qu'on  peut  sommer  généralement  les  deux  suites 

sin  3a    ,     sin  5a         sin  7a 
sm  ^ 3^^"^ 5^^^ p- ^  ^^*"  > 

cos  3a    ,    cos  5a        c<^s  7a    ,    ^^^ 

cos  «  —  -giji+r  -r  -gs^i+r  —  -p^fT  -r  t^i^- 

24.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  équations  {a) ,  ainsi  que 
les  équations  {h)  ,  supposent  «  <  Z»  ou  9  <  tT.  On  ne  peut  même 
faire  a=b  que  dans  la  deuxième  et  dans  la  troisième  des  équa- 
tions («)  ;  car  le  cas  àea  =  b  qui  donne  ô  =  tT  ,  rend  défectueuses 
la  première  et  la  quatrième  de  ces  équations.  Il  en  est  de  même 
des  équations  (b). 

Pour  trouver  le  développement  des  mêmes  fonctions  lorsque  a 
est  >  ^  ,  nous  supposerons  en  général  ^ 

a  z=  ^/f^  -\-  c , 

k  étant  un  entier,  et  c  un  nombre  positif  ou  négatif,  mais  moindre 
que  b. 

Cela  posé,  il  faut  réduire  d'abord  la  quantité  ^^^,  ce  qui  se 
fera  au  moyen  de  la    formule 

sin  Ajc  —  sin  (A—  2^)x  =  2smbx  cos  {A—  b)  x. 
On  en  tire  successivement 

±S^tpll!^:^±lS£^2C0s(b-\-c)x,. 

sin  bx  smbx    '  ^ 
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bx  sm  bx  V         I       /       J 


sin 


s\nCGb-\-c)  X         s'm(4^-^c)x    ,  .^j    ,       . 

— ^^-_ — ^_  =  — i:+    — ^ ^  2  cos  (5^+  c)  jr  , 

sin  bx  smbx  \         *       y       f 

etc. 

— .  .  ^  .    sin  a.r         sin  ex         , -. 

Donc  SI  on  tait  -. — r—  =  -. — 7—  +  M  ,  on  aura 

sin  ox  sin  ox  •^ 

M  =  2  cos(^4-c)  x+2  cos(3^+c)  x-f-2  cos{5b'}'c)  X. . .  .+2  Cos(a — B)x, 
série  dont  le  nombre  des  termes  est  k. 

nt  «  =  2l(b  +  c  et     , 

.    ,     sera  donné  généralement  par  la 
sin  oj;  a  r 

°!^'  '^2  =       2  cos  (âS ^)  X-\-  2  COS  (â 5Z')X.  .  .  .+  2  COS  (b-\-c)x 

,  /     sin  ô  2  sin  2é  3  sin  5fl  \ 

25.   Pour  avoir  ,  dans    le  même   cas ,  le  développement  de  la 
fonction  -; — r—  ,  i'observe  qu'on  a  la  formule 


On  voit  maintenant  qu'en  supposant  a  :=!  2.kh -\- c  et  ^=G, 
le  développement  de  '^.^  ^^  sera  donné  généralement  par  la  formule 

sin  ax 


sin  bx 

*cos  Ax — cos  (A  —  2h)x=z — 2  sin  ^x  sin  (  A  —  b)^f  * 

d'où  résultent  successivement  les  valeurs  « 


cos(2b-i-c)x         cos  ex  '      /  j     ,        \ 

— ^^-^ — T — - — = -. — r 2sm(^  +  c)a:, 

sin  bx  sin  ox  \       >       /       7 

cosCAb  -\~c)  X        cos  (ab-^  c)  X  .      .„i    ,      \ 

^^^^—7 ^—z=:  ^^—j- '- 2  Sm(3^4-c)  X  , 

sin  ox  sia  bx  \         t  ■     /       ? 


et  en  général , 

cos  ax         cos  ex 


donc  en  faisant  toujours  y  =  ô  ,  la  valeur  développée  de  ^^ 


sera 


cos  ax 
ein 


jj.  = — 2sin(a — b)x — 2sin(âf — Zb)x — 2sin(â5 — 5b)x. . . — 2sin(^+c)j: 


• 
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26.  Pour  développer  semblablement  la  fonction  — 7—,  nous  ferons 
usage  de  la  formule 

sin  Ax  +  sln  (  A  —  2^  )  x  =  2  sin  (  A  —  h)  x  cos  hx  , 

d'où  résulte 

sin  (  26  +  c')  a:  sîn  cor    ,  •      /  r     ,        \ 

î^ -—  = ; \-2Sin(b'4-'C)x. 

cos  or  coso.r  \        •       /       -' 

8in(4^  +  c)a:  sin  (aZ'  +  c')  a:    .  •      /r-r     ,       \ 

iiî — '      '      ;:=: ^ ^—Z ^2  Sin  (6^  +  <^)'^; 

cos  bx  cos  ox  ^         «       /      ' 

et  en  ge'ne'ral ,  prenant  cos  Att  pour  désigner  ( —  i)*^, 

^'""^  ;=  cos  Att.""  ^^H-^sin(a — b)x — 2sin(^— 5Z')^-f-2sin(â! — 5B)x..^ 
cos  bx  cos  bx  '  ^  ■^  ^  ^  ^  ' 

... —  2CosA7rsin(^+c)jr. 

Enfin  s'il  s'agit  de  la  fonction  r- ,  on  aura  la  formule 

*^  cos  bx  ' 

cos  Ax  -j-  cos  (A- —  2b)  X  =:  2  cos  bx  cos  (A  —  b)  X'y 

d'où  l'on  déduit  successivement 

2^liîï4LSl±  :=:,^  2^+ 2  cos  (b  4- C)X, 


cos 


bx  cos  bx 


cos 

cos  hx  "^  cos  hx 


;#     #     •  et  en  général , 


cos  ax  7       cos  ex 


,     =  cos  kit .  —j 1-  2  cos  (a — b)  x  —  2  cos  (a — Zb)  x 

cos  00?  cos  bx  ^  '  \  ,  / 

...  —  2  cos  kvT  cos  {b-4-  c)  X. 

2j.  Rassemblant  les  quatre  résultats  précédens ,  on  voit  que  si  a 
est  plus  grand  que  b,  et  qu'on  fasse  a  =  2f{b -\- c  ,  k  étant  un 
entier,  et  c  un  nombre  positif  ou  négatif,  mais  moindre   que  b^ 

ou  tout  au  plus  égal  à  ^ ,  on  aura ,  en  faisant  -r-  =  9  ,  les  quatre 
formules 


sin  ax 
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2 cos  (a — 3).c-f-2 cos (a — 36) x+9 cos (a — bb) x... 4-2  cos  (ô+t )x      ^ 


cosca: 
sin 


(«) 


-; — j— r=.  ■{  /sin*  Qsinad      .     3sin5ô  \ 

sin  ûo;       )+2t(  '      ■ — -  — i ; etc.) 

V        K^—b'x'       47F'—b'x^  ^  d7r'—b'x'  ) 

^2  sin  (a — b'^)X — 2  sin  (a — 56)  x — 2  sin  {a — 56)  x .  .  . — 2sin(6-f  c)x 

7—=-^     ,    "1    '.        ,       /       cos  d  cos  2Ô  .  cos  Oâ  \ 

bx        1  +  j \-  Qbx  (  ■— — , ,— 7 :—„ — ; — :;  H "i etc.  ) 

2sin(a — b')x — 2sin(a — 36)j:+2sin(a — 56)a:. .. — 2  cosA'7rsin(64-f)-^ 

- — r— =  ^   I  oL           7     /    sin^^               sin  ^  d                  sin  ^^  \ 

cos  bx        \  -j-Sbx  cos  liTT  ( ^ î-, î etc.  ) 

r     ^^°^(" — ^)^c— 2cos(a — 36)x+2cos(a — 5b)x... — 2cos/<Jrcos(6-f-c)x 

— — 7—  =  -(   ,    ,           .     /  cas  l  6            3cos^fl       ,       5  cos  I  ô  \ 

cos  6a;        )  4- ^tt  cos  kyr  [ r rr — ? -, etc.) 

Ces  formules  diiïèrent  des  formules  (a)  par  la  partie  entière 
qu  on  en  a  extraite,  comme  cela  a  lieu  dans  le  développement  des 
fractions  algébriques,  lorsque  .l'exposant  delà  variable  dans  le  nu- 
mérateur, est  plus  grand  que  dans  le  dénominateur.  Une  semblable 
réduction  aurait  lieu  dans  les  formules  (b)  ;  mais  elle  est  indi{piée 
plus  immédiatement  dans  ces  formules  où,  lorsque  a  sera  plus  grand 
que  b  y  on  pourra  exécuter  la  division  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur, jusqu'à  ce  que  le  plus  grand  exposant  de  x  soit  moindre 
dans  le  numérateur  que  dans  le   dénominateur. 

28.  Le  cas  où  a  est  un  multiple  de  h  mérite  d'être  examiné  parti- 
culièrement et  avec  quelque  détail. 

Supposons  d'abord  que  ce  multiple  soit  pair,  et  qu'on  ait  «  =  2/^^, 

ce  qui  donne  c  =  o ,  ô  =  o  ;   alors   les  fonctions  ^^^  et  '-" 4-  se 

sin  bx         cos  bv 

réduisent  aux  parties  entières  de  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules ((^),  et  les  séries  disparaissent.  Quant  aux  deux  autres  fonc- 
tions, elles  deviennent 

I  —  2sin  (a— 6)jc  —  2sin(a — 36)  jc  —  2.-^in(a— 56)  r.  .  . —  2  sin  6a; 
|_!-  ^  +  ,6,  (__^__  _  ^-A_.4.  _J_  >_  etc.) 

r      2  cos  (a — '  )  c  -  2 cos(fl — 36)x  -f  2  cos(a — 56)  r. . . . — 2  cos  lijr  cos  bx 

j-j-^TCOS/^Trf ^ L. et'-.l 

l'^  V— 46'^x»       9^^— 46^x^  ^  25x'^— 46"x-'-  7 


4 
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Soit  en  second  lieu  a=  (2k-}-  i)  b  ,  on  pourra  mettre  ^-f-  i  au 
lieu  de  A- :,  puisqu'on  a  également  az=2lîb-^b  et  a={2k-{-2)b — b; 
dans  la  première  supposition,  on  aura  c=  Z»,  et  dans  la  seconde 


c=z  —  b.  Alors  les  deux  fonctions  -. — r-  et        ,     se  réduisent  à  une 

sin  bx         cos  bx 

partie  entière  ,  et  ne  contiennent  point  de  série  infinie.  Quant  aux 
deux  autres  fonctions  ^?^  et  ^^^,  leurs  valeurs  serontles  mêmes, 

sin  bx         cos  bx^ 
soit  qu'on  fasse  a==  2hb-\-b  et  c=zb ,  soit  qu'on  fasse  ^=:  {2k-{-2)b — b 
et  c-=  —  Z».  Ces  valeurs  sont 


♦  r 2  sin  (a — b)  x  —  2  sin  (a— 3è)  x  —  2  sin  (a — 56)  x...  —  2  sin  Q.bx 

cosax j  1  1  \ 

^^^  .  r     2bin(a— i)a:— 2sin(a— 36)a:+2sin(a— 5Z>)j:...— 2cos/i7Tsin2&^ 

■sin  ax \  ^  ^  v 

§  III.  Z)e  V intégrale  /^-  7^^  ^  ^^  «^^^^«  semblables, 
prises  depuis  x  =  o  jusquà  x  =  co. 

29.    Supposons  d'abord    «<^  ety*==9;  par  la   première    des 
formules  {a)  du  paragraphe  précédent ,  on  pourra  mettre  l'intégrale 

r,  rûnax         dx  .,      r 

7j  z=      -. — r-  .  — ■ sous  cette  forme 

J    8in  bx     i-\-xx 

r   dx     r     sinô  Q  sin  'A^  5  sin  5é     p,p  V        p  =  o 

or  suivant  les  formules  (16)  du  §  I,  on  a  généralement  dans  les 
limites  données  , 

/dx ^^        , 
(i  +  ^')C  h-"^''  —  b'x'  )  "~  /iV^  +  b-  ' 

de  là  résulte 

TT^  sin  6  Qtt"-  sin  sfl  ^tt*  sin  5^    

A^  —  ^-^b'  "^    47^-f-  6'^    "^     e^'-'  +  ÔV 
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Celte  suite  peut  se  sommer  par  ]a  première  des  formules  (h)  du         % 
paragraphe  précèdent,  et  on  en  lire 


5r     e'  —  e 


c'est  la  valeur  de  l'inteVrale  cherclie'e    / — r—  •  ^il^. 

°  J  i  -f-  XX     sin  bx 

a  même  analyse  étant  appliquée  aux  intégrales    / — ; . , 

_  rr    T  a  J  1  _^xx     mibx^ 

/dx  sin  ax       f    dx         cos  ax  i    •        i         i  ri 

x^.+xx)-^^ibx^jTT~^x-Z^rbx^    ^"    obtiendra    les    résultats 


suivans 


at-y 


f 


s'inax  dx         ?r     e" — e""        . _^       ^^M 

sin  60:  '    1   4-  XX  2  '  e*  —  e~*  '         *       ^        ^(^ 

xdx  %     e'^-f-f'""  /^ 


(''O 


/cos  ax          xa  r  % 

sin  ôj::  *    1  -|-  x^x  2 

/sin  ax  r^x        ît     e" 

cos  Z>x  '  x(i  -\-xx)         2  *  e* 

/ 


C^L 


,i_e-6>     —      2. 


a-  «-''  ^ 


ti  "'  i 


ces  6x  *    1  -f-  XX 


/i 


3o.  On  peut  parvenir  directement  à  ces  re'sultats  par  les  consi- 
dérations suivantes.   Soit  X  ou  X  {x)  une  fonction  paire  de  x  qui    '      ^(^^") 
puisse  se  décomposer  en  un  nombre  fini  ou  infini  de  fractions  par- 

.  tielles  de  la  forme    ^_    ^,  c  e'tant  une  quantité  réelle,  ensorte  qu'on 

ait  X  (x)=:S  f  ^ J\ ,  le  signe  somme  se  rapportant  à  toutes  les 

valeurs  correspondantes  de  A  et  de  c.  Pour  avoir  Tintégi^ale  C^^^ 
depuis  x^=o  jusqu'à  jc=gc,  il  faudra  prendre  entre  les  mêmes 
limites  l'intégrale  y^^^;; -i_i____  ^  et  réunir  toutes  les  quanti- 
tés de  la  même  espèce.  Or  par  la  formule  (i6)  du  §  I ,  on  a 


donc 


'  r         Adx 

J  (c'^—x-)   (1 


■i-x''  )         2  *  c'--^-  1  ' 


t\rf.y    -/n^.=É^-4î=:^(^-);       --^-'^      ^'r^^ 
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c'est-à-dire  qu'il  faut  faire  x^  =—  i  dans  la  fonction  X,  et  multi- 
plier le  résultat  par  ^. 

Soit,  par  exemple,  XW  =  J^,    on    aura    X(v/-i)  = 
•    („./     .\  p^ g— 1        ,  r  ûwax        dx  %  e'^ — e 

5i.  Les  formules  («')  supposent  «<^';  lorsqu'on  aura  «>Z;, 
il  faudra  faire  a=2kb-{-c,k  étant  un  entier  et  c  une  quantité 
positive  ou  négative ,   mais  moindre  que  b. 

Considérons  d'abord  la  première  formule;  nous  avons  trouve 
dans  le  §  précédent,  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit  on  # 

s\nax__sincx        2C0s(^— Z').r  +  2C0s{a—3b)x  .  .  .  +  2C0s(Z'+C>. 

sii]  bx       sin  bx 

D'un    autre    coté,  par   la    formule    (i)    de  la   troisième    partie. 

page  558,  on    a 

fdxcosnx  TT  ^_„  ^ 

J       1  -i-XX  2. 

donc 

J    sin  /7X  '  1  +  xx  ^ 

Z'  sln  rr        tZx 

"■    J     sin  bx'  1  -{-xx' 

La  somme  de  la  suite  comprise  dans  celle  valeur  est 

^  . , n; =   'Tf  . 


e" — e 


etrintégrkle  ri^^  .  -^  est  donnée  parla  première  des  formules 
(«'),   puisqu'on  a  c<b;    donc  on  aura 

32.  Si  on  différenlie  celle   équation  par  rapport  à  a,  et   qu'on 
observe   qu'alors  ^  c=  i  ,  il  en  résultera  cette  autre  formule 

rxcQ^ax         dx      _  ^     ^lz±l±-£l 
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C'est  aussi  ce  qu'on   trouverait  directement  par  le  développement 

de  ^y;^^,   donné  parla  seconde  des  formules  (e)   du  §  II. 

Nous  remarquerons  cependant  que  la  formule  pre'cédente  est 
sujette  à  exception,  lorsque  a  =  (2Â:-f- i)^  ;  car  alors  on  pourrait 
faire  indifféremment  «  =  2^7» -f-^,  ou  a=(2k-\-2)b  —  b,  c'est-à- 
dire  ■c  =  bj  ou  c  =  — ù.  Or  le  résultat  de  la  formule  n'est  pas  le 
môme  quand  on  fait  c  =  b  et  quand  on  fait  c  =  —  bj  puisque  dans 

la   première  supposition   elle    donne    -  4"  — ~ — tî  >  et  dans  la  se- 


conde, -T — tr  —  7 'Tf.  11  faut  donc    recourir  à  une  autre   méthode 

e —e 

pour  trouver  la  valeur  exacte  de  l'intégrale  dont  il  s'agit. 
33.  Lorsque   a=(2k-}~ï)by  on  a  la  formule 

laquelle  ne  souffre  aucune  exception.  Si  on  multiplie  de  part  et 
d'autre  par  ^—r-g^,  le  résultat  dû  aux  termes — 2sin2^x, — 2sin4Z'x,etc. 
se  trouvera  exactement  par  la  formule  connue 


f 


xdx  sin  mx 


-  e 


— m 


l  -\-XX  2  '  « 

ainsi   l'erreur  que  nous  avons  remarquée  ne  peut  venir  que  de  l'in- 

*"S'^'^  J  ïûrr.  •  Hl^  '    4"'  ^^  P^'^l  ^t^e  -  .  ^TL^, ,  comme  l'in- 
diquerait la  seconde  des  formules  {a). 

La  vraie  intégrale,  dans  le  cas  de  a==zb ,  se   trouve  par  l'équa- 
tion {c),lY'  partie,  n°  i5i,  et  cette  intégrale  est 

/co^bx        xdx     __     7re~* 
sin  bx'  i  -\.xx         e^ — e^* 

D'ailleurs  on  a  sans  difficulté 

/xdv 
rqr-i^  (2sin2Z'jc  -f  2sin4^ji:...4.2sin2A:^à:) 


=  7r(e-^*  +  e-4\  .  .4-  e-^»)  =  ^^C^-e-c^^^^^ 


„-si 


;7r. 


e"— e" 


a3 
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donc,  lorsque  a  =  (2k-i-i)b,  oa  aura  généralement 


w  /: 


xdx  ve~ 


sin  bx  '  i-\~xx         e* — e  ** 

Ce  résultat  est  le  milieu  précis  entre  les  deux  valeurs  que  semblait 
donner,  pour  le  même  cas,  la  formule  (c). 

C'est,  au  reste,  un   phénomène  analytique  assez  remarquable, 
,,.       ,        ,        rco^nx       xdx         •       .      .  1  ^   ■<         !•«" 

aue  Imtegrale    /    .••  ,     . — ; ait    trois    valeurs  tres-aiiterentes, 

A  ^  J    èin  bx     i  -f-  XX  ' 

lorsque  a  =  (2k-{-i)b  ,  et  lorsque  a  difïere  infiniment  peu  de  cette 
valeur  en  plus  ou  en  moins.  Ainsi  co  étant  infiniment  petit,  l'in- 
tégrale Z  correspondra  de  la  manière  suivante  aux  trois  valeurs  de  «: 


a  =  {2Jx-^\)b — cû,         Z  =  -^zz^b -\- ^'^ y 
a  =  [2k-\-i)b  y  Tj 


e" — e 


TTC' 


e" — e 

-1 — '^ 


a  =  (2A^+i)^  +  &>,         Z  =  ;rr^  — r^. 

La  première  intégrale  résulte  de  la  formule  générale  (c"),  en  fai- 
sant c  =  Z»  —  cù ,  et  négligeant  ensuite  œ;  la  troisième  résulte  de 
la  même  formule,  en  faisant  a=:(2k-{-2)h — {b — cjo)  ,  ou  c= — (b — co), 
puis  négligeant  co. 

La  seule  exception  à  la  formule  générale  a  donc    lieu  dans  le 

cas  où  -T  est  un  nombre  entier  impair;    cette   exception  est  indi- 

b 

—a — a 

quée  par  la  formule  elle-même ,  qui  passe  de  la  valeur  ^_  _^  +  {7r 
à  la  valeur  -^ — -zri, — \'^  i  dans  l'intervalle  infiniment  petit  compris 
depuis  «  =  (2 A'-f~0^ — ^   jusqu'à  a=:(^2k-\ri)h-\-a>. 

—j—  .  — r — .  En 

supposant  toujours  a=z2kb-\-c,  on  aura,  suivant  l'article  26  du 
§  précédent , 


cosax 


-j—  =cos^7r.  — > — h^cosfrt — b)x — 2cosC« — 3^)x. 
ÇQ&bx  cosbx   '  V  >"  "^  ^ 

...  —  2C0S  kyr  cos  (^  +  ^)'^« 


CINQUIÈME  PARTIE.  §  III.  '    ,79 

Multipliant  par  ^-rr^,  et  intégrant  dans  les  limites  requises,  on 
aura  d'abord ,  par  les  formules  (a)  , 


/ 


cos  bx'  \  •}-  XX         2.  '  e*-j-e~*  ' 


ensuite  l'intégrale /—^r-^ — [2cos(a — b)x — 2cos(a— 3Z>)r... — 2co3kvcos(b-{-c)x'} 
a  pour  valeur  vrÇe-'^"-^^ — g-(a-3i)_j_g-(a-5i) —  cos  IcTte-^^-^'^) ,  progres- 
sion dont  la  somme  est 

Donc  on  a  en  général 


(e)  /   r-  .  — *- ~  =  -  cos  ATT  .    ■    .     _■  + 

^    ^  J    cos  bx     1  +  XX         2  e*  -f-e  "     ' 


we 


e*-fe-** 


Celte  formule  n'est  sujette  à  aucune  exception;  car  si  on  avait 
fl  =  (2i+0^>  ^^  ^^^  donnerait  en  même  temps  a z=  [2i-\-!2)h — b, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  donnera  le  même  résultat,  soit 
qu'on  fasse  A' =  i  etc:=^,  soit  qu'on  fasse  A:=/-f-i  et  cz=. —  b. 
Alors,  en  effet,  les  deux  facteurs  cosA':t  et  e"  —  <3""%  changeant 
à  la  fois  de  signe ,  leur  produit  reste  toujours  le  même, 

35.  Soit  proposé  enfin  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

rj    r  sin  ax  dx 

J  X  cos  bx  '  \  -^  XX  ' 

lorsque  a  =  2kb  -\-  c.  Alors  on  a,   par  les  formules  du  §  précédent, 

sin  ax                ,        sin  ex    ,    t. 
J—  =  COS  KTC  . 7 f-  P  , 

cos  bx  cos  bx  ' 

P  =  2sin(â!  —  b)x —  2sin(a — 3^)jc  +  2sin(«  —  Sb)x. . .  . 
...  —  2C0sA7r  sin  (b  -\-  c)x. 

Mais  au  moyen  de  la  formule   /      ^^^'"^■^    __.  f /j — g-a\     donnée 
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troisième  partie,  page  56o,  on  trouve 
r   vdjc      __r       7r(i  — i  +  i....— cosÂ:7r) 

La  série  i i  + 1 . .  .  .  —  coskTt  a  pour  somme  ze'ro,  si  k  est  pair, 

et-i  si  k  est  impair;  donc  celte  somme  est  repre'sentée  généra- 
lement par  ^(i — cosA;r);  quant  à  l'autre  série /elle  a  pour  somme, 
comme  dans  Tarlicle  précédent, 

e""  —  e~'^  cos  k-r 


TT. 


Donc  en  substituant  la  valeur  de  fj'^J"^^  •  TT^v'  donnée  parles 
formules  («'),   on  aura 

Cette  formule  n'est  encore  sujette  à  aucune  exception  ;  car  lors- 
qu'on a  a  =  {2i-^  i)b,  soit  qu  on  fasse  k=i,  c  =  Z',  ou  A=t-f-i, 
c:z= by  on   obtient   toujours  le  même  résultat,  savoir, 


2  e'+e-'' 

Ainsi,   par  exemple,  lorsque  ^=:è,  on  a 

/clx  tang  gjc  ^     e" —  e""" 

Celte    formule    étant   combinée   avec   la  formule  (d)  du  n"   i5i, 
quatrième  partie,   qui  donne, 

/xdxta.n^ax  ^e~' 

on   en  tire 

/dx  ,  I  _ 

—  tangV7a;  =  ^7r. 

Or  celle-ci  peut  se  démontrer  directement;  d'ailleurs  elle  se  dé- 
duit  de  la  formule   (d)  qu'on  vient  de  citer,   en   faisant  m~o. 
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36.  Il  résulte  de    ce  qui  précède ,   que   lorsque    «  est  >  ^  ;   si 

on   fait  a:=i2kb-\-c  ^  k  étant  un   entier  et  c  étant  plus  petit  que  ^, 

ou  tout  au  plus  égal  à  ^,  on  aura  les  quatre  formules  suivantes: 


/sin  nx         dx 
sin  bx  '  i  -\-xx 


dx  V     e^-^-e   '^ — -ae" 


o— » 


2  e" — e 

oscfjc        xdx         V     e' — e~^+2e' 


/COi 

/ 


=  -  COSA-77-.-TT-^,  +  .i_L.-*- 


La. seconde  de  ces  formules  est  la  seule  qui  soit  sujette  à  excep- 
tion ,  lorsque  az=.  {p.k-\-\)h)  alors  cette  formule  doit  être  remplacée 
par  la  suivante  : 


/ 


cosajc  xdx we   " 

%\nhx.'    \-^xx         e* — e"** 


37.  Si  on  différentie  par  rapport  à  <5!  la  quatrième  des  équations 
(/'),  on  aura,    en  observant  que   dci=.da  ^ 

ni\  C  Av\  ax        xdx  w  -,       e'^-\-c~'^     ,       Te"" 

^    ^  J    cosbx      i-i-xc  2.  e*-|- e~*     '     e*+e~*  , 

Ajoutant  cette  équation  à  la  troisième  des  équations  (i')  ,  il  viendra 
/  7/x  Pdx      sin  ax         tt  ,  ,     ^ 

Ce  résultat  peut   être  vérifié   directement  de  la   manière  suivante. 

58.  Soit  pour  plus  de  simplicité  ^  =  i ,  ce  qui  ne  diminue 
pas  la  généralité  de  la  formule,  et  soit  proposé  de  trouver  l'in- 
X  '        1       rj  rdx  sin  ax  .  ,  ,  .       ,        , 

icgraie   Zj=       ___  •  nous  considérerons  cette  mtegrale  comme 

composée  de  plusieurs  parties,  la  première  depuis  x  =  o  jusqu'à 
x=7r;  la  seconde  depuis  jc  =  7r  jusqu'à  x=27r,  et  ainsi  à 
1  infini. 

Pour  avoir  la  première  partie,  je  fais  successivement  .x=:j7r — ci), 
a:  z=  \ -X -\-  (a  ,    et   prenant ,    dans  les  deux  cas,   doc  =  d:à ,  j'aurai 
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l'infégrale 

/*da>       /  sin  (  5  aTT  —  -i  aa)         sm  (^  g-r  -{-{aa)  \ 
sina'V  Itt  —  a  i-TT-f-a  /* 


OU 


/•  da        /2a  sin  ^  aTT  cos  a^  —  ît  cos  j  air  sin  a»\ 


qu'il  faudra  prendre  depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =  |  tt. 

La  seconde  partie  ,  depuis  a:  =  cr  jusqu'à  jc  =  2rr,  se  trouvera 
de  même  en  faisant  successivement  x  =  |  tT  —  o),  jr=|7T-f-^  ,  et 
on  aura  l'intégrale 

/*  âa     /2«  sin  |  ûT  cos  au  —  St  cos  |  av  sin  aaiN 

qu'il  faudra  encore  prendre  entre  les  limites  o)  =  o ,  «==|7r. 
Si  l'on  continue  ainsi  indéfiniment  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

-_   2  sin  ^  a-»         2  sin|  qtt         2sin  f  ctt,  a 

^   îTCOS^CTT        57rco5-|a7r    "      57rcos|g7r 

rinté^rale  cherchée  Z  sera  transformée  en  une  autre  qui  doit  être 
prise  depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =  |  tt  ,  savoir 


Z 


M«Ja)  cos  fl'û)  C^da  sin  a» 


/M«na)  cos  fl-û)  r 

sin  <y  J 


sin  a 


Maintenant  il  résulte  des  formules  (a)   du  §  II ,  qu  en  supposant 
^  <  I  ,  on  a 

T,  -•  sin  au  TVT         cos  au 

M  = ,      IS  = . 

<ii  cos  u  cos  « 

Donc  en  faisant  la  substitution  ,  on  aura  Z  =  o.  Lors  donc  qu'on 
suppose  «  «<  I  ,  on  aura 

'  dx  sin  ax 


/- 


a:  cos  X 


Lorsque  «=  i  ,  cette  formule  cesse  d'être  exacte  ;  on  voit  en  effet, 
dans  ce  cas ,  que  tous  les  termes  qui  composent  la  suite  N ,  sont 

nuls ,  et  qu'ainsi  on  a  N  =  o  ;  dans  le  même  cas  on  a  M  =  ^  ^^^  ^  , 


^■^m^^. 


CINQUIÈME  PARTIE.     §111.  i83 

ce  qui  donne  Z  =fdco  =  a)  =  ^7r.  Donc  on  a  alors 


/ 


tljc 

—  tang  jc  ==  ^TT  ; 


ce  qui  s'accorde  avec  une  formule  déjà  Irouve'e. 

Si  dans  les  deux  formules  préce'dentes  _,  on  mçt  bxa  la  place  de 
a:  et  ^  au  lieu  de  ^,  on  aura,  en  supposant  a  <C  if , 

'dx  sin  ax 


f 


^s  bx  ,  ■* 

et  lorsque  a  =  b  y 

f—  tang  ax  ==  ^TT. 

39.  Il  faut  maintenant  trouver  la  valeur  de  la  même  intégrale 
lorsque  a  est  >  b;  pour  cet  effet  nous  supposerons  à  l'ordinaire 
a  :=  2kb  ~{- c  ,  k  ëlant  un  entier,  et  c  étant  moindre  que  b.  Or  on  a 

sin  007  +  sin  ( a  —  ab)  x  .      ,  ,  . 
-^^^^ =  2sm(«~^)^, 

de  là  on  tire 

rdxjmax  rdxhm{a-r-^h^x  r.dx     .     ,  ,^ 

i    X  co.  bx  -^J  j'^^iTh^ =  V  -sin(a'^b)x  =  7r. 

Donc  on  a  successivement ,  lorsque  c  n'est  pas  égal  à  ^ . 


et  en  général , 


f 
f 
f 


dx  sin  (  26  -j-  r  )  0? 

X  cos  bx  ' 

dx  sin  (4b-\-  c)  x 

X  cos  bx  ' 

dx  sin  (6b-i-c)  x 

^^ ^ /yj»  . 

X  COS  bx  * 


/dx  s\n  ax         ve  ,  ,     . 

^^^^^^=-(1— cosÂtt), 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (/'). 

40.  Celte  formule  est  cependant  sujette  à  exception  lorsque  a  =  b, 
et  en  général  lorsque  a  =  (  2A  +  i  )  Z».  En  effet ,  dans  le  cas  de 
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rdx  sin  bx         w       i,    v    i,         i  rj    -, 


/ 
/ 


dx  sin  3Z>j;  tt  v 

X  cos  ôx                          2  2 

c?j:  sin  5Z>x  f ^r 


X  cos  6x 
et  en  général  i  étant  un  entier  quelconque,  ^ 

/dx  sin  ( ai  -f-  1  )  ^-^ ^ 
a;  cos  bx  a* 

On  voit  a  priori  pourquoi  la  formule  (/')  ne  peut  avoir  lieu  lors- 
que «=2/^  4-^  ,  c'est  qu'on  peut  faire  également  «=(2/ +2)^ — Z», 
ce  qui  donne  Â:=  /  ou  A'  =  /  +  i.  Or  ces  deux  valeurs  de  k  donnent 
pour  -  (  I  —  cos  Att)  ,  deux  valeurs  différentes  o  et  7f.  La  vraie 
valeur  de  l'intégrale  est  une  moyenne  ^  entre  les  deux. 

4i.  Puisque  Ja  formule  (/')  est  sujette  à  exception  lorsque 
a=:{'2i+\)h  ,\\  s'ensuit  que  la  formule  {k')  est  sujette  aussi  à 
exception  dans  le  même  cas ,  sans  quoi  la  différence  des  deux  ne 
pourrait  donner  la  troisième  des  formules  {i')  ,  laquelle  n'est  sujette 
à  aucune  exception.  Or  on  a  toujours 

/^Jrpinar  rs\nax       xdx     C  sin  ax  dx      ^ 

J    X  cos  bx         J    côTbx  '  1  -i-xx       J  x  cos  bx   *  1  +xx  ' 

donc"  dans  le  cas  de  «  =  (2/ -h  i  )  ^,  la  formule  {k' )  doit  être 
remplacée  par  celle-ci, 

,        rsxnax        xdx     yre"" 

J    cos  bx  '  \  -{-XX         e*  -f-  e~* 

lorsqu'on  a  simplement  a  =z  b ,  cette  formule  s'accorde  avec  la 
valeur  counue  de  fd^^p^,  {Voyez  la  formule  (J)  du  n°  ï5i  , 
IV*  pallie.)  , 


JIV. 


CINQUIEME  PARTIE.     §  IV.  i85 

^  IV.  De  Vintéo-rale  7a  =  Tî-i! Jx  sin  rx>  eu  autres 

semblables  ,  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  oo. 

42.  II  faut  supposer  «  <;  tt  ,  sans  quoi  l'intégrale  deviendrait  in- 
finie ;  cela  posé  ,  on  pourra,  en  vertu  des  formules  {b)  du  §  II , 
mettre  l'inte'grale  Z  sous  cette  forme  : 

rj f^dx  sin  rx         /*  zxdx  sin  rx  r  cos  a  cos  za  ^,     cos  3a  \ 

J      7^         J         ^        Vi  -i-  x^      4H-x^  "^  94-^'      ^  ^*/ 

Mais  dans  les  limites  donne'es  .  on  a  trouvé  /  .^  ^  ''^^"  ^^  — ^^  e"*"', 

,   rdx  .  TT     , 

et  /  —  sm  7'X  =  -  ;  donc 

Z  =  I  —  e-'  cos  a  +  e"""'  cos  2«  —  e~^''  cos  3^  +  etc. 
Or  la  suite  z  cos  a  —  z'cos  2a  -f-  z^  cos  5â!  —  etc.  est  le  développe- 
ment de  la  fonction  — ^  ^"^  ^    —, — -  ;  donc  en   faisant  ;?  =  e~',  ou 
1  +  az  cos  a+a"  ' 

aura  l'intégrale  cherchée 

,  (e~'"cosa  -f~  e~'"')    ^  e'' — e"*" 


Z  =  4 


1  +  se  ''cosa-^e~"       "'e'-j-e  ''-}- 2  cos  a* 

43.  SoitproposésemhlablementrintégraleZ=/  -^ji^ — ^^^^i^a^cosr^, 

dans  laquelle  on  suppose  toujours  a  <  tt  ;  on  pourra ,  au  moyen  des 
formules  (b)  du  §  II ,  mettre  ceite  intégrale  sous  la  forme 

rr  ^    Tj  /  cos  i  a         3  cos  |  a    .     5  cos  |  a  ,     \ 

Effectuant  les  intégrations  au  moyen  de  la  formule  connue 


dx  cos  rx         TT  ,     M      •       1 

=  —  e   %  11  viendra 


m'  4-  ^"  2m. 

Z  =  e~â'^cos^«  —  e""â'"cos  |  ^4"  ^'"''^cosl  a  —etc. 
Mais  on  a 

cos  9  —  ;5  cos  3â  +  2»  cos  5Ô --  etc.  =     O+O^"^     . 

'  X  +  22  cos  20  +  2,* 

24 
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donc  en  faisant  z  =  e-%  S=i  a,  on  trouvera  Z  ou 


/; 


+  6-'='^    ,  (e^^  '■  +  e~  ^  '")  cos|a 


dûc  cos  rx  = 


+  g— ^^  e'"  -f- e~''+2C0sa 

44.  Par  une  analyse  semblable  ,  ori  déduira  des  formules  (b  ) 
du  §  If ,  deux  autres  intégrales  ,  que  nous  comprenons  avec  les  deux 
précédentes  dans  le  tableau  suivant  : 


e    —  e 


(«') 


/ 


e^x__ 

g-^X 

,^ax  _^ 

g-«x 

e'^^-t- 

g-^x 

•e«^  — 

g-ax 

e^^  + 

g-^x 

.e«^_ 

-ax 

e''-\-e    '^  +  2  cos  a 


/ ■ ojc  sm  j'x  z=z  ^. 


/ «JC  cos  r^  =  -^^ 

J   ^x  _|_  Q—7CX  e''  4-  e    '^+  2  cos  a 


,        .                  U"^    — e     ^^    )sin^a 
dx  sin  rjc  ;=  -^^ 37— 

e    +  e       +2  cosa 

e  ,  sin  a 

dx  cos  rx  ^= 


e'^  -f-  e    '^  +  2  cos  a 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  intégrales  sont  prises  depuis 
X  =  o  jusqu'à  X  =  GO  ,  et  qu'elles  supposent  «  <  tt. 

45.  Les  principaux  corollaires  qu'on  déduit  de  ces  formules,  sont 

/dx  sin  rx     1    e^  —  1 

Ç   dx  cos  Yx    _i i  g'^ 


"^xdx  cos  rx 


(*") 


/xcZa:  cos  rx  


fe^'+O^' 


xfZx  sin  rx 

.ax  „— ax 


4*  ,    1 
e     "^ 


7   e'^^-fe----         -^    (ei'-+e-î'-) 


dx  =  j  tang  ^  a  , 


[    g — TTX  2  cos  â  a 

Ces  formules  sont  faciles  à  vérifier  par  le  développement  en  séries 
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et  les  formules  d'inte'gration  connues.  D'ailleurs  on  peut  observer 
que  la  troisième  et  la  quatrième  se  déduisent  de  la  première  et  de 
la  deuxième ,  en  différentiant  celles-ci  par  rapport  à  r. 

Ces  formules  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'en  fournir  une  infinité 
d'autres  par  la  diffèrentiation  ou  l'intégration  relatives  aux  coeffi- 
ciens  a  et  /•. 

Par  exemple,  si  on  multiplie  la  cinquième  et  la  sixième  par  da y 
et  qu'on  intègre  chaque  membre  depuis  a  =  o,  on  aura  les  deux 
formules 

J         e'rx_g-7ra:      '    x  ^  \  COS  i  a/  » 

(c') 

J  -^^r^T^^'-^  =  log  tang  (^  +  ^J  ; 

la  première  s'accorde  avec  l'équation  (b),  page  109. 

46.  Considérons  de  nouveau  la  première  des  équations  (a")  ;  si 
on  multiplie  chaque  membre  par  e~'^''dr,  et  qu'on  intègre  par  rapport 
à  r,  depuis  r  =  o  jusqu'à  /^oo;  comme    o»   a    dans    ces  limites 

ÇQ-mr  ^j,  g-jj  j,^  __.  _^ —     jj  viendra 

•'  m"  -f-  x*  ' 

J    Q^x ê~'^x  *  m^  4-  x^"  *  J    e""  -h  e~'  +  2  cos  a 

Si  on  fait  e~  '  =  z,  le  second  membre  prendra  la  forme 

^J    1  -f-  2z  cos  a  4-  z^  *  |z=x 

intégrale  qui  pourra  s'exprimer  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes toutes  les  fois  que  m  sera  rationnel.  Par  exemple ,  si  on  a 
77i  =  I ,  on  trouvera 

Si  on  multiplie  celle-ci  par  da ,  et  qu'on  intègre  chaque  membre 
depuis  «  =  o ,  on  aura 


/: 


==  —  J  a  cos  a  -{-J  sin  a  log  (2  +  2  cos  a  ). 
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47.  En  général,  soit  Z  =  i/^ij^^f^^  ,  le  développement 
en  série  donne 
(i^z^jam-i    __^^_, — 2z'"cosa-{-2z''-^'cos2a  —  az^-^'cosSa  +  etc.  ; 

i+i^  cosa-f-z'' 

mullipliant  par  ^  c?z  et  inte'grant  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  i ,  d 

viendra 

„  ,     1  cosa      .    cosaa cos^g  ^^ 

Cette  suite  représente  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  J  ^^^  _  _^^ 
_jcdx__    ^^.g   ^jj^   ^,gg^  ^ggg2;  convergente  pour  servir  au 

m^  -\-  x"^ 

calcul  numérique  de  cette  intégrale  ;  et  nous  remarquerons  seule- 
ment qu'elle  a  la  propriété  d'être  sommable  par  arcs  de  cercle  et 
par  logarithmes ,  toutes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  rationnel. 

On  déduit  des  formules  de  l'art.  i4j  J  1>  ^^^  ^^^^^  valeur  de 
Z ,  laquelle  est 

Z=      — i_/^iilliL— 'i^l^H-?^^  — elc.^ 

2sina\     m  m+i         7n  +  2  / 

1       /  sin  a  sin  2.a     .     sin  '5a  \ 

'"' 2sina  \m-f-2         7n-f-3         ^  +  4  '^ 

rj  1      /      sin  a sin  sa  .  S'"  5a elC.Y 

sin  a  \7n.m  +  2         m-f- 1  .m-|-3  ""^  m  +  a.m  +  4  / 

Cette  formule  est  plus  convergente  dans  les  premiers  termes  que 
la  précédente  ;  mais  elle  ne  peut  donner  encore  qu'une  approxi- 
mation assez  bornée,  parce  que  le  rapport  de  deux  coefliciens  con- 
sécutifs tend  de  plus  en  plus  vers  l'unité. 

Au  reste  l'identité  des  deux  expressions  est  facile  à  démontrer 
immédiatement  ;  car  si  on  multiplie  par  sin  a  la  suite 

1  cos  a     ,     cos  2a         cos  r5a     ,       ,^ 

T^  +  etc.  f 

2m  m-\-l  TM-f-îi  TM-f-O 

le  produit  sera 

sin  a         ,    sin  2a^^  ,    sin  3a  —  sin  a         ,    sin  4^  —  sin  2a  ^| 
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et  il  se  réduit  ulte'rieuremenl  à 

sin  a  sin  2a  .  sin3a 

—  etc. 


On  peut  encore  multiplier  cette  dernière  expression   par  sin  a , 
et  le  produit  sera 

1  .  cos  a 


zm  .m +2         "'m  +  i.m  +  3 
2  cos  2a  ,  2  cos  3a  2  cos  4a 

"•"    Tr,_l_l       7r._l-^Tn_t-P.    "~"    7r7  _1_  O      m  _i_    /     Tr.1JI~C  "T"elC.   ; 


mais  la  valeur  de  Z  qui  résulte  de  ces  transformations  n^est  con- 
vergente que  dans  les  premiers  termes  ,  et  ne  peut  donner  que 
difficilement  un  certain  degré  d^approximalion. 

48.  Reprenons  la  formule 


/ 


dx  sm  ro:  =  4: . , 


et  soit  a-==.'^ — &>,  cà  étant  infiniment  petite  on  aura,  en  substi- 
tuant et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  «y"  dani  le  second 
membre , 

/MX    i_    — ux  r  _i_ 
dxûnrœ-\-  Ce—'^^dx&u\rx-=z\^, — -"t—, 
e^^^  — 1                        ^-^                                    *    e'"  — 1 

Mais  en  intégrante  l'ordinaire  dans  les  limites  ^  =  0,  a:  =  oô,  on  a. 

f  e—'*^  dx  un  rx  z=  -^—-—^ 'j  donc    en   négligeant   les  quantités    de 

l'ordre  &)%  dans  les  deux  membres,  on  aura  la  formule  suivante, 
dans  laquelle  cù  n'entre  plus, 

/dx  sin  rx ,      e''  -|-  i  i 

Cette  formule,  développée  suivant  les  puissances  de  r,  reviendrait 
aux  formules  connues   par  lesquelles  on  détermine  la  valeur  de  la 

suite    ï+~«"4"5^  +  7;,H-  etc. ,  n  étant  un  nombre  pair. 

49.  Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par 
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g_mr^^  et  intégrons  depuis  rz=o  jusqu'à  r  =  co,  nous  aurons 

Si  on  fait  e-^=s,  et  qu'on  appelle  T  1  intégrale  /  /  -y— ^ "T"  ) 

prise  depuis  z==o  jusqu'à  z  =  i,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  se  réduira  à— ^  +  ^T  j  il  ne  s'agit  donc  que  de 
trouver  T.  Or,  par  la  formule  (i4)  du  S I,  on  a  T  =:log  ??i  —  Z'w  ; 
donc 

r  ^^-^ —  —  i-'-f-Mogm  — ^Z'w; 

et   dans  le  cas  de   m=i, 

r___^cdx__ L^LTji  =  i-G  —  i  =  0.038607832450. 

J  (e^^^— 1)  (1+^0  '^ 

5o.  Considérons  maintenant  la  formule 


f-. 


dx  cos  rx 


r-^x—      Lr    .    ,-ir> 


e^^  +  e— -         ^â'+e 


et  multiplions  chaque  membre  par  e— Jr;  si  on  intègre  de  part 
et  d'autre  depuis  /■  =  o jusqu'à  r^co,  ce  qui  donne /e-"' ^r cos ro: 


^       ,  on  aura 


m^  -j-  X 


m— ^ 


Soit  e-'=z,  le  second  membre  deviendra  ^J  ^fq~?  celle 
intégrale  devant  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  s=  i.  Donc  en 
vertu  de  la  formule  (7)  du  §  I ,  on  aura 

de  sorte  que  cette  intégrale  pourra  toujours  être  évaluée  facilement 
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au  moyen  des  fonctions  T-!  {a)  dont  on  a  montré  l'usage  dans  le 
§  1.  Elle  sera  d'ailleurs  dëterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes y  toutes  les  fois  que  m  sera  rationnelle.  C'est  ainsi  qu'on 
trouve,  dans  les  cas  de  /?2=  i  et  w==i,  les  formules 


dx 


dx 


loff  2. 


(e--+e— )(i+xO  ^ 


5  V.  De  V intégrale  f 


'dx 


COS  X 


5i.  Supposons  d'abord  «  <  i  ,  et  soit  a  =  cos  Q  ;  celte  valeur 
peut  représenter  une  quantité  négative  en  prenant  6>^7r;  mais 
pour  plus  de  simplicité  ,  nous  supposerons  ô  <  ^  tt  ,  et  nous  con- 
sidérerons séparément  les  deux  intégrales  ; 

P  z=z    f  ^"'^■^'^^"^  r\  . r  3c"'dxsmx 

J    COS  a: -f- COS  ô  '        ^        J    cos  a:  —  cos  6^  # 

*que  nous  supposerons  prises  toutes  deux  depuis  x  =:  o  jusqu'à  une  ' 
même  limite  jc  =  a. 

Les  quantités  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  a  et  9 ,  qu'on  peut 
désigner  par  P  (a,  6)^  Q  (*,  â),  et  ces  fonctions  ont  entr'elles 
des  relations  qui  méritent  'd'être  remarquées.  On  a  d'abord 

p  j^  y^  /'qx'"  dx  sin  x  cos  x 

^        J       cos'-'a: — cos^ô      ^ 

ou ,  en  faisant  2X=:z, 

^  J     cos  Z  —  cos  2Ô*  1  Z   r=   Qec 

L'intégrale  en  z  n'est  autre  chose  que  la  fonction  Q  dans  laquelle 
on  mettrait  2a  et  2Q  à  la  place  de  a  et  G  ;  ainsi  on  a  généralement 

CO  p  (a,  Q )  +  Q  (a,  6)  ==  2— Q  ( 2^,  29). 

02.  D'un  autre  côté,  si  on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  la  gran- 
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deur  de  Ô  ,  on  a   évidemment 

donc  la  fonction  Q  doit  satisfaire  à  l'équation 
Réciproquement  on  tire  de  cette  équation 

d'où  l'on  voit  que  la  transcendante  Q(ot,  9)  peut  s'exprimer  par 
deux  transcendantes  semblables  dans  lesquelles  la  limite  a  serj^ 
deux  fois  moindre.  Celles-ci  s'exprimeront  semblablement ,  cha- 
cune par  deux  autres,  dans  lesquelles  la  limite  sera  encore  deux 
fois  moindre  ,  ainsi  de  suite.  Donc  la  transcendante  Q ,  pour  une 
limite  donnée  et,  peut  se  déterminer  par  des  transcendantes  sem- 
blables qui  répondront  à  des  limites  aussi  petites  qu'on  voudra. 
Lorsque  x  demeure  très  -  petit  dans  toute  l'étendue  de  l'inté- 

*»4eime  Q  (oc.  G)  ==  j^;;z^j-i'=^^y  ^^''  ''  ''''  '^  ^'''''''^  ^  ""^ 
seul  terme  pour  exprimer  Q  (a,  ô)  ,  la  formule  (2)  donnerait  une 
valeur  entièrement  semblable  pour  Q(!ia,ô),  Q(4^,ô),  etc., 
laquelle  cesserait  bientôt  d'être  assez  approchée.  Il  faut  donc  ad- 
mettre d'autres  termes  dans  la  valeur  de  Q(a,9)  lorsque  a,  est 
très-petit  ,  pour  pouvoir  en  déduire  avec  une  exactitude  suffi- 
sante ,  la  valeur  de  cette  fonction  lorsque  et  est  d'une  grandeur 
quelconque. 

53.  Pour  avoir  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  Q ,  j'observe 
qu^çn  intégrant  par  parties  on  a 

Q  =  —  Jc""  log  (cos  X —  cos  9  )  -f-  mfx""~^  dx  log  (cos  x  —  cos  G)  ; 

*  il    faut ,   pour    aller    plus    loin  ,   avoir  la   valeur    développée    de 

log  (  cos  X  —  cos  G).    Or  en  faisant  m  =  cos  G  -\-  }/ —  i  sin  G  , 

M  =  cos  (tt— G)4-  y/— 1  sin  (tt  —  G)  =  e^'^-^^V^"',  on  peut 

mettre 


■y- 
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mettre  cosjc  —  cos9  sous  cette  forme 

cos  X  — .  cos  9  =  I  M  (  I  —  me^y"-^)  (  i  —  me-''^-~^). 

Prenant  les  logarithmes  et  de'veloppant  en  séries,  il  viendra 

log(cosa: — cosâ)=^M — me''^-  '  — ^m^e"^»^-'  — i;?2V^»^-'  — etc. 
^£\  — me-^^-^ — |mV-"^»^-' —  ^iri^e-^'^y'-' — etc. 

Substituant  les  valeurs  w= cos  G -f- y/ —  isinô,  £M.z=.{7r — ^)\/ — i, 
on   aura 

log(2cosa7 — 2C0sÔ)=(':t — 6)  y/ — i — 2  cos  x  (cos  G  +\/ — i  sin  6) 

(  cos  2G-I-  y/ —  I  sin  26) 


2  cos  IX 


2. 

2  COS  3a: 


3 
—  etc. 


(cos39+v/—isin3G) 


Celte  e'quation  en  donne  deux  autres  ,  savoir , 

— —  ==cos^sinô+^cos2^sin2G-|-jcos3jcsin3Ô4-etc. 

log  (2  COSX 2C0SÔ)=: 2  COS  jr  COS  G f  COS2XCOS29 

—  I  cos  5x  COS  5Q  —  etc.  j 

elles  supposent  d'ailleurs  l'une   et  l'autre  x  <  9. 

La  première  des  deux  e'quations  pre'ce'dentes  est  une  suite  de 
l'equalion  connue 

Ktt  —  ô)  =sin  G  -I-  ^  sin  26  +  ^  sin  36  -f- 1  sin  /fi  +  etc.  j 

car  si  à  la  place  de  G  on  met  successivement  G  +  ^  et  G  —  jc  ^ 
et  qu'on  ajoute  les  deux  résultats,  on  aura  la  première  des  équa- 
tions (3). 

54.  Au  moyen  de  la  valeur  trouvée  de  log  (2 cos  x  —  2  cos  6), 
on  aura  l'intégrale 

Q  ==  —  x""  log  (  2  cos  X —  2  cos  G) 
—  2mfx"'-'dx(Qosxcos^-\-  f^cos  2xcos294-|cos  3xcos^d-f-etc, 

25 


(4) 
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Conlinuant  d'intégrer  par  parties  ,  on  aura  l'intégrale  cherchée  Q  ou 

/'  x'"dxsinx  __       Q jr'"log(2COS.r — 2  COsô  ) 
cos  X — cos  6 

/  f\     .  ,    C0S2Ô      .  ,     COSOÔ     •     -r        »       .      \ 

—  2wx'"~M  cosysin.r-j —  siu  2x-\ — =^j— sinS^-t-etc.  1 

/  ^  ,     C0SQ6  ,     COsSfl  rr         I        t       N 

— 2?n.m — i.a^"'~"^f  COS0COSX-I ^cos2ji:-| — ^cos3.x+etc.  1 

,/  /^    .  ,     C0S2Ô    .  .    C0s3fl     .       „        I    ^f_  \ 

-{-stm.m — I  ,m — 2 .  a;"""'  f  cos  6sin jc+  —p-sin  2jf-| — g^sm  3x-f-etc.^ 

4-2w.m —  I  .m — 2 .  m — 5 . x'"""^  (cos  G  cos  x  +  etc.) 

—  etc. 
Lorsque  m  est  impair  ;,  la  constante  C  est  nulle  ;  mais  lorsque  m  est 
pair,  la  constante  C  sera  égale  au  dernier  terme  de  la  série  prise  avec 
un  signe  contraire,  en  y  supposant  j::=o',  on  aura  donc  en  général, 

„  mw        ,       .      V  /        fl    .    cos  sô    ,     cos  3d*  ,       .     \ 

C  =—  2  cos  ^  r  (/7ï+i)(cosQ  +  ^;;^-+  -g^;rrr  +  etc.j  , 

Y  [m-^-x)  étant  mis  pour  le  produit  1.2. 3 m.  Giette  valeur 

de  C   pourra  même   être   employée    lorsque    m  est  impair,  parce 
qu'alors  elle  devient  nulle. 

55.  11  faut  observer  que  la  formule  (  4  )  éprouvera  une  modi- 
fication ,  si  on  l'applique  à  une  valeur  de  x  plus  grande  que  B  ; 
alors  le  terme  — ^•'"log(2  cos  x  —  2  cos0)  devra  être  changé  en 
—  a;"'  log  (  2  cos  G  —  2  cos  x). 

Ainsi,  par  exemple,  si  on  veut  avoir  l'intégrale  Q  depuis  x  =  o 
jusqu'à  ^TT,  on  trouvera  ,  en  vertu  de  la  remarque  précédente, 

/'x'^dxsïnx  /A  "S  /  ù\ 
= — (  -  )  log  (  2  COS  y  ) 
cosx — cos  ê              \2/        o  ^  ^ 

mTT  ^  ,      .      \  /         r\    ,    cos  ai    ,    cos  3ô    ,      .     \ 

—  2  COS  ^  r  (m+i)  (cos  G  +  -^^  -4-  -^1^  +  etc. J 

/A'"~V        r\       cos  3ô     ,    cos  5«  .     \ 

—  2'"  (S)      (cos  6 g^  +  -y etc.) 

(!;){^=.,      +2m.m-..(-)      {^—, ^  +  -T. etc.) 

/îtN'""^  /        «        cos  3fl   ,    cos  5ô  ,     \ 

-\-2m.m — \.m — 2.f-J      f  cos9 g^ 1 ^- elc.j 

_   /Try-^  /cos  9è         cos  4Ô  \ 

— im.m — 1./72 — 2.77ï—3.(^- j      (^—^5 -^  -i-eic.^ 

—  etc 
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56.  Ayanttrouvé  engénéralla  valeur  de  l'inteWal  6  0=/^— -'^, 

^  »/    cosx — cosô' 

il  suffit  de  mettre  tt  —  ô  au  lieu  de  ô,    et  ou  aura  la  valeur  de 
l'intégrale  P ,  laquelle  sera 

^^^^-^i=    C— ^'"log(2cos^-f-2cosô; 

4-2m.a:'"-'(cosôsina:— H!^sin2:r+^sin5x— etc.) 
çQ^  H-^'w.'w— i.^"'-'(cos6cos^— ^cos2x+-|^cos3j*:— etc.) 

— am.w— i.w--2.a:'"-3^cos9sin x— £^ sin 2x-f-  etc.) 

— 2w.m— I  .m— 2..r"-/cosQcos^—  ^^  cos  2x+ etc.) 
-j-etc. 

Prenant  d'ailleurs  ,  comme  dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  Tinte'- 
grale  à  compter  de  j:=  o  ,  on  aura  la  constante 

C  —  2  cos  —  r  (/7ï  + 1)  (^cos  8  —  -;^  4-  ^-p-—  etc.). 

57.  Si  l'on  prend  l'intégrale   depuis   œ=:o  jusqu'à  a:  =z  {  vr  , 
il  faudra  faire  j:  =  i  tt  dans  la  formule  (6),  ce  qui  donnera' 

/^x"'dxs[nx  /A'",        ,  A. 

+2C0s^r  (m+i)rcos9-î^^^  +  ^-etc  "i 

'  2  \  2'""'"'  S'""*"»  cil..    I 

-.«..m-..m_2.(0"~'(cos  9-  ï|^  +  2|^  -etc.) 

+  etc. 
Dans  ce  cas  ,  ou  voit  que  l'intégrale  J^  ^^^^^-±-  pourra  toujours 
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s'exprimer  exactement  au  moyen  des  deux  transcendantes 

û         cos  3ô     ,    cos  hê 

A  (2^)  =  cos  6 2^  +  -p; etc. 

B  (2/:+i)  =  -^iHir  — ■  4:i:?r  "H  -^^^+7  —  etc. 

Il  faut  y  joindre  encore  la  transcendante  cos  U  —  -^^r+r  "r  -gm+r  — etc. 
qui  entre  dans  la  valeur  de  la  constante  lorsque  m  est  pair  ;  mais 
celle-ci  n  est  autre  chose  que  la  fonction  B  (  w  +  i  ) ,  dans  laquelle 
on  mettrait  7  G  au  lieu  de  9  ,  et  qu'on  multiplierait  ensuite  par  2"'+'. 
En  général  si  on  supposait  connues  les  deux  transcendantes 

on    pourrait   déterminer  exactement  l'intégrale  donnée  par  la  for- 
mule (6)  pour  toute  limite  x  =  u. 

58.    Le  cas   de  G  =  o  mérite    d'être    développé  ;  alors   on  a 

_  r-^"^^^^"^— r^m^r  tanff  ^  a; :  si  donc  on  prend  cette  intégrale 

j     1  4-  cos  X        '^ 

depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  ^  tT  ,  on  aura 

/o:'"^^  tang  |  x  =  —  0)""  log  2 

+  2Cos^r(m+i)(i"-.^H-3iH— etc.) 

+  2m0y~^M. 
(8)     {:=r.  +2m(^-O(0""*N. 

—  2m  (^w  —  i)('^ — ^Hâ/  '* 

•  77-\  m — 4    _ 

—  2/72  (m  —  I  )  (m—  2)  (m  —  3)  (-)       N5 
-f-  etc.  , 

formule  oii  l'on  désigne  en  général  par  M  (2Â:) ,  N  (  2A+  i  ),  les 
deux  transcendantes 

M(2Â:)  =1— ^-f-^  — p+elc.  j 

N(2Â+i)  =;:  ^— ^^-f-ë^.  — etc.. 
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la  dernière  a  un  rapport  connu  avec  la  transcendante 

S(2^+i)  =  i4-^,  +  gi^+  —Ti  4-  etc. , 
puisqu'on  a 

N(2A+0  =  ^(i-^)S(:.^+i); 

mais  elles  ne  peuvent  s'exprimer  ni  l'une  ni  l'autre  par  les  puissances 
du  nombre  tt. 

59.  Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  ô  =  0  ,  ce  qui  oLlige  de  changer 
log  (2  cos  X  —  2  cos  ô  )  en  log  (2  —  2  cos  ^  ) ,  on  aura 

fx'"dx  col}  x=.     j:'"log(2 — 2cosx) 

H-2C0s^  r  (//2+i)  (1  -f-  ^-^  +  ^+  etc.) 

+2/72 .  œ'"~^  Tsin  X  -\ — -sin2x-\-  5;^  sin  5x  -\-  etc.  j 

^9J  -\-2m.m — i.x'"~^rcosx+4cos2JC-f-^3COS  Sx+etc.  J 

— 2m.m — i.m — 2.,x'"~^rsinj:-f-— ^sin2:r+^sin5^+etc  j 
—  etc. 

Dans   cette  formule    faisons    x  =  }  tt  ,    afin    d'avoir    l'inte'grale 
fic'"dx  cot  ^  a:  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  j  ^  ;  nous  aurons 

fx"'dxCOtix=:      0)'"log2+2COS^r(/72+l)(l  +  ^,+g;l:,+etC.) 

+  2m.Çiy~'  M. 

+  2m .  m —  I .  m — 2 .  fn — 3 .  f-j       N5 
+  etc. 


(.0) 


—  2m.  m — I 

—  2m .  m —  1 .  771 — 2 . 


On  retrouve  dans  la  composition  de  cette  formule,  les  mêmes 
transcendantes  qui  entrent  dans  la  valeur  de  y^t""^^  tang  j  x ,  prise 
entre  les  mêmes  limites. 


îgS  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

60.  Nous  avons  déjà  fait   S  (m-|-.i)=  i  +  -i^  +  _l_^etc., 

faisons   semblablement  T  (  jji  -^  i  )  z=  i  —  — — | l— elc  • 

ces  deux  transcendantes  n'en  font  réellement  qu'une ,  puisqu'elles 
ont  entr'elles  cette  relation 

Cela  posé ,  les  deux  formules  (8)  et  (10)  donneront,  par  leur  somme 
et  leur  différence,  les  résultats  suivans  : 

f^=      ™»^r(,«  +  ,).[S(m+.)  +  T(m+.)] 
(il)  —  2m.  m — i.7?i — 2.f-j       M4 

•^Vm — 5 

+  2/72 .  ?n —  I .  m — 2 .  m — 3 . 7?i — 4  •  (  ~ )        ^e 

—  etc. 

fx'^dxcoioc  =      T-T  log  2  -|-  cos  —  r  (w+ 1  ) .  [  S  {m-\- 1  ) — T  (jn-^- 1  )] 

.V  —  2m. m — i.f- j       N3 

(12)  \a/ 

+  ^m.m — 1./?2 — 2»m — 5.f-j        N5 

—  etc. 

61.  Les  cas  les  plus  simples  de  ces  formules  sont 

xdx 


J-  sm  X  '       ■ 


*Ji'i.tj 


'x^dx 
ïin  X 

etc. 
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fxdx  cot  X  =  -  log  2  , 

fx'^doc  coi  X  =  0yiog2-- 2  (S3—  T3)— 2.2N3, 

fjc'dœ  cot  X  =  0Ylog  2  —  5.2  Q.2N3, 

etc. 
Ces  formules   donnent  des   rapports  assez  remarquables  entre  les 

^- ,  prises  depuis  x=:o  jusqu'à  .r=:f7r, 
et  les  transcendantes  de'signëes  p^r  M  (2A-) ,  N(2A--f-i),  8(2^^+1), 
T  (2A+1)  ,  lesquelles  peuvent  se  réduire  aux  deux  M(2A)  ,  S(2A--|-i). 
parce  qu'il  y  a  des  rapports  connus  entre  S  (2A -f-i  ),  T  (2A +  1) 
et  N  (2A-J-  i).  On  peut  conclure  de  ces  équations  , 

1°.  Que  la  transcendante  N3  ou  S3  se  détermine  également  par 
l'intégrale  fjc'dx  cot  .r  et  par  l'intégrale  fx^djc  cotx;  il  y  a  donc 
une  relation  entre  ces  intégrales  ,  et  celte  relation  est 

3 
gîtfx^dx  cot  jc  —  ï4.fic^dx  cot  x  =  —  log  2. 

2°.  Que  la  transcendante  Ng  peut  se  déterminer  par  N3  et 
par  fjc^dxcotx,  et  quelle  peut  l'être  également  par  N3  et  par 
fx^dâc  cotx,  ce  qui  donnera  encore  une  relation  entre  '^syfx^djccoiœ 
et  fx^dx  cot  X. 

62.  Si  l'on  se  propose  seulement  d'avoir  des  valeurs  approchées 

des  intégrales  J  -^-- ^  fjc'"dx  cot  x,  pour  toute  valeur  de  ^,  on  y 

parviendra  aisément  par  les  formules  du  n°  160,  quatrième  partie. 
En  eflet  on  a  par  ces  formules, 

^  =  ^— Jx(i+(2--i)H.  ^^+ 2!i:J H, ^4+ 2!=^ 
oc-dx  co\xz=x--^dx{i  —  2H,x"  — 2ll,.r4  —  2H3X«  --  etc.)  • 
ces  expressions   étant  intégrées  depuis  x  =:  o,  on  a 

/x-dxcolx=^~-2n,:^-^2H  ^~~.2H    ^' ^eic 
"■  „^4.2       2X1,  ^_^^—  21I3  —g— etc. 
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Il  en  resuite  cette  troisième  formule  plus  convergente  que  les  deux 
autres , 

63.  Si  l'on  fait  jc  =  jTT,  pour  avoir  ces  mêmes  intc'grales  prises 
depuis  jc=  o  jusqu'à  x  =  ^  tt  ,  et  qu'on  substitue  la  valeur  7r'""'H^,„-y 
=  S(,„),  il  viendra 

J     sino;        W  \         'n-4-2  4^^    «e"      m-^4  4  ^^      m+b  4^   '  / 

(,5)/W.cot.  =  (f)"(.-^-.i-^.^-;gg.l-etc.) 

/Wxco,ix=©"(-;^-,.^-^.J.--|,.i.-etc.). 

Ces  formules  ont  l'avantage  de  ne  pas  supposer  m  entier  ;  elles 
serviront  dans  tous  les  cas  à  calculer ,  par  approximation ,  les  valeurs 

des  intégrales  f^^  ,  JjC^djc  cot  x ,  fx'^dx  cot  ^  j-  ,  prises  depuis 

x=o  jusqu'à  x=^7r,  au  moyen  des  valeurs  de  S^,  S^,  Ss^  etc. 
données  ci-dessus  ,  page  65.  L'expression  de  fx'^clx  cot  \  x  est  sur- 
tout remarquable  ,  en  ce  que  les  termes  successifs  décroissent  dans 
le  rapport  de  16  à  i  environ  ;  de  sorte  qu'elle  offre  un  moyen  facile 
de  déterminer  cette  intégrale  pour  toute  valeur  de  m. 

64.  Mais  en  vertu  delà  formule  (10),  on  a  successivement 
/                    y^r^xcot  Y-^=- log24-2M, , 

/^»JxCOt^X=:0jlog  2  —  2.2.1  S3+  2  .  2  .^.  M,~2  .2  .  1  N3  , 

/x^^xcoti^==0Jlog2+2.5.(")M.--^2.3.2.^.N3~2.5.2^ 

/a:^^a:cotix  =  (^Jlog2+2.4.3.2.i  85+2.4.^)  M, 

— 2.4.3.0)  N3— 2.4.3.2.^  M4+2.4.5.2.1  Ns, 
etc. 

Connaissant   donc   ces   diverses  intégrales,  on  connaîtra  par  la 

première 


^^-r 
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première  équation  la  valeur  de  M2;  par  la  seconde,  on  connaîtra 

la   valeur  de  S3  et  N3 ,  puisqu'on  a  d'ailleurs  N3  =  — i —  S3.  On 

connaîtra  de  même,  par  la  troisième  équation, la  valeur  de  M^;  par 

la  quatrième  celles  de  N5  et  85,  puisqu'on  a  N5  =     "^    S5,  et  ainsi 

de  suite.  11  serait  peut-être  difficile  de  trouver  des  moyens  plus 
simples  pour  calculer  ,  par  des  suites  convergentes  et  régulières ,  les 
valeurs  des  transcendantes  S  (2A'-{-  i)  et  M  (2^). 

65.  On  pourrait  rendre  encore  plus  convergente  la  formule  em- 
ployée pour  ces  calculs;  car  si  l'on  fait 

^  ■"■  JÏTTi  •  4  "^  ^r+4  •  43  "T"  ^H^  •  4^  ■*"       ' 
on  aura 

(  1 6)  /x"</a:  cot  i  X  =  C^)"*  (2  —  A  —  B  ) . 


La  suite  B  est  fort  convergente,  puisque  chaque  terme  est  moindre  //* 
que  la  64*"*  partie  du  précédent  :  quant  à  la  série  A,  elle  est  facile 
à  calculer  jusqu'à  tel  degré   d'approximation  qu'on  voudra  ;  mais 
y     on  pourrait  aussi  trouver  sa  valeur  en  logarithmes,  par  l'intégrale 

"*  A  =  /      \^  ,  prise  depuis  jc  =  o  jusqu'à  x=.^,  -^ 

66.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (6)  ^   et  supposons  que 
Imtegrale  /  ^     -,  que  nous  désignerons  par  P"*,  soit  prise 

^/       v>C/i  tX^      f  "  L'OS  p 

depuis  jc  =  o  jusqu'à  x=  tt.  11  résulte  de  cette  formule  que  si  on 
fait  pour  abréger , 

F/    \  û      ,      COS  2Ô     ,     cos  3d     ,     cos  4^     I 

W  =  cos  9  +  -^;^  +  -^^  +  -^  +  etc. , 

^     n  /   \  û  cos  20     ,    cos  39         C09  43     I       i 

G  W  =  cos  8 -^  +  -^^j ^  -I-  etc., 

l'intégrale  P"  aura  pour  expression 

26 
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P'"^:  77-'"  log  (2 2C0S  G) +  2  COS  —  T  (/72+ l)  G  (m-{-  l) 

—  m. m — i.7r'"~\2F3 

(17)  -^  m.m — i.m — 2. m — 3 . '^'""'^ . 2F5 

—  m .  m —  I .  m — 2 .  nv — 3 .  m — 4  •  ^ — ^  •  7»""*""^  •  ^F, 
+  etc. 

La  formule  (6)  donne  pour  premier  terme  —  tt"^  log  (  2  cos  ô  —  a)  ; 
mais  ce  terme  a  dû  être  changé  en  —  tt"  log  (  2  —  2  cos  ô)  ^  con- 
forme'ment  à  l'observation  de  l'art.  ^5.  Ce  même  terme  peut  être 
aussi  remplacé  par  tî'".  2F1  ,  qui  conserve  l'analogie  avec  les  suivans; 
car  on  a  Fi  =— |  log  (2  — 2  cos  ô  )  et  Gi  =î:  log  (2 -}-2Cos  6). 

67.  Si  dans  la  formule  précédente  on  met  tT—  6  à  la  place  de  9,  et 

/'  cc^djc  sin  oc  • 

cos  X  — cos  é  >  P^^^^ 

depuis  X  =  o  jusqu'à  jc  =  -tT  ,  on  aura  la  formule 

Q"»  = —  7r'"log(2+2  cos  6)  —  2C0s^r(m-f-i)  F  (m+i) 

-|-  m. m — I  .';t'"~*.2G3 

(18)  —  m. m —  I . m — 2 . m — 3 . tt'""'^ .  2G5 

^■jj^  '^  m.m — i.m — 2. m — 3./?2 — ^^m — 5.t'"~^2G7 

—  etc.  , 

où  le  premier  terme  — tt"" log  ( 2  +  2  cos  6)  peut  être  remplacé  par 

—  7r'".2Gi. 

68.  Soit  G  =  o ,  on  aura  dans  ce  cas  , 

F  {n)  ~  I  +  1  +  i-„  +  1  +  etc.  =  Sn, 

GW  =  I  —  ^  +  ^-^.  +  etc.  =  (i-^)s„, 

et  la  formule  (18)  donnera  successivement 

fxdx  cot  ^  X  =  27r  JOi  , 

fx^dœ  cot^x=:  271;'' J? 2 — 2 .  I  .  (2F3-f-2G3)  , 

(19)  y^^^'^C0t7X==27r^i^2 3.2.7r.2G3, 

/a;^^x  cotfx  =^  27r^i?2— 4. 3 . '7r\  2G3 +4 •  5  •  2 . 1 .  C2F3 -f-sGj), 

fjC^da:COtlx^=:  271^^2 5.4-'7f^-2G3+5.4.3.2.7r.2G5 

etc.  . 
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Réciproquement  on  voit  qu'à  l'aide  de  ces  formules  ^  les  transcen- 
dantes S3 ,  S5 ,  S7 ,  etc.  peuvent  être  de'termine'es  au  moyen  des 
intégrales  fx'^dx  cot  ^  x,  prises  depuis  x=o  jusqu'à  xz=^;  mais 
comme  il  y  a  plus  d'e'quations  qu'il  ne  faut  pour  de'terminer  ces 
transcendantes,  on  aura  des  relations  entre  les  inte'grales/x'"^xcot^jr, 
au  moyen  desquelles  plusieurs  de  ces  intégrales  pourront  être  déter- 
minées par  les  autres.  On  voit ,  par  exemple  ,  qu'il  suffît  de  connaître 
fx^dx co\.\x  lorsque  m  est  impair,  pour  déterminer  cette  intégrale 
lorsque  jji  est  pair ,  et  réciproquement. 

♦ 
69.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  par- 
venir aux  mêmes  résultats  par  une  autre  voie.  Considérons  l'intégrale 

<-.  7  *        .1         sin  ax  '  .        -,         . 

=jax  COI  j  x.^.^^^,  que  nous  supposerons  prise  depuis  x  =  o 

jusqu'à  X  =  ^  ;   en  substituant  la  valeur  de  ^!"^^  donnée  par  les 

sin  a%-  * 

formules  (a) ,  {  II ,  on  aura 


=    9 


Pour  effectuer  l'intégration  ^  il  faut  connaître  en  général  l'intégrale 
fdx  cot  ^  X  sin  mx ,  prise  entre  les  limites  ^  =  o  ,  ^  =  tt  ;  or  je  dis 
que  cette  intégrale  est  égale  à  tt  ^  quel  que  soit  l'entier  m. 

En  effet,  désignons  l'intégrale  dont  il  s'agit  par  A'",  on  aura 
A''-*-'--'A'"==fdxcot^x[sm{m-[-i)x'-~siwnx]==f2dxcos^xcos(m-\-^)x 
==fdx[cosmx^cos(m+.)x]  =  '^^^M^^  cette  quan- 
tité est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'intégrale  ;  ainsi  on  a 
A"-*-'  =  A'"=:  A';  mais  A>  =  fdx  cot  ^  .r  sin  .r  :=  f^dx  cos=^  x 
~fdx{  I  4-cosx)=a:4-sin  Jî:,etenfaisant  jr:=^,  ona  A'=:77-; 
donc  A'"  =  7r. 

70.  Cela  posé,  la  valeur  de  l'intégrale  T  sera 
Développant  les  différens  termes  suivant  les  puissances  de  «  ,  il 


■*^ 
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viendra 

4-  2^^(i  ~  i,  +  ^  ^  i,  +  i,- etc.) 
+  etc., 

et  par  conséquent  en  faisant  G«=  i ^  +  ii — etc.  =  (i  —  —j  S/z, 

T  =3  2  log  2  4-  2«''G3  +  2a*  Gs  +  2«^  G^  +  etc. 

De  là  on  voit  que  pour  obtenir  les  sommes  des  suites  de'signées  par 
G,,  Gs,  G; ,  etc. ,  il  suffit  de  développer,  suivant  les  puissances  de  a, 


l'intégrale  T  ==  fdx  cot  7  jc.-. — -. 

Soit  -  (1  +  «=/?'+  «y  +  a^p'''-^-  etc.)  la  suite  qui  résulte  du  dé- 
veloppement de  la  quantité 


sin  ax         x 

1 

a^x'' 
2.3   "*■ 

Q .  3 . 4 . 5 

sm  aTT         TF 

1 

— ^    ,  .,  —  etc. 

0    ^     /    F. 

r 

on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes  , 


x' 


P    —    2.3  2.3' 

^  ""  2.3^         2.3.4.5     ^  2.3.4.5' 


9T=^        „  •^T* 


r6 


^  —  iTl^        2.3.4.5^^  2.3.4.5.6.7       2.3.4.5.6.7' 
etc.; 

de  là  résulte  cette  autre  expression  de  l'intégrale  T, 

T  =  -fxdx  cot  I  ^  +  -  fp'xdx  cot  ^x  +  ^fp'xdx  cot | x  +  etc. , 

et  la  comparaison  des  deux  valeurs  donne 
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2\0g  2  T=z  2G1  =-/JC  cl JC  col  ^  JC  , 

:2G3=  -fp'xdxcollx= — ^y(7r" — x'')xdxcotlx , 

2G5  ==  -  fp"  xdjc  col  ^x=— 7= ,  2G3 ^-T-TT-  /(tt'^ — ^'^)  jj:c?j:co14  J^ . 

TT-''^  -*  2.3  9.0.4.07r-'   "^  ^  a        j 

'  TT"''  "  2.0  2.0.4.5  "^  2, 0.4-0. S. y^ 

etc. 
Ces  formules  donnent   directement  les  valeurs  des  transcendantes 
G3 ,    G5  ,    etc.  ^   ou  celles  des  sommes   S3 ,    85,87,   etc.    par  le 
moyen  des  intégrales  de  la   forme /x^^'^'^x  cot-j^  jc:,  prises  depuis 
X  =  o  jusqu'à  X  =  TT. 

Au  reste  si  on  veut  se  borner  à  des  approximations ,  on  trouvera 
comme  ci-dessus, 

/(tt"" — x'")xdxcoilxz=2m7r'^-^'  ( — ] ^- — ^^  +  p  .     ,  gr —  etc.  ]; 

mais  ces  formules  sont  moins  convergentes   que  celles  que  nous 
avons  trouvées  pour  la  limite  xz=  ^tt. 

7 1.  Nous  avons  considéré  jusqu'icile  cas  oiiâ(est<Ci  dans  la  formule 


/ 


x"  dx  sm  X  . .  .    ,  .        ^  /.  .  1  +  ce 

-r —  ;  soit  maintenant  «  ;>  1  ,  on  pourra  tan'e  a  = , 

cosx±za  ^71  2c      ' 

ce  qui  donnera  c  =.  a  —  V^C^"" —  i)  >   et  par  les  formules  connues 

on  aura 


2c  sm  X  4-  2c*  sm  2x  -+-  2C^  sin  ox  -{-  etc. } 


a — coso;        1 — Q.ccosx-\-c 

donc  en  intégrant  par  parties, 

^dx 


/x'^dxhinx  „/  ,  c^  ,  à  -r  ■  .  \ 
= — 2<r'"(  ccos.r  H cos2a:  +  ^cos  5.x  +  etc.  ) 
a  —  coso:                       \                       2                        0  / 

-{-2mfx'^~'dxiccosX'\ —  cos  2jc +^  cos5.r-f-etc.  J  j 
on  aura  de  même  , 

Jx"'~'dx (c cos  a: 4 —  cos  2x -4- -5-  cos  5x -\-  etc.  j 
=     X"?-'  (  c  sm  a:  +  — sm2x4-^,sm  5x  +  etc.J 
—  (m — i)fx"'-''dx  (csinx-f-  "i^in  2jr  +  |j  sin  3x+  etc.). 


-lèfV. 
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Continuant   d'intégrer  par  parties  ,  on  aura  l'inte'grale  indéfinie 

Çx^dxHxnx  __  (;;__2^m  Ç^  ^^g  ^   i    £1  ^^^  2^  -f-  |-  COS  Sx-j-  etC.') 
J   a  —  cosx  \  2  o  / 

(7  sm  JT-f- —  sin  2^ + ^  sm  5x  +  etc. J 

^     X  +27w.m — i.x"~*f  ccos^  +  — cos2j:4-^cos5j?+etc.l 

— 2/?z.//2 — un — 2.^'"~^rcsin^+^sin2x-|-|-^sin3j^+etcJ 

— 2m.m — i.m — 2.m — 3.^'"~'^rccos  ^+^cos  2:r-|-etc.^ 
+elc. 
L'intégrale  devant  être  prise  depuis  x=o,  on  aura  la  constante 

C=2Cos^r(m+i).^c+^  +  ^-{-elc.Jj 

elle  sera  donc  nulle  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  m. 

72.  Si  dans  la  formule  précédente  on  change  le  signe  de  a ,  et 
qu'on  fasse  toujours  c  =  a  —  {^C^" —  ^)  ^  ^^  «^"^^  semblablement 

ir+zs;^=  ^f^o^— r("+' )•('=- ?^+ 3^-- ^"=-;    , 

— 2Jt?'"f  ccos.r C0S2X+-5-  cos5.r +  etc.J 

/     \  +2W.  j:'"~'f  c  sin^ ^sin  2^:  +  ^^  sin  Zx  —  etc.) 

ccosx 5  COS  20: -f- 51  ^^^^-^  —  etc.j 

'—im.m — \.m — 2.x'"'~^rcsinjc— ^sin2X+^sin3a: — etc.j 

—  etc. 

Ces  formules  ont  lieu  quelle  que  soit  lalimite  de  l'intégrale;  d'ailleurs 
il  faut  observer  qu'on  a 

ccosjc-l — cos2Jc-j--^  COS  3.%'+etc.=  — I  logC^  ~f"  ^"^ —  2CC0S  x)  y 

et  par  conséquent  aussi 

ccos.r C0S2X4--5-C0S  3x —  etc.  =1  log  (  i  +  c"+  2ccos  x). 


r/^-T/- 
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73.  Supposons  maintenant  que  les  intégrales  s'e'tendent  jusqu'à 
ocz=^7r'^  nous  ferons  pour  abre'ger , 


c^  c 

A„  =  c  —  g^  -f-  g-^  —  etc.  , 
T.  c''         c^     ,    c^ 


et  nous  aurons  les  deux  formules 

/S^=      -osn^r(.  +  .).(c  +  ^  +  3iL+etc.) 

(^3)  +  „  g)-  .A. 

—  m,m—i,m — s.T-j        2A4 
H-  etc.  j 

/a:'"rfjc  sin  x  tut  ^  .       ,         \    /  c''      ,       c^  «,^  \ 

^^-p^^=      2C0S— r(i4-«.).(<;-Ss:T+35:?r-elc.) 

(24)  +  m.(^J    'i  2A, 

C  =  i.  '\-  m.m-i  .QJ~\  2Bs 

—  m. m — i.m  —  ^'\~)        '  ^-^i 

—  etc. 

74.  Si  on  intègre    les   mêmes   formules   depuis  x  =x  o    jusqu'à 
xz=  ^  ^  on  aura  les  re'sultats  suivans  ; 

4-2'7r"'log(i  H-c) 
(25)  ^2m  (m  ~  1  )  7r«-*  ^c  —  |  +  î-3  —  etc.) 

{^ ~°  +2/^<w— i)  (w— 2)  (w— 3)  TT—^^c  —  I  +  ^^  —  etc.) 

— etc.  ; 
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^^^sin5_^     ,eos^r(.+«0.(c-^+g^-elc.) 

J      a  •{-  COS  X  2^  \2  O  /, 

2'7r'"l0g(l — c) 

(26)  _2m(m— i)7r"-»(c  +  ^  +  ^^  +  etc.) 

— etc. 
Ces  deux  intégrales  de'pendent  uniquement  des  suites 

C^  C-3  ç4- 


^2  ^3  ç,i. 

^  —  7m+^i  "^  ^2k+i      7JÂ+I  "T"  etc.. 


dont  les  sommes  sont  supposées  connues  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'exposant  2/1  +  1  ,  non  plus  grandes  que  77^  +  1. 

75.  Les  cas  les  plus  simples  des  formules  (26)  et  (26)  sont 

'      r^^^ïi^=-.27rlog(i-c)==-27rlog[i-a-l-v/(«'-i)] 

Lorsque  a  est  plus  petit  que  Tunité  ,  et  qu'on  peut,  par  conséquent^ 
faire  «  =  cos  G ,  les  formules  (4)  et  (6)  donnent  dans  les  mêmes 
limites , 

/xdx  fin  a:  i        /       i    ^    \ 

— -_    =    -7rl0g(2+2«)  ^<,F=^ 

Ces  formules  sont,  comme  on  voit,  très-différentes  des  formules  (27); 
cependant  si  dans  celles-ci  on  fait  o  =  cos  9  ,  et  qu'après  avoir 
réduit  les  seconds  membres  h  la  forme  A-f-  Bv/—  i ,  on  omette  en- 
tièrement les  parties  imaginaires,  on  retombera  exactement  sur  les 
formules  (28). 

Cetle  sorte  de  phénomène  analytique  que  l'on  remarque  aussi  dans 
d'autres  formules  ,  tient  h  ce  que  les  intégrales  exprimées  par  les 

formules 
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formules  (28)  ont  passé  par  l'infini  avant  d'arriver  h  la  valeur  finie 
qu'elles  acquièrent  à  la  limite  ^  =  77-,  tandis  que  les  intégrales  ex- 
primées par  les  formules  (27) ,  augmentent  graduellement  et  en 
Testant  toujours  finies  ,  depuis  la  limite  Jc  =  o  oh  elles  sont  nulles, 
jusqu^à  la  limite  ji:=  tt. 

76.  Il  est  facile,  au  reste ,  de  vérifier  l'exactitude  des  formules  (28)  -^ 

par  une  analyse  rigoureuse.  • 

En   effet ,  désignons  par  Z  (  Q  )  l'intégrale  /         .r  sm  x_  ^   ^y[^q 

depuis  jc=  o  jusqu'à  JC*  =  tt  ;  si  l'on  observe  que  (p  (x)  étant  une 
fonction  quelconque  de  jc  ^  l'intégrale/^  (x)  dx  ,  prise  depuis  x=o 
jusqu'à  x^a,  estkmêmeque  rintégrale/[?>(^a — a:)-f-4 (jâ!-|-x)]  Jx, 
prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  œ=  ^  a  ,  on  aura 

ry    /û\  r /(^JTr  —  JC)  dx  CO$X  (  ^  TT  -f-  .r  )  c?x  cos  x\ 

^  ^        J    \     cos  é  -f-  sin  X      "*  cos  ô  —  sinx       / 

OU  .  |^  =  f 

dx  cns  X        .      ^  Qxdx  sin  X  cos  X  »*' 


Z(6)=7rcosQr  f/^^."-+r 

^  '  J  cob^  6 — sm'o:        J 


cos^ô  —  sin'' a; 


Soit  sin  .r=j*cosG,  la  première  partie  deviendra  tt  f  — ^^,intér 

grale  qui  devra  être  prise  depuis  j"  =  o  jusqu'à  j  =  — ^  ;  mais  on 

sait  par  les  formules  de  l'art.  i3  que  la  même  intégrale  ,  prise  depuis 
yz=zo  jusqu'à  jr  =  GO ,   est  nulle ,  donc   l'intégrale   dont  il   s'agit 

est  la  même  que  vr  f-T^~^ ,  prise  depuis  j-=  -^  jusqu'à  j  =  00  ; 
elle  se  réduit  par  conséquent  à  i^rlog  (  '  "^  ^"^  ^  \ 

11  reste  à  trouver  la  seconde  partie   T^^^^^l^^^if  •  or  en  faisant 

^  J        cos^ô  —  sin^o;     ^ 

2xz=z,  cette  mtegrale  devient  \     —^ — ;— ^  J  et   comme   elle 

*^  *    J    cos  Z  -f-  C0S2d  ' 

doit  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  tt  ,  sa  valeur  sera  repré^ 
sentée  par   '-  Z  (29).  On  aura  donc  l'équation 

(.9)  Z(ô)=..log(i4^)-|-.Z(2Ô); 

37 
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d'où  l'on  déduit 

Z(9)  +  7Tl0g(2— 2  COS0)=^[Z(26)  +  :Tlog  (2  —  2  COS  26  )]; 

mais  si  4'('^)  ^st  une  telle  fonction  de  x,  qu'on  ait  4  (-^O  ==  i^^C^-^)^ 
on  aura  '>\,^  (jc)  z=  '^'  (2Jc)  ,  -X'  (x)  désignant       i      •  De  là  on  voit 

que  4' C-^)  ^^^'^  ^^^^  u^®  constante,  et  qu'ainsi  en  faisant  «vI/'G^)  =  <^ > 
on  aura  4  (x)  z=:cx  -^  b^  ou  seulement  4  C-^)  =  ^-^^  car  l'équation 
4  (jc)  =  ^.4  (2j?)  exige  qu'on  ait  è  =  o.  Cela  posé  ,  la  fonction  Z  (ô) 
devra  satisfaire  à  l'équation 

Z(6)    -i-    77-log  (2   —  2CO?ô)    =    c9, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  constante  cf 

Pour  cela  j'observe  qu'en  faisant  G  =  f7r  ,  on  aura  cos  0= — ^ 
et  cos  20=  —  l  ;  de  sorte  que  dans  ce  cas  les  deux  fonctions  Zi  [9) , 
Zy  (2Ô)  devant  être  égales  ,  on  aura  par  l'équation  (2g)  , 

Zf9)  =  ~  iTT  X'5  +  iZ(9); 

f  donc  Z(f7r)=  —  7r/3;  substituant  cette  valeur  et  celle  de 
cos  G  dans  l'équation  précédente,  on  aura  c=  o;  donc  en  général 
Z(ô)ou  l'intégrale   cherchée 

/•    ocdx  sin  a;  ,         ,  i\  \ 
i 7  =  —  TT  lOff  (2  —  2  COS  b  ). 
cos  X  +  cos  ci                          °  ^  ^ 

On  peut  dans  cette  formule  changer  le  signe  de  cos  ô ,  ce  qui 
revient  à  mettre  tt  —  9  au  lieu  de  9  ,  et  on  aura  ainsi  les  formules 
(28)  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

77 .  Au  moyen  des  formules  (  27  )  on  peut  parvenir  à  d'autres 
résultats  non  moins  remarquables.  Soit  a==.ni  (cos  a-f-^^ — i  sina)- 
si  on  fait  {/(n"  —  i)  =  /z  (  cos  C  -\-  \/ —  1  sin  (^)  ,  on  aura  pour 
déterminer  n  ei  é" ,  les  équations 

«■^  =   I   —  2/7z^  cos  2a  -f-  m^ 


tang  2^  =1 


m  ?)n  2a 


m   cos  2st- 

ces  valeurs  donnent 


1  — «-{-  y'{a'- — 1)  =  I  — /7zcosa-{-7iCosé'-f-(/zsin^ — msmcC)\/ — 1. 


0 
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Soit  «ette  quantité  =p  (cos  (p  -f-  \/ —  i  sin  (p) ,  on  aura  de  nou- 
veau ,  pour  déterminer  /?  et  <p ,  les  équations 

p''  =  i  —  2rn  cos  a  -f-  271  cos  ^  -|-  m""  +  /z^"  —  2^/2  cos  (a  —  ^) , 

71  sin  C —  msin  u 

tanfif  (p  = j -. 

^-^  ^  I  —  m  cos  M -\- ji  cos  G 

Cela  posé  ;,  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  équa-  ^^ 

tions  (27),  on  aura  *  ^/ 

/*  xdx  sin  x  ,  ^^ 

cos  a:  -f-  m  cos  <«  -f-  /n  sin  u  |/ —  i  o  '     ~~"      ^  V"^  """  ^  ' 

d'où  l'on  déduit  les  deux  équations 

/xdx  sin  X  (  cos  a:  +  m  cos  «  )  i 

— n ; r—   =   2';t  log  »  , 
ÎTl    -f-  2771  COs  «  COS  07  +  COS    X  O  r  J 


L 


xdx  sin  X  o.Ti-'p 


Tn"  +  2771  cos  u  cos  X  -j-  cos'  j:  771  sin  a, 

Ces  deux  formules  sont  comprises  dans  la  suivante  ,  où  A  et  B  sont 
deux  coefïiciens  arbitraires  : 

,-   ^.  /^  xdxsin  X  (Acosx~\-'B)  ,,  ,    B  —  ATTicoses 

^      '        J  m^-\-Zriicosucosx-{-cos"x  or     •  771  sin  «  ^ 

Si  dans  cette  formule  on  fait  azirl-TT  et  m  =  col/x  ,  on  trouvera  le 
résultat  suivant  remarquable  par  sa  simplicité  ; 

y-rr    \  rxdx?inx(^\.cc>sx-\-'R)  .  ,  ,         ,        T. 

^^'■^  J   cos-a:  +  cot> =  ^^Alog  COS  i/.+ ttB/^  lang  ^. 

78.  Si  on  difïérenlie  l'équation  (3o)  par  rapport  à  m  et  a, 
en  faisant  /?i  cos  et  constant,  et  qu'on  répète  ces  dilTérentiations 
autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  ,  on  aura  en  général  la  valeur 

de  l'intégrale 

/'  xdx  sin  x  (A  cos  .r  +  B)  (x  r=z  o 

(tTi'-" -4-2771  cos  a.  cos  X-J-COS^X)*  *  \  X   =   1C 

k  étant  un  entier  quelconque. 

De  même  les  différentielles  successives  de  l'équalion  (5i),  prises 
par  rapport  à  //,  feront  connaître  la  valeur  de  l'intégrale 

/xdx  sin  x  (  A  cos  x  -^  B)  (x  =  o 

{cos^  X  -{-  col"  fty        '  Lr  =  jr 


t. 
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Donc  en  général  étant  proposé  Tinlégrale  fFjcdx  sinjr,  dans  laquelle 
P  est  une  fonction  rationnelle  de  cos  x ,  la  valeur  de  cette  intégrale, 
prise  depuis  jc=  o  jusqu'à  x  =  tt,  pourra  toujours  s'exprimer  exac- 
tement par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  pourvu  toutefois 
que  la  fonction  P.  n'ait  dans  son  dénominateur  aucun  facteur  mul- 
tiple de  la  forme  (cos  œ  zkz  cosB)".  L'opération  à  faire  pour  cet 
objet  j,  sera  la  même  que  celle  dont  on  fait  usage  pour  l'intégration 
des  fractions  rationnelles,  en  regardant  cos  jc  comme  la  variable. 

/*      occLoc  s  in  jc 
? ^ 6Y  * 

prise  entre  les  limites  x  =  o  ,  x  =  tt,  est  infinie  lorsque  n  est  égal 
à  2  ou   plus  grand  que  2. 

En   effet  soit  l'intégrale   proposée  Z„  =/^~— ^qT^Î  si  elle 

devient  infinie,  ce  ne  peut  être  que  dans  la  partie  qui  est  due  aux 
valeurs  de  jc  très-voisines  de  ô.  Pour  juger  de  la  grandeur  de  celte 
partie  ,  faisons  cos  x  —  cos  6  =  z  ,  et  supposons  que  z  varie  depuis 
z  =  o  jusqu'à  z  =  o) ,   co   étant  une    quantité  très-petite  ,  on  aura 

œ=û r— • r-^-r  -f-  ctc.  ,   ct  k   Dartic    de  l'intégrale    Z(^„t 

prise  depuis  la  valeur  de  jc  qui  satisfait  à  l'équation  cos  x  —  cos  6  =  c^, 
jusqu'à  X  =  9,  sera  donnée  par  l'intégrale  • 

/dz  / ç.  z  z^  cos  ô  \ 

prise  depuis  3  =  0  jusqu'à  z  =  &>. 

De  même  la  partie  de  l'intégrale  Z„ ,  comprise  depuis  x  =:  ô 
jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation  cos  x  —  cos  9  = — ct>, 
sera  donnée  par  l'intégrale 

r^C9  +  ^î 1.„ etc."), 

prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  co. 

Donc^  1°.  si  n  est  pair,  la  partie  de  l'intégrale  Z„  comprise 
entre  les  deux  valeurs   de  x  qui   donnent   cos  x  —  cos  ô  :==  ^   et 

cos  X  —  cos  ô  =  —  ù) ,  sera  égale  à  l'intégrale  28  /  -;^ ,  prise  depuis 
j5  =  o  jusqu'à  s  =  dy. 
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s*.  Si  n  est  impair ,  la  partie  de  l'inte'grale   Z„  comprise  entre 

les  mêmes   limites,  sera  égale  à  l'intégrale  — HnTV?^'   ^nsQ 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  ■=  ca. 

Les  intégrales  en  z  sont  infinies  dans  les  deux  cas, puisque,  dans  le 

second  cas,  on  suppose  «  =  3 ou  >  5  ;  donc l'intégraley^^^''^ x^'colfly 

prise  depuis  jc  =  o  jusqu'à  j:=  tt  ,  est  infinie ,  quel  que  soit  l'entier 

- — - — -r- qu'on  ramène 

à  la  précédente,  en  mettant  tt —  9  au  lieu  de  Ô. 

8o.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  joindre  ici  la  solution  d'une  difficulté 
que  présentent  les  équations  (28). 

Puisqu'on  a  l'équation  /  ~ — ^i!i^— - — 7rlog(2-f- 2a),  dans  laquelle 

a  =  cos  0 ,  il  semble  qu'on  en  peut  déduire ,  par  des  différenliations 
successives  prises  par  rapport  à  «,  les  formules 

/'  xdx  sin  X     '     5r  r  xdx  sin  x     j  tt 

(cos  X  —  ay  "—  "~  i+a'         J  {œs  x  ^  af  ~"  (i-f-a)^  ' 

Cependant  ces  équations  sont  toutes  fautives  ,  puisque  nous  avons 

démontré  que  les  premiers  membres  sont  des   quantités  infinies  ; 

d'ailleurs  l'absurdité  est  palpable   pour  la  première   équation  qui 

T  .  1  <^'ii?''i/^    xdx&mx  T 

donnerait  une  valeur  négative  de  1  intégrale    / ,  tandis 

^  °  J  (cosx — cosô)^' 

que  tous  ses  élémens,  depuis  jc=  o  jusqu'à  j:  =  tt  ,  sont  positifs. 
11  s'agit  donc  d'expliquer  comment  les  conclusions  tirées   d'une 

équation  exacte  telle  que  / — - — '— =  —  tt  log  (2  +  2  cos  6  )  , 

en  lui  appliquant  les  règles  les  plus  simples  de  la  difFérentialion , 
peuvent  être  erronées. 

Examinons  pour  cet  effet  ce  qui  se  passe  dans  le  procédé  ordi- 
naire de  la  différentiation.  Soient  a  —  co  ^  a -\-  a  les  cosinus  de 
deux   arcs    peu   différens  de  l'arc  G  ,  on  aura  les  deux   équation» 


rigoureuses 


Â 

A 


xdx  sin  X  ^         /■       ,  •  \ 

; =    TT  log  (2  +  2rtt '  2C0)  . 

X  —  a-{~  a  &V.I  y  y 

xdxs'm  X                             \        f       ,  \ 
=   —  TT  log  (  2  -}-  2<i 2Ci)  J  i 
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et  par  leur  différence  on   aura  encore  exactement 


h 


xdx  sinx  71-    -,        i-}-a-f-« 

= lor 


(cosjc  —  ay  —  «^  2.0»       ^  1 -\- a  —  a 

si  on  suppose   ensuite  co  infiniment  petit ,  le  second  membre  se 

réduit  à ; —  .  de  sorte  qu'on  aura 

14-"  '■ 

/^    \  f       ocdx  sin  x  ît 

^      ^  J  Çcos  X  —  ay  —  a^  i-{-a' 

valeur  qui  est  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  co^. 

Maintenant  si  on  fait  &j  =  o  dans  le  premier  membre  ,  comme 
l'exige  le  procédé  ordinaire  de  la  différentiation  ,  on  trouve 

/'    xdx  sin  a;       ît 

(  cos  X  —  a  y  1  -f-  «  ' 

équation  entièrement  défectueuse.  Ainsi  on  voit  que  la  conserva- 
tion du  terme  &%  quelque  petit  qu'il  puisse  être,  est  nécessaire  pour 

V    .  '        1       r        xdx  sin  x  v    '      i      >  '^  ^  '\       ^ 

que  ImteÊjrale    /-; r- soit  effale  a  • —  — ; —  ,  et  11  est  re- 

J  (  cos  X  —  ay  —  »^  ^  \  -\-  a' 

marquable  qu'alors  l'intégrale  ne  dépend  pas  de  cette  quantité  cù 
qu'on  doit  supposer  infiniment  petite ,  mais  non  pas  nulle. 

81.  Pour  achever  d'éclaircir  ce  point  d'analyse  ^  j^observerai  que 
tant  que   cù    est  infiniment    petit ,   mais   non    pas    nul ,   l'intégrale 

/*         OC  (lie  s  111  oc  f        •  • 
r- r  a  une  partie  ncs^ative  comprise   entre  les  deux 
( cos  X  —  ay  —  *''                  *■                   °                       *■ 

valeurs  prochaines  de  x  qui  satisfont  aux  équations  cos  x=.cos^-\-ca, 
cos  j::  ==  cos  ô —  co.  Les  calculs  précédens  prouvent  que  celte  parlie 
négative  ,  dont  la  valeur  est  infinie  ,  suffit  non-seulement  pour  dé- 
truire l'infini  positif  qui  résulte  des  deux  autres  parties  de  Fintc- 
tégrale  ,    mais  encore    pour   donner   au   résultat   total   une  valeur 

négative -j— -.  Gela  a  lieu  tant  que  œ  est  quelque  chose  ;  mais 

lorsque  cù  devient  nul ,  la  parlie  négative  n'existe  plus  ^  et  la  valeur 
de  l'intégrale,  composée  toute  entière  de  parties  positives,  devient 
tout  à  coup  infinie. 

Nous  devons  conclure  de  là  que  toutes  les  fois  qu'une  intégrale 
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passe  par  l'infini  avant  d'arriver  à  la  valeur  finie  qu'elle  obtient  pour 
une   limite  déterminée  ,   on  ne   peut  exécuter   sur  cette  intégrale 

définie, les différentiationsrelativesauxconstantes arbitraires,  qu'après 
s'être  assuré  que  les  infinis  qui  composent  les  deux  parties  de  l'inté- 
tégrale  définie,  ne  rendront  pas  défectueux  les  résultats  de  la  diffé- 
rentialion  de  cette  intégrale.    • 

82.  Les  difficultés  dont  nous  venons  de  nous  occuper  cessent 
d'avoir  lieu,  lorsque  cos  x  —  cos  ô  conserve  le  môme  signe  dans 
toute  l'étendue  definfégrale  Z„  =/^^^_.  alors  la  valeur 
de  celte  intégrale  ,  entre  des  limites  données ,  peut  être  déterminée 
exactement,  quel  que  soit  l'entier  n.  En  effet  Tintégralion  par  parties 
donne 

(35)        (/z-oz„  =  --. — ï__  +r-__^___. 

(cos  X— cos  6)"-'    "^J  (cos  a:— cos  0""'  ' 

d'un  autre  côté,   en   différentianl  la  quantité 


sin  X 

on 


.   _  1      /.  ,  (  cos  or  —  cos  6Y  ^ 

trouve  la  formule 

C34>     Asi„.9.  Tc..„=^^+(.i_,)cos9.T,.,+(^-,)  Vo, 

dans  laquelle  T^,)  représente  en  général  l'intégrale  f  '^-^     

.  ^  J  (cosjt-  —  cosey 
11  suit  de  la  que  l'intégrale  Z„   peut   toujours  se  ramener  à  l'in- 
tégrale T,  =   f—-^ :,•  or  on  a 

J  cos  j; —  cos  ê  ' 

^'  =  ^  ^^^  '£^-?)'  si  ^  est  <  â  , 
C3d) 

^'     ^^  =  ïï^  ^^S~rf^,  SI  a:  est  >  ô. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aura  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie  Z^„), 
prise  entre  des  limites  données,  pourvu  que  cos  .r— cosô  conserve 
le  même  !?igne  dans  toute  l'étendue  de  Tinlégrale. 

85.  Par  exemple,  si  l'on  veut  avoir  l'intégrale  Z^=  T— î^i!L£_ 

^  ^       J  (cosx— costf)*' 

prise  depuis  x=  o  jusqu'à  x  =  b',  b'  étant  <  ô  ,  on  trouvera  par 
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les  formules  pre'ce'dentes  ^ 

, h'  sinb'  C05.g  ^sinK^  +  6^). 

De  même  Tiatégrale  Z'^  =/(coI/^'coIo^'  ^"^^  ^^^"'^  "^  "^  ^'  ^'"^' 
qu'à  jc  =  TT  ,   b"  e'tant  >  ô  ,  sera 


2  (  1  -f-  cos  fi  )^         2  (  cos  fi  —  C03  b"  )'         2  siu'^  fi  (cos  ê  —  cos  b") 
__^    cos  fi     ^sin  j:  (Z)"-t||()) 
2  sin'^fi       sin  ^  (6"  —  ô  )* 

Supposons  que  les  limites  b',  b"  soient  telles  qu'on  ait  cos^'=cos6-f-iy 
et  cos  b"=  cos  6 —  «,  ût»  étant  une  quantité  infiniment  petite;  alors 
en  développant  les  valeurs  de  b'  et  ù"  suivant  les  puissances  de  co , 
on  aura 

7/  û  *  a^ cos fi      , 

O   z=  b : — ^— +  etc., 

sin  ê         2  sin"*  ô     '  ' 

^"  =    8    +    -r— r-YT  etc. 

Sin  fi  asin'^o 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  et  négligeant 
les  termes  qui  demeurent  infiniment  petits  après  les  réductions , 
il  viendra 

2 


TJ,  +  Z^  =  -4-  - 


a  sin  è  2  (i  -f-  cos  fi)'^' 

Si  on  fait  &)  =  o ,  la  quantité  Tj\-\-Tj\  ne  sera  autre  chose  que 
l'intégrale  Z3 ,  prise  sans  interruption  depuis  x  z=.  o  jusqu'à  x-=7r', 
donc  la  valeur  de  cette  intégrale  est  infinie ,  comme  on  l'a  déjà 
trouvé. 

84.  Nous  terminerons  ces  recherches  par   la  détermination  de 

/*      icd'  ic  •  *  *  * 

l'intégrale  Z  =  /  ,  prise  depuis  jr  =  o  jusqu^à  .%'=':t.  Soit 

d'abord  a>>  i ,  on  pourra  supposer  a  = ou  c=a — i/(«* — 1)> 

et  on  aura 

^ =  — 7-^ r,(i  — 2C0sa^-|-  2c*cos'x — 2c?^cos5x+etc.); 

a-j-cosx-         V  (« — 0   ^  •  ' 

multipliant 
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multipliant  de  part   et  d'autre  par  xdx ,  et  observant  qu'entre  les 

limites  donne'es  fxdx  cos  mx  =  -^  (  cos  m^Ji  —  ^)  y  on  aura  Z  ou 

(56)    C   ^^-^   =      -'"'     ^ i f'^4.^4.£!^etcV        1^""° 

on  trouvera  de  même 

On  connaît  quelques  cas  où  la  se'rie  comprise  dans  ce^  formules  est 
sommatle.  /^q/ez  IP  Part.,  pag.  246. 

%^.  Si  dans  ces  formules  on  fait  a  =  cos  6,  ce  qui  donnera 
c  =  cos  ô  —  ^/ —  I  sinâ,  on  aura,  eu  négligeant  les  parties  ima- 
ginaires , 

C       ^dx        4     /  •     û    ,     sin39    ,   sin59    ,      ^     \ 

C      )'        r       ocdoc  4_/-     g    ,    sin59       «in59  Y       ^r^^r 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  ces  formules,  on  observera  d'abord 
que,   suivant  la  transformation    indique'e    art.    76,    l'intégrale... 

co.x  +  cos9^  P^^^®  ^^P^^s  ■^  =  <>  i"sq^'à  ^=  ^,  pem  se  chan- 
ger en  une  autre,  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  ^tt, savoir, 

J    \  cos  Ô  -j-  sin  a:    ~^   cos  Ô  —  s'm  x  )  ' 


OU  . 

Z=7rC0sB   T—^^. 1,   r_J£dx^inx_ 

J  cas"-  Q  —  sin'*  x    '   J  cos"  6  —  sin»  x* 

Soit  langx=j-  cotô,  on  aura   C ~ = l /L^—  • 

J  coà^d—sm'' X         sinU  cosdj  i  —y^  * 

cette  intégrale    devant    être   prise   depuis  7  i=  o  Jusqu'à  jr  =;  00 
se  trouvera  nulle  d'après  les  formules  (16),  pag.  162;  donc  on  a 
simplement  » 

y    ^    zxdx  sin  X 

J  003="  Ô  —  sin"  X  ' 

28 
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celle-ci  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^^^^uTÎ.Jcôsx^sinô        pin9  J  cosx+sina;'  Kx  —  l^ 

Or  par  les   formules  (5)  et   (7)   relatives  aux  limites   ^=0, 
^  =  ^  TT,  on  a 

/,     j      •                       ^                     \.              .    A    ,    2sin39    ,    2sin59    , 
^xdxjmx_  ______  ^j      (2sinô)+  2  smô+  -3I H  -5^ H" etc., 

/j      •                      ^                      A                .     «         2  sin  39         2  sin  59  . 

•^^^^^"^    ___  ^  1      ^2 sinQ)  —  2  sm9 gi ^. etc.  j 
coso: — sin9     .         2 

donc  enfin  l'intégrale  cherchée 

4     /.     û         sin59     ,     sin  59    ,  >^ 

et  la  même  valeur  a  lieu  en  mettant  tt  —  G  à  la  place  de  6,  ce  qui 
s'accorde  avec  les  forrnules  (38). 

5  vf^  De  quelques  Transcendantes  exprimées  en  fractions 

continues, 

86.  J'ai  fait  voir  dans  la  note  IV  de  mes  Élèmens  de  Géométrie, 
que  la  fraction  continue  • 


+  '  +  m  +  2  +  etc. , 
dont  les  dénominateurs  croissent  en  progression  arithmétique ,  peut 
être  sommée  au  moyen  de  la  fonction 

<P  W=  I  +-  +  --^.^_^i  "^2.3*  m.m+i.m  +  2  *' 

et  q.u'en  appelant  j  la  valeur  de  la  fraction  continue ,  prolongée 
à  l'infini ,  on  a  ,      ,    \ 

X      (p  (m4-  1  )  . 

Si  on  prend  les  différentielles  successives  de  la  fonction  <p  {m) 
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ou  <p  par  rapport  a  jc  ,  on  aura  * 

t/x'      Tn.  "^m.m-t-i  ^^2'm.mH-i.m4-2    '    2.3   m./n+i  .m+2.m-t-o 


^^2*m.  ..m.-f-3    '    2.3   m... m-f-4 


De  là  on  voit  que  la  fonction  (p  satisfait  à  l'e'qualion  différentielle 

dd<s      ,  dip  ^ 

d'ailleurs  on  a  (p  (m  +  i  )  =  ^^  j  ainsi  la  somme  cherchée  j  se 
déduira  de  (p  au  moyen  de  l'e'quation 

•*  xdo) 

y  'i —  — — -. 
•^  qidx 

Celte  e'quation  donne  re'ciproquement  -j-  :=i^ ,  de  sorte  qu'en  éli- 
minant (p  on  pourra  déterminer  directement  y  par  l'équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  "*'  '^-  r    V 

W  "^  +r  +  (m-  O  J  -  ^  =  o ,   r  ?  y-+  ^'^ ^  ;,T.,  „ ,. 7t .  ^ ..  / 

équation  qu'il  serait  facile  de  ramener  à  la  même  forme  que  l'équa- 
tion de  Riccati. 

87.  Si  l'on  propose  donc  de   trouver  la   somme  de  la  fraction 
continue 

X 

m  4" 


^■^ 


m  4-  1   + 


m  +  2  4-  etc. , 

cette   somme  étant  représentée  par  j",  il   faudra  intégrer  l'équa- 
tion {a)  j  de  manière  qu'on  ait  à  la  fois  œ  =  0  et  j"  =  o. 

Ce  résultat  peut  se  vérifier  immédiatement  ;  car  si  dans  l'équa- 
tion (a)  on  fait^==— — — -7 ,  la  transformée  sera 

^  ^  +  ^^"^  "+■  ^^^''  —  «^  =  o , 
équation  qui  ne  diffère  de  l'équalion  [ci)  qu'en  ce  que  m  est  mise  au 
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lieu   de  m  —  i  ;  ainsi  f  est  la  même  fonction  de  m-^i  ,   que  J 

€St  de  m;  Qn  aura  donc  j  r=  ^_^^_^y7 ,  J  =  ;r+I+7'  '  * 

ce  qui  reproduit  la  fraction  continue  proposée. 

«8.  Si  on  multiplie  cette  même  fraction  par  c ,  on  aura 


c'^x 


•^  me    -^ ; —     ,  C'x 

'     7nc  +  2C  +  etc. 

Si  ensuite  on  fait  c»jc:  =  x',  cjz=ij'  et  mcz=i.a,  on  aura  une  nou- 
velle fraction  continué 

T    ■=:   —     ,         X 


a-^-  c  -\- 


a  -4-  2c  -f"  6tc.  , 
et  la  somme  y   de'pendra  de  l'équation  différentielle 

{h)  ex' ^,'\-y^  '\-{^a—c)f  —  x<  =zo, 

résultat  plus  général  que  le  précédent ,  puisque  lés  dénominateurs 
de  la  fraction  continue  représentent  une  progression  arithmétique 
quelconque. 

89.  Nous  placerons  ici  l'explication  de  l'erreur  qui  a  été  remar- 
quée dans  un  résultat  d'Euler ,  cité  IIP  Partie,  page  667. 

/t  -+-  xx\ 

Ayant  désigné  par  "L  {k)  l'intégrale  fx'^'~^dxe  ^  =^«^  /  ^  prise 
depuis  x-=o  jusqu'à  :c  =  co  ,  nous  avons  trouvé  ,  page  566 ,  qu'on 
a  généralement, 

'Z(^+i)  =  (2A-4-i)/2Z(A)  +  Z(Â:— i). 
Soit      rj  't-^    ==  P  (^)?  ^^  tirera  de  cette  équation 

P(A:— i)  =  _(-2/<4-i)«  +  P(A-); 
on  aura  semblablement  . 

P(^)  =  _(2/<-}-3)a  +  ?(/<+  i). 
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De  là  il  ne  faut  pas  conclure  qu'on  ait  indéfiniment  : 


{k-l)  _(2/j+l)/l-f- 


-(2/i-f-3)«^- 


(2/<-j-5)  /î  -j-  etc.  ; 


car  il  s'ensuivrait  que  la  quantité  négative  —  7  f'i,  est  égale  à 

la  somme  de  la  fraction  continue 


Q  Q,k  -\-  1  )  n  -f- 


^  ^      ^  (  2/j  -{-  5  )  n  +  etc.  , 

dont  tous  les  termes  sont  positifs. 

Pour   que  l'égalité   en   question  eût  lieu,   il  faudrait   que  dans 
l'équation 

'p  (  k-i-  i l^ ^     

on  pût,  lorsque  /  est  1res  -  grand,  négliger  le  terme  P  (>^4-«)^ 
vis  à  vis  de  —  (2k  -j-  21  -jr  ^)  n  ;  or  bien  loin  que  ce  terme  puisse 
être  négligé,  sa  différence  avec  (  2^-4- 2t -|- i  )  «  diminue  conti-  • 
nuellement  à  mesure  que  i  augmente,  et  cette  différence  suffit  pour 
altérer  totalement  la  valeur  de  la  fraction  continue  ,  prolongée  jus- 
qu'au terme  —  (  2A -f-  2i -{-  i  )  /z. 

On  conçoit  en  effet  qu'une  quantité  donnée  quelconque  peut  être 
supposée  égale  à  une  fraction  continue  dont  les  termes  seraient 
pris  à  volonté,  tels  que  (2^+1)/^,  (2A  +  5) /z  ,  etc.,  pourvu 
qu'au  dernier  de  ces  termes  (  2A4-  2i-|-  i  )  /z,  on  ajoute  upe  cer- 
taine quantité  et  qui  rétablisse  l'égalité.  L'omission  de  la  quantité  a 
peut  changer  le  résultat  du  tout  au  tout ,  du  positif  au  négatif;  et 
c'est  ce  qui  arriverait  si ,  à  l'exemple  d'Euler,  on  établissait  l'égalité 
dont  nous  venons  de  parler. 

90.  Pour  donner  un  autre  exemple  de  Terreur  qu'on  peut  com- 
mettre dans  l'emploi  des  fractions  continues  ,  reprenons  l'équation 

o  =  (i  +  c° )  E-  (c)  —  (2  +  ^-  )  E-  (c)  +  Z,°  ( I  +  ^0)  E'  (c-), 

que  nous  avons  trouvée  (page  88,  IIP  Partie  ),  entre  les  trois  fouç- 
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lions  complètesE'  (c),  E^  (c°)  ,  E' (c'°).  Si  on  fait  |J^  =  ^.P% 

£'(0°)          1 4-b°  ,  ,  .  ,    ,  .1 

et  par  analogie  p^!"  ^J.  = .P'%réqualionpre'cédente  deviench-a, 


en  observant  que  c" 


1+6' 

pc 


P»-.  +  i--îè; 


on  aurait  donc  semblablement 

2b 


P°°  =  2  4-  b°°  -^ 

Pooo  „     .  I   .     7,00c  __     


pooo  y 
zb°°° 


et  ainsi  de  suite.  Il  s'agit  maintenant  de  savoir  si  on  peut,  de  ces 
équations  ,  conclure  que  la  somme  de  la  fraction  continue  pro- 
longée à  l'infini 

ob° 

*  2-1- 6°      

a-f  6°°°  —  etc., 
est  égale  à  P°. 

Observons  d'abord  que  lorsque  dans  la  suite  des  modules  décrois- 
sans  c ,  c°j  c°°,  c°°%  etc.  ,  on  est  parvenu  à  un  terme  très-petit  c-^* 
la  valeur  correspondante  de  son  complément  Z»*"  est  sensiblement 
égale  à  i  ,  et  on  a  en  même  temps  E'  (c^)  =  -  ;  donc  en  prolon- 
geant suffisamment  la  suite  P°,  P"",  po^o^  etc.,  on  parviendra 
bientôt  à  un  terme  P'"  qui  ne  diflèrera  de  l'unité  que  d'une  quantité 
absolument  négligeable. 

Supposons  donc  P*"  =  1 ,  on  aura 

et  ainsi  en  remontant  jusqu'à  P°  ;  de  sorte  que  la  valeur  de  la 
fraction  continue 

9b° 

2  -i-  b" ^^  zb°° 

•  ^^  24-6"° j — ■ 

^  2  +  b"^''  —  etc. , 


.b'^' 

-1) 

p/^ 
3.bffr 

-2) 

p/^- 

I 

y 
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tîaîculee  ainsi  qu'on  \ient  de  l'indiquer,  sera^  sinon  la  valeur  exacte 
de  P%  au  moins  une  valeur  tellement  approchée  que  l'erreur  ne 
sera  que  de  l'ordre  i  —  b^  on  j  (c  y. 

91.  Mais  il  faut  remarquer  que  suivant  la  manière  ordinaire  de 
calculer  les  fractions  continues ,  on  trouverait  un  résultat  dillérent 
et  tout  àf»fait  erroné.  En  effet,  s'il  s'agit  de  calculer  la  valeur  de 
la  fraction  continue  • 

œ  =  a  -4-  j    ,    C 

~  d  +  etc.  , 
on  imagine   que  la   fraction   continue  s'arrête  successivement  aux 
termes  r  >  ~»  .j»  -  >  etc. ,  et  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  ré- 
sultats successifs  calculés  dans  cette  hypothèse ,  est  ce  qu'on  appelle 
la  somme  ou  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

En  procédant  de  la  même  manière  pour  le  calcul  de  la  fraction 
continue  qui  doit"  déterminer  P%  il  faudra  supposer  que  la  fraction 

continue  s'arrête  successivement  aux  termes rino^ tto-^»  etc. 

J-^e  aernier  de  ces  termes  serait qui,  en  supposant  toujours 

7"        '    r         11  '1    •     ^  qZ)''"~'^    •  .         ,  ,    .     , 

I  —  o    négligeable  ,  se  réduit  a ^ —  ;  mais  c  est  précisément 

sur  ce  terme  que  l'on  commettrait  une  erreur  notable,  puisque  nous 

avons  vu  qu'il  doit  être  supposé  — — ou  — 2h^^~^^-  et  celle 

erreur  ne  manquerait  pas  d'influer  sur  la  valeur  totale  de  la  frac- 
tion continue,  qui  deviendrait  ainsi  entièrement  défectueuse. 

On  voit  par  là  que  les  fractions  continues  ne  doivent  être  employées 
quavec  de  grandes  précautions,  pour  représenter  les  valeurs  des 
quantités  qui  sont  susceptibles  d'être  exprimées  par  leur  moyen ^  et 
qu'il  faut  s'assurer  ,  dans  chaque  cas,  que  la  quantité  nécessairement 
omise  dans  le  terme  auquel  on  s'arrête,  n'influera  pas  sensiblement 
sur  la  valeur  totale  de  la  fraction.  Au  reste  il  serait  difficile  de  citef 
un  exemple  où  l'usage  des  fractions  continues  dans  le  calcul  in- 
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tégral     offrirait  quelqu'avantage  sur  celui  des  suites  qui  en  repré^ 
sentent  la  valeur  terme  à  terme. 

§  VII.  De  quelques  formules  relatives  au  développement 

des  fonctions  et  au  retour  des  suites. 

# 

92.  Soit  proposée  l'équation  F  (oc)  -|-j(p  {x)  =F  {a) ,  dans  laquelle 
F  {x)  et  (p  (x)  sont  des  fonctions  données  de  jc  ;  on  pourra ,  d'après 
cette  équation  ,  regarder  x  comme  une  fonction  de  j  et  de  « ,  et 
l'expression  de  x,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  7,  sera  de 

la  forme 

a:  =  «  +  Pr  +  Q/'  +  Rj'  +  etc. , 

P,  Q,R,  etc.  étant  des  fonctions  de  a  seule.  * 

•    Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée ,  et  désignant 

pour  abréger,  par  F'  et  Ç)  les  quantités  —^  et  (p(«),  on  trouvera 


P .<?       0=^^ ^,     R=  —  ^ — VA,     etc. 

11  s'ensuit  ultérieurement  que  si  ^  (x)  est  une  fonction  quelconque 
de  a; ,  et  qu'on  désigne  par  -4/  et  4'  les  fonctions  4  W  ^t  —^  i  ^^^ 
aura  généralement 


La  loi  de  cette  formule  est  facile  à  saisir;  mais  il  est  nécessaire 
de  la  démontrer  rigoureusement  et  indépendamment  de  toute  in- 
duction. 

93.  Pour  cela,  supposons  en  général , 
(.)■  4  W  =  4  -jr  +  %  T"  -  ^^  T"'  +  etc.  ^ 

Soit    de   plus  Y\{  x)    une   autre    fonction    de   x   telle    qu'on  ait 
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~~dr"='^^^)'dr^  ^"'  P^"''  abréger,  l\'  {cc)^(p{x)'\'{x)r,  q\. 
supposons  qu'on  ait  semblablement 

U[x)=:U  ^jt!  +  y^  t"  —  ^  t'"  +  etc. 
Je  diffërentie  4  (x)  par  rapport  à  j,  et  n  (.x-)  par  rapport  à  a,  j'ai 
^  =  -T'+TT"-X"T"'+£iT"-etc.,  . 

da~-^  -J^+-^.-^--X_.__+etC.; 
de  là  re'sulte 

(^)  F'  '4^  +  ^  =  n'  ^  Y'T  --7    (§  -  F'T''  ) 

2.3  Wa  y 

+  etc. 

Or  je  dis  que  le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à 
zéro;   en  effet  on    a   f^^O^  .__.   i  /  /     x   dx     rfn(x)  __     ,  ,  dx 

dy  ^^     ^'dy*~~d^  —  ^^   ^^ J  '  d^ 

==?)W.4'(x).^,.   donc 

rfj'       ^       ^a       -  -^   W-\J  ^+(P(^)  ^  J. 

Mais  de  l'équation  proposée  F  (x)  -\-y(p  (^)  =  F  (^) ,  on  tire  : 

—    =  F^(a)  ^ 

1^  ___  (p(x)  '  ^' 

donc    on  a   F'  —  -i-  (D  C  t)^^ ^      ^. 

ri^  1-  ^  (,  -^^  ;  ^  —  o  ;   et    par    conséquent  aussi , 

r^,dp{x)        dn(x) 

*  ~d^  "^  ~d^  =  O' 

11  suit  de  là  que  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3),  on 

^9 
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doit  égaler  à  zéro  les  coefficiens  d'une  même  puissance  de  j ,  ce 

qui  donnera  d^abord  W  —  F'T'  =  o  ;  donc 

T'  —  El  —  ?i-  . 
1     p'    Y'    9 

, (pn' (p'^l/' 

la  même  équation  appliquée  à  la  fonction  n  donne  t  —  y~  —  -f^-' 
On  aura  ensuite  ^  —  FT"  =  o  ;  d'où 

-         1       ,    <P'^^' 

W         F' 


da 
On  aura  donc  aussi ,  relativement  à  la  fonction  n  , 


da  da 


dt" 


Connaissant  «",  on  trouvera  T'"  par  Téquation  ^  —  FT'^' =  o  ; 
d'où  résulte 

1         j        1  7      ?'Y 


rpfll  


da^ 

Cette  même  valeur  appliquée  à  la  fonction  n  donne  • 

^     —         ""d^^  ■  "~  da'  ' 

et  de  là 


1    dt!"      r  "^  F  "^  i"      F' 

■^     —F''da  da' 


et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  démontre  d'une  manière  générale  la  loi 
de  la  formule  (i).  Voici  maintenant  les  différens  corollaires  qu'on 
peut  en  tirer. 

Corollaire   L 

94.  Si  l'on  fait  F  (x)  =  x ,  c'est-à-dire  si  l'équation  proposée 
est  aJ=  a— J?(>^) ,  alors  on  a  F'  =  i  ,  et  la  formule  donne,  en 
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mettant,  pour  abréger,  4>  4'?  *?  ^"  ^*^^  ^®  4  W>  4  W>  *?  W ? 

c'est  la  formule  connue  de  Lagrange  qui  donne  lieu  à  un  grand 
nombre  d'applications  pour  le  développement  des  fonctions  et  le 
retour  des  suites. 

Corollaire    II. 

95.  Si  l'on  a  <p  (x)  =  i  ,  ensorte  que  l'équation  proposée  soit 

et  qu'on  fasse  ,  pour  abréo^er ,  =^-r-T  ou  ,^  ,  ^  =  A ,  on  aura 

(5)  4(.)=4_,.A4'+^_.Af^_2l.M(A^  +  etc. 

Cette  formule  est  déjà  connue  des  analystes  ;  elle  peut  servir  à 
résoudre,  par  approximation,  une  équation  quelconque  F  (x)  ==  o  ; 
car  si  a  est  une  valeur  approchée  de  x,  et  qu'on  ait  F  (^)  z=j-  , 
J  étant  une  quantité  assez  petite ,  la  formule  précédente  donnera 
la  valour  de  4  C"^)  exprimée  par  une  suite  convergente. 

V 

Corollaire    III. 

h 

96.  Soit  proposé  l'équation «=rx+j(p  (a;)+j-»X(^),  dans  laquelle 
<p  (x)  ei  A  (x)  sont  deux  fonctions  données  de  x.  Pour  avoir  la 
valeur  d'une  autre  fonction  4  W,  développée  suivant  les  puissances 
de  j-,il  faut ,  dans  la  formule  (i),  substituer  (p  (a)  +j^A  (a)  ou  sim- 
plement (p  +jrA  à  la  place  de  (p  ;  on  aura  d'abord 

Développant  les  différens  termes  et  ordonnant  toute  la  suite  par 
rapport  à  j  ,  on  aura 
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^  \_j  .2.3f/a*  da     J 

V  •  n~y    L  1.2.3.4^""  i.Q.da'-  i.2rfa_J 

-^    Li. 2.3.4.5  rZa+       i.Q.Srfa'*"^   i.2f/a'' J 


.4.5  da^       1.2.5  dcv^ 

_jH$HO ^iM___ . 

.2.3.4-5.6t?a^      i.2.3.4^ût 


■^    Li  .2.3.4-5.6t?a^       1.2.3.4  ^û^  '"1.2.1.2  c?a^       i.2.3c?aO 


etc. 


La  loi  de  cette  suite  est  facile  à  apercevoir,  et  on  aura  en  géne'ral 
pour  coefficient  de  j"  la  somme  des  termes  représentés  par 

»  'I  ^k-'t    **  '     ''  (i.2.3.../0Ci.2.3....0f^«'-*-'~" 

en  donnant  a  k  et  i  toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  qui  satis- 
font à  l'équation  k  -{-  21  =  n. 

Corollaire    IV. 

97.  Soit  proposé  l'équation  a=zx  +j(p  Çx)  -i-j^X  (x)  +jrV(-^)  j 
(p(x)  ,  A(x),  /^(j:)  étant  des  fonctions  données  de  JC ,  on  trouvera 
par  des  calculs  semblables  , 


-J 


Li  .  2  .  3  rfa^  d^        f-A'-'vf  J 


W;  "-^   L  1-2.3. 4rffl'         i.af/a^"^       da       "^i.ac/aj 

•^   [_i.2.'5.4'^dcû       i.2.3c/a'^  "'     1.2  ûfa^     '     1.2  fia"  ^/a       j 

+  etc. 

La  loi  générale  de  celte  suite  est  telle  que  le  coefficient  de  j"  est 
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égal  à  la  somme   des  termes 

(TTâTS.  ../v)C'-2.3...0  (1-2.3... /)^/a''^'-^'-" 

formes  en  donnant  successivement  aux  exposans  A\,  /,  /  toutes  les 
valeurs  en  nombres  entiers  qui  satisfont  à  l'equalion 

w  ==  A'  4~  2i  -f-  51. 

On  voit  qu'il  est  facile  de  gene'raliser  encore  davantage  ces  for- 
mules ,  en  admettant  un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  l'équa- 
tion donnée  entre  œ ,  j'  et  a. 

Corollaire    V. 


98.  Soit  l'e'quation  donne'e  V  (a)  z=V  (jc)  ~j-j(p  (x)  ~{-  zX(jc)  , 
F  (jc)^  (p(jc),  à(x)  étant  des  fonctions  données  de  jc,  et  soit 
proposé  de  trouver  la  valeur  développée  suivant  les  puissances  de 
j-  et  de  z ,  d'une  autre  fonction  de  jc  désignée  par  -^  (jr). 

Il  suffit,  pour  cela,  de  substituer  dans  la  formule  générale  (  1)  , 

<p  («)H —  A(rt),ouÇ)  +  -Àau  lieu  de<p  ,  ce  qui  donnera  d'abord, 
en  faisant  p-/  =  A  , 

1.2.3  f/û" 

Si  on  fait  ensuite  sortir  des   signes  différentiels  les  puissances  de 
/  et  de  s ,  on  pourra  ordonner  ainsi  la  valeur  cherchée  de  4  C-^')  j 

4(0.) = 4- j-A?4'  +  /' .  -r^.iP  -  y  ■  :.JL  +  «"^• 

_  ,AA4'  +  f^.  ài^^  -r^.h^J^  +  elc. 

(8)  +  .s  ^^n  AHA,lS^       ^^^ 

\    /  '  \  .2.  da  ^  1.2  «« 

„   Ad  (Ad  {xh\^'    ,      . 

—    s\ ^= — TT^, — ^  +  etc. 

i.fl.oaa'' 

p  -4-  etc. 


V 
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La  loi  de  cette  suite  est  manifeste  ,  et  on  voit  qu'un  terme  quel- 
conque sera  représenté   par 

^-  if^'  Ad  (Ad  (^A.  .  .  .d.dç'^'H'  )         , 
(i.2.3.../j)(i.2.3...0^a'"^'~'      '-^  ^' 

Si  on  avait  Y  (jc)  =  x ,  ou  si  l'équation  proposée  était  a  z=:  x 
-}-j<p  (x)  -f-2A  (x)  ,  le  terme  général  deviendrait 

99.  Etant  donné  la  fonction  4  W  >  si  on  propose  de  la  dévelop- 
per suivant  les  puissances  d'une  autre  fonction  de  x  désignée  par 
Il ,  il  faudra  faire 

4  (:t)  =  T°  +  T'^  -4-  T"  ~  +  T'"  ^  +  etc., 

et  on  aura  en  général  T^")— ^"^^f^  ,  la  différence  n'""'  étant  prise 

en  supposant  du  constant,  et  faisant  ensuite  dans  le  résultat  u=o. 
A  regard  du  premier  coefficient  T%  si  on  suppose  que  l'équation 
u  =  o  donne  x=a,  on  aura  T''  =  4^«)- 

En  supposant  le  problème  possible  ,  toute  la  difficulté  se  réduit  à 
calculer  les  coefficiens  successifs  ^.  -^j  etc.  Ce  calcul  peut  de- 
venir prolixe  dans  beaucoup  de  cas  ,  c'est  pourquoi  il  importe  de 
faire  voir  comment  on  peut  changer  en  général  le  coefficient  -^^  , 
en  un  autre  qui  suppose  constante  une  autre  différentielle  dz.  Mais 
pour  cela  il  faut  supposer  que  z  et  u  s'évanouissent  à  la  fois  lors- 
que x  =  rt,  et  qu'en  môme  temps  le  rapport  ^  n'est  ni  nul  ni  infini. 

Dans  cette  hypothèse ,  voici  deux  lemmes  qui  conduiront  au  résul- 
tat que  nous  cherchons. 

100.  Lemme  I.  Les  quantités  z  et  n  étant  des  fonctions  de  x 
qui  s  évanouissent  toutes  deux  lorsque  x  =  a  ^  et  qui  sont  telles  que 
dans  le   même  cas  leur  rapport  est  égal  à  une  quantité  finie  ^  je  dis 
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Iju^on  a  en  général j 

(9)  -i^^n.n-..n-2...{n-r+,).—^l-, 

pouruu  qii après  les  differentiations  on  fasse  z  =  o. 

En  effet,  soit  ^  =  ;t?  et  ;»"-'■  =  A°  +  A'z  +  AV. .  .-f-AV-f  etc. , 


on  aura 


"'G)"  =  ^'C^°  +  ^'^+^"^'-  •  •  .  +  AV+etc.); 

un  terme  quelconque  de  celte  suite  A*^^^'  aura  pour  différence 
«'^""^divise'epar  Js",  le  produit  {Ji-{-r)(k-\-r—  i  )..,{k-\-r — /î+i)A  V"^'-". 
Cette  quantité'  sera  nulle  pour  tous  les  termes  où  A-f-/-  est  <  n  ;  elle 
sera  nulle  aussi  pour  tous  les  termes  où  k -\- r  est  >/z ,  puisque  la 
supposition  de  z  =  o  rend  ceux-ci  nuls.  Donc  le  seul  terme  auquel 
il  faut  avoir  e'gard  est  celui  où  A  +r=  «,  eton  aura 

—^^^P-  =  7Z.«— I  .7î— 2.  .  .  .  I  .  A^— )  . 


mettant  au  lieu  de  A^"-'^  sa  valeur  ^~— —  ,  il  viendra 

1.2.0. ../i  —  r' 


t  —d^r-^n.n—i.n-^2..,.{n^r+i),t^. 

loi.  Lemme  II.  Les  mêmes  choses    étant  posées  ,  je  dis    que  la 

quantité  ^  ^  sera  égale  a  — \-f-!     en  faisant  z  =  o  dans 

car  dz"  "^ 

le  résultat. 

En    effet   on    a   "fA^^Pll  =  nu^  p^-\±  =  -iL_  ^r  ^Cp"-) 

dz  f^  dz  n  —  r  dz 

=  Tll-r  ^'  (  A'+  ^A"z  +  3A'V H-  AA^z*-+  etc.).  Le  terme 

général  de  cette  suite  est   ^-^-^  A^s'"^'-' ;   or  tant  que  r-\-k  sera 

plus   petit   que   n —  i  ,   la  différence  (n —  1)"""  de  cette  quantité' 
sera  nulle  3  lorsque  r-f- A  sera  plus  grand  que  n —  i  ^  cette  diffé- 
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rence  sera  encore  nulle,  parce  qu'elle  sera  affectée  du  facteur  z  et 
qu^on  de^ra  faire  z- =  o  ;  donc  il  faut  considérer  le  seul  terme  oii 
,,  ^  ^.  _  „  .  ce  terme  est  ^^^  A"-^z"-'  ou  simplement  «A"-^^''-^ 

et  sa  différence  du  degré  /^  —  i ,  divisée  par  a^^"-',  donnera 
n,n i.n — 2. . .  .  i  •  A"""' ;  donc  on  aura 

cependant  cette  formule  n'a  lieu  qu'autant  que  n.  est  >  r  ;  car 
si  on  avait  r  =  «  ou  r>  n,  le  premier  membre  se  réduirait 
à  zéro. 

Cela  est  manifeste  lorsque  r  est  >  n ,  parce    que  les  puissances 

de  z,  dans  les  différens  termes  de  ^""'  ^^'^fi^  ,  ne  s'abaissent  pas 
au-dessous  de  z'""^' ,  et  par  conséquent  s'évanouissent  lorsqu'on 
fait  £=  o. 

Lorsque  r==  «,  on  a  î^  =  ^2".^;  soit  alors  log;7=L°  +  L's 

4-  IJ'z^  +  etc. ,  on  aura  -^  =  L'  -1-  2L"z  +  ^V"z'  +  etc.  ;  donc 

_^ri  (u^  é^\  =  i^i-  («L'z»+  2/zL''^"-^»+  3«L'V+'+  etc.)  =  o. 
Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  proposition  suivante. 
102.  Soit  X  une  fonction  quelconque  de  Xj  je  dis  qu  on  aura 

*"  /rt  différence  constante  étant  du  <i<27Z5  /e  premier  membre^  et  dz  6?««^ 

/e  second. 

En  eflet,  soit  X  =  T°  +  r^^+ T".  ^  +  T\^  +  etc. ,  et 

soit   proposé  de  trouver  la  valeur  de  -^^ ',  cette   quantité  étant 
développée  devient 

Mais 


^u 
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Mais  on  a  en  général      ^  „      z=  n.n  —  i n  —  r+i. 


donc 


— r        » 


expression  dont  le  dernier  terme  est  T'^"^,  et  l'avant-dernier  '^T^""'^^. 
On  trouvera  semblablement 

Substituant  dans  le  second  membre  les  valeurs  que  donne  la  formule 

—^d^^ ''—d^r-—n,n-^i n      i^i.   ^^„_,    , 

il  viendra 


i — s 


£^a»         —         Jz."  "*"  1  f/z,"-'     "*~      1.2  dz"-^ 

n.n—t  .n—2  rT^m  d^'^p"-^  .    n  rp(„_,)  dp 

"*"        1.2.3         ■*•       c/^"-^    "T"  1  dz.' 

le  dernier  terme  est  ici  -  T^""'-*  ^,  parce  qu  on  a  — ^^„        =  o. 


De  ces  deux  formules  on  tire 


c/a"  dz"  du"  ' 

mais  le  premier  membre  se  réduit  à ^ ;  donc  on  a 


d^X  __fZ"-'(p"tJX) 

du"  ^2."  ' 

c'est  le  théorème  qu'il  s'agissait   de  démontrer.  Voici  maintenant 
quelques  corollaires  qui  s'en  déduisent. 

io3.  Si  l'on  fait  z  =  x  — «^  etM=     ~~ ^  ,  on  aura  »  =  (p  (^), 

dzz=zdx  y  ce  qui  donnera  -r-^  =  — ,  \^_,       ;   et  comme   il  laut 

faire  z  =  o  ou  x  =  ^  dans  le  second  membre  ,  on  considérera  <p 

3o 
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et  X'  comme  des  fonctions  de  a,  et  on  aura 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  Lagrange,  dans  le  cas  où  l'on 
veut  développer  X  suivant   les   puissances  de  u  d'après  l'équation 

x-"-  a  =  u(p  (jc). 

104.  Soit  X  =  %}•  (jf) ,  M  =  (p  (x)  — -  (p  (a)  y  z  =  jc —  a  y  Oïl  aura 
(12)  ^(^jc)z=^{a)  +  —  ((px  —  <pa)-i-  —   (<pjc—(pay 

et    l'expression    générale     du  .  coefficient    T*^"^  sera  ,    en    faisant 

formule  où  il  faudra  faire  x=:a  après  les  différentiations. 

io5.  Si  dans  ces  dernières  formules  on  fait  (p  («)=o,  on  aura 

(i3)  4.(^)=:  N[/  +  T'(p.r+  — (?)"x4-^  cp^^  +  etc, 

et  le  terme  général  T*^"^  =  ,  „_,  f j  >|/'x  :  c'est  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  '^C'^)  suivant  les  puissances  d'une  autre 
fonction  (px ,  et  on  voit  qu'il  y  a  autant  de  développemens  que 
l'équation  (p  («;):=:  o  a  de  racines. 

Soit ,  par  exemple ,  '^  (x)  =  ^^  et  0  (x)=  x(f,  l'équation  x-c'^  =  o 
n'a   qu'une  racine    réelle  x  =.0  ;    ainsi  on   devra  faire   «  =  o  et 

T'"'  =  &^  (f-"^^^log^.)  =  log^.^  (logZi-^^log  c)  h^c-^' 

^z=.lb(^lb — nlcy~*  b^c~"'^  ;  faisant  dans  cette  expression  ^  =  o  ,  elle 
donne  T<^"^  z=  lb(lb  —  nlcy-';  donc 

b-  —  i  ^  Ib .xc"^  +  Ib  (Ib ^ 2lc)  ^  +  Ib  (Ib'-'Slcy^  +  etc. 
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Les  formules  que  nous  Venons  de  démontrer  sont  dues  à  M.  Burmann, 
professeur  à  Manheîm.  Voyez  le  tom.  II  des  Mémoires  de  Tlnstitut,' 
pag.   14  et  i5. 

J  VIII.  Formules  pour  sommer  un  nomhj^e  donné  de  termes 
consécutifs  dans  le  développement  de  (  1  +  a)". 

106.  Conside'rons  d'abord  la  suite 

1-2  1.2.3  '^^       1.2...A— I        ^       y 

formée  par  les  k  premiers  termes  du  développement  de  (  i  -f-a)", 
et  supposons  que  (p  (  A  )  représente  la  somme  de  ces  termes,  il 
est  e'vident  qu^on  aura 

Conside'rons   pareillement  l'intégrale 

prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  jc=za,  et  soit  A  (^)  la  valeur  de  cette 
même  intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  ^  =  co ,  valeur  qui 
est,  comme  on  sait 

72.n--i.7i  —  2...n — k-{-i  r(re-fi) 

La  quantité  x*  (i  -f-  jc)-"  a  pour  différentielle 

kjc'-^  Jx  (  I  +  a:)-"-'—  (n  —  A)  jc'djc  (i  +  jc)-"-', 
laquelle  étant  intégrée  depuis  x  =  o  jusqu'à  ^=:«,  donne 

a'^  (i  +  ^r-  =  i^T  (A)  —  («  ^  ;^)  T  ( A-  +  I  ). 
Faisant  dans  celle  formule  «  =  go  et  supposant  A  <  /ï  ,  on  en  déduira 

o  =  AA  (A)  —  (/z  —  A)  A  (  A  +  1  ). 
Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

T(k)         T(h-{-^)__a^ç,+ayn^    ,^  ,^_, ^_^ 

AC/0         A(/<+i) AA(/0      —  rXTTS «*  (  I  -f  ^/)— , 
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et  par  conséquent. 

Celte  équation  aux  différences  finies  a  pour  intégrale 

^(A)+  (I  +«)"^)  =  const.  =  ?  (i)  +  (i  ^ay  li^-, 

niais(p(i)  =  i  et  T  (i)  =  /Jx  (  i  + -^^  )-"""='""  ^\  — ' 
de  T  (  I  )  résulte  ,  en  faisant  «s  =  co  ,  A  (i)  =  ^^.  Substituant  ces 
•valeurs  dans  l'équation  précédente ,  le  second  membre  se  réduit  à 
fi^ay.  On  a  donc  la  somme  cherchée 

(.)       <p(a)  =  (.+.z)"-^"a-''^^(>+^)-"-s      [IZl 

d'où  l'on  vo!tquecetfesommedépendderintégrale/x*—ij:(iH-jr)-''-', 
prise  depuis  oc=o  jusqu'à  ^  =  « ,  et  de  la  quantité  A  (A)  qui  est  la 
même  intégrale  ,  prise  depuis  jtr  =  o  jusqu'à  x  =  co  ,  et  dont  l'ex- 

pression  en  l'onctions  F  est  généralement  A  (A-;  = r  {n-\-i) — * 

107.  Par  de  semblables  calculs  on  trouvera  qu'en  faisant 

4(Â0=i  +  «a+-77^«'4-....H 1.2.3 k-i ^     > 

on  a 

(2)  4W  =  (^--)-"-^-/^^"'^^(^-^)""'>  {l  =  a 

la  quantité  B  (k)  désignant  rintégrale/a;*—^x(i—^)"-% prise  depuis 
07  =  o  jusqu'à  x  =  I ,  laquelle  a  pour  valeur  : 

•n  n\  rArn 

B  {k)  =  rïmry 

108.  Si  dans  l'équation  (1)  on  met  tz  +  A  —  i  à  la  place  de  n, 
et  qu'on  change  â!  en  ^  ,  on  aura 


k 
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Dans  cette  intégrale ,  faisant  x  =  737^?  et  ensuite  b  =  737^»  on 
aura  fie"-' dx(i  +^)-'-''  =r/s^— ^z.(i  —  z)""',  cette  dernière  inté- 
grale étant  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  a.  En  même  temps  on 
aura  i  +  Z»  =  (i  —  «)-  et  (i  +  by-^"'  =  (i  — ^)-"-''^'.  Compa- 
rant donc  l'ëquation  précédente  avec  l'équation  (2)  qui  contient  la 
même  intégrale ,  on  en  déduira  ce  rapport  remarquable  : 

,   ,     ,  j        ^A   .  n+k—i^n±k—2  n-\-k—i  .Ji+k—^.  .  .n+i 

^ ^  .+„,+^..+.... +"-":^;:::^--''- 

c'est-à-dire  qu'en  faisant  a  =-Arb  ^^  ^  =TZr^'  ^^  somme  des  k 
premiers  termes  du  développement  de  (  i -f-<?')""^'~',  est  égale  à  la 
somme  d'un  pareil  nombre  de  termes  du  développement  de  (i — «)~", 
multipliée  par  (i  -f- Z») ''""'. 

Celte  formule  est  susceptible  d'en  produire  plusieurs  autres  en 
changeant  soit  le   signe  de  n,  soit  le  signe  de  a. 

109.  Reprenons  l'équation 

si  à  la  place  de  k  on  met  A  -}-  m,  et  qu'on  prenne  la  différence 
des  deux  fonctions ,  on  aura 

/j    ,       \        -/7\  n.n — i...n — /f+i     .     ,    n.n — ]»..n — ^  ^^^_i     , 

ra.ra-I...'.?t— /i— m+3  ^fcH-m-i  . 

■      1.2 /{+m — 1  ' 

substituant  la  valeur  de  (p  donnée  par  Téquation  (i) ,  on  trouve  pour 
la  somme  de  la  série  précédente 

r/{r(/i— /<+!)•'  ^        ^  r(/<+m)r(n — k — m-j-iy 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x  =:  a. 

Cette  formule  donne  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
consécutifs,  pris  dans  le  développement  de  (i  -\-a)". 
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iio.  Si  on  suppose  n  entier,  et  qu'on  fasse  Â:-|-m  =  ri+  i — A, 
alors  la  quantité  <?>  (/z— A-f-i)  —  cp  {k)  aura  pour  expression 

"r/jr(/i  — /c+i)   J         (i4-x)"-+-'      '  lor  =  a 

c'est  la  somme  des  termes  qui  occupent  le  milieu  du  binôme  de'- 
veloppé  (i  +  rt)",  depuis  le  terme  Wa^  jusqu'au  terme  NV"* 
inclusivemerft. 

On  peut  toujours  connaître  ,  par  la  méthode  exposée  dans  la 
IIP  Partie,  les  intégrales  définies  comprises  dans  ces  formules, 
avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra  ;  et  pour  faciliter  les 
calculs,  on  pourra  toujours  supposer  «  <  i. 

l'intéerale 


/ 


Remarquons    encore    que    si    on    fait    x  =  ^Z^^  >    l'i'^tég 


x*-' X 


L___  clx  se  change  en  celle-ci  : 


(i  +  xy 

f[z'-'dz  (i  —zy-^—z'^-'dz  (  I  — z)^-']  , 


o 
a 


a-\-  i 


laquelle  est  plus  simple ,  parce  qu'elle  est  prise  entre  des  limites 
plus  rapprochées. 

L'utilité  de  ces  formules  se  fait  particulièrement  sentir  lorsque  n 
et  k  sont  de  grands  nombres  ;  et  c'est  un  cas  qui  se  présente  assez 
fréquemment  dans  l'analyse  des  hasards. 

g  IX.  Méthodes  pour  développer  en  séries  convergentes 
Varc  dont  la  tangente  est  donnée  par  une  fonction  ration- 
nelle des  sinus  et  cosinus  d'un  autre  arc  indéfini. 

m.  Lagrange  a  traité  cet  objet  d'analyse  dans  les  Mémoires  de 
Berlin,  ann.  1776;  mais  les  exemples  choisis  par  cet  auteur  pour- 
raient faire  croire  que  les  développemens  ne  peuvent  être  obtenus 
en  séries  convergentes,  que  dans  certaines  hypothèses  sur  les  gran- 
deurs relatives  des  coefficiens.  Nous  avons  donc  jugé  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  de  démontrer  généralement  que  cette  sorte  de  résolu- 
tion peut  toujours  avoir  lieu,  quels  que  soient  les  coefficiens  de  la 
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fonclion  donnée.  Nous  ferons  voir  d'ailleurs  qu'on  peut  de'duire 
de  ces  développemens  ,  quelques  théorèmes  assez  remarquables  sur 
les  inte'grales  définies. 


m  sin  X 


Exemple  I.  Soit  tang^  =  — — — — ,  a  étant  <:^  i.  D'après  cette 

équation,  on  voit  quej"  augmente  indéfiniment  avec  ce ,  et  que  ces 
deux  variaMos  coïncideront  entièrement  lorsqu'on  aura  a?  =  o  , 
TT ,  9.7r ,  "Stt  ,  etc.;  d'où  il  suit  qu'on  doit  avoir  en  généralj-  =  x-|-Q, 
6  étant  une  quantité  périodique  :  c'est  ce  que  le  calcul  suivant  met- 
tra en  évidence. 

Au  moyen   des   exponentielles   imaginaires ,  l'équation   donnée 
peut  s'exprimer  ainsi  : 

et  on  en  tire 

Je  décompose  le  numérateur  en  deux  facteurs  de  la  forme  Ae**^~*-f-B, 
A'e-'y'-'-^-  B'  ;  et  pour  cela  faisant  k  =  —  «-}-  y/(a"-j-m^ —  i). 

Mais  puisqu'on  suppose  «  <  i  ,  il  s'ensuit  que  i  et  ^  sont  tous  deux 
plus  petits  que  Tunité  ;  donnant  donc  à  cette  équation  la  forme 

et  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  ,  on  aura  ,  après 
avoir  divisé  par  2  )/ —  i , 

(0    y==x-\\g--''^s\xxx-\-{(^g'-\-j>^sm2X+^(^g^^ 


^ 
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série  convergente  et  qui  aura  lieu  quand  même  a  sérail  négatif, 
pourvu  qu'on  ait  ^  <  i . 

112.  Il  faudra  donner  à  cette  formule  une  autre  forme  lorsqu'on 
aura  «»  +  m*  <  i  ,  parce  qu'alors  k  deviendra  imaginaire,  ainsi  que 

/  et  g.  Dans  ce  cas  ,  soit  n  =  y/ (tT^)   ^'  ^^^  ^  ^  y(i-m*)  * 
on  aurai=7i(cosê+v/— isin^),g=-/z(cos^— V^—isin^), 

et  la  formule  (i)  deviendra 

^2^      ^— ;c— 2«cosêsin^4-l'î'cos2êsin2J^— |«^cos3^sin5x4-etc., 

série  toujours  convergente;  car  m  peut  toujours  être  regardé  comme 

m  sin  X 

positif, puisque  si  on  avait  à  résoudre  l'equation  tang  /  =  — cosx  +  a  * 

X  m  sin  a: 

on  lui  donnerait  la  forme  tang  (  ^  —  J  }  —  ^^JT^T^- 
Lorsque  «=o,  les  formules  (i)  et  (2)  donnent  également  pour 
l'équation  tang  j  =  w  tang  x,  cette  solution  : 

^  =  .+  i=2sia..  +  i(:^)%in4-  +  i(^)%-6.+  etc., 

laquelle   s'accorde  avec   la   formule  connue    de    Lagrange    et  de 
Lambert. 

m  sin  a;  >   i»        „„_ 

1 13.  Exemple  IL  Soit  l'équation  tapg  r=cosa:  +  a>  ^'^  ^  ^"^  ^"P" 

pose  a>  I. 

Ce  cas  est  essentiellement  différent  de  celui  de  l'exemple  I,  puis- 
qu'on voit  que  tang  jr  ne  saurait  devenir  infini^  et  qu'ainsi  la  valeur 
de  j  est  toujours  renfermée  entre  des  limites  données. 

Au  moyen  des  exponentielles  imaginaires ,  l'équation  proposée 

SoitA==-^  +  v/(«^  +  '^^^-0.;;rè:T==/>4^=^'l^'^^^'"' 

tilés  /et  F  seront  toujours  plus  petites  que  l'unité,  et  on  pourra 
^       ^  mettre 
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mettre  l'e'quation  prëcedenle  sous  la  forme 

Prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  divisant  de  part  et 
d'autre  par  2y —  i  ,  il  viendra 

(^)  J  =  fe4-/)sin^-hife-— /»)sin2X+i(^'+/')sm5x  +  etc*. 
Si  l'on  met  vr —  x  au  lieu  de  a: ,  on  aura  pour  la  solution  de 
équation  tangj^  = 


eaualion  tanir  y  ^ : ^  ^^tte  formule 


a  —  cos  X 


(4)        J^=(/4-g)sinx  +  ^(/»— ^-)sin2x+^(/»+^^)sin3x  +  etc. 

114.  Exemple  III.  Soit  proposée  Téquation  tangj-  =  ^  +  Z'langx, 
on  en  déduira 

(  1  -f-  ô  —  a  V—  1  )  e-->^-'+  {^x—b—a  y—  i  )  e^*^"'    ' 
Soient  f^  et  A  deux  angles  détermines  par  les  valeurs  tang  ^=     ° 
ta„g(X  +  ^)  =  -^,.soil  de  plus /=j;-^^,  onaura"^ 


1  +6  — «  \/— 

1  —b  +  a  l/— 


I  -f-  è  +  a  y  — 
l  —  b—a\/~ 


donc 


1+6  —  u  y 


=  cos  2/LL  +  y/ —  I  sîn  2f6  =  e'^f^V—J^ 
=  /(cosÀ+  »/— isinÀ), 
=  /(cos  A—  /—  I  sinÀ), 


'  1  4- /(cos  A  —  ^ — 1  siuA)  e^^»^^^=I~' 
Prenant  les  logarithmes,  on  a  la  formule 

(5)      J^  =  x4-/A— /sin(2x— .A)-|-i/>sin(4x— 2A) 

—  1/3  sin  (  6x  —  3à  )  +  etc. 

Cette  série  sera  convergente  tant  que/sera  <  i  ,  ou  tant  que  b  sera 

5i' 


positif;  car  on  a/»  —  "l^tSj—^l 
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Si  h  était  négatif,  il  faudrait  développer  autrement  les  deux 
niembres  de  l'équation  précédente  ;  mais  il  est  plus  simple  de  faire 
y  Ql  a  négatifs  dans  l'équation  proposée,  afin  de  conserver  h  po- 
sitif et  /<  I.  Par  ce  moyen  ^  la  valeur  de  j  tirée  de  l'équation 
tang  j  ■==.  a  —  h  tang  x  ,  sera 

(6)        j-=/^— .^+/sin(2x  +  À)  — i/"  sin(4jc  +  2X) 

+  1/3  sin  (  6a;  +  3à  )  —  etc. 

ri  ,1 1 M  y  tânsc  oc 

II 5.  Exemple  IF.  La  formule  plus  générale  tangjK=^  +ctan^ 
se  ramène  à  celle^de  l'exemple  précédent;  car  en  prenant  une  in- 
déterminée m  ,  on  a 

.   ^  .    a -f  è  tangor-h  (i -f- f"  tang  jc)  tangm 

«  ^-^  ~T~      J  1  +  c  tang  X  —  (a  +  6  tang  x  )  tang  m.* 

Soit  donc  tang  7n  =  j,  et  on  aura  l'équation 

tang  (  J  +  m)  =  6^  +  èTir^c  *""S  -^^ 

qui  se  résoudra   par  la  formule  (5). 

ii6.  Exemple  V.  Soit  proposée  l'équation  tang  j  =â!sin  x-\-h , 
laquelle  est  aussi  générale  que  tang  jr  =  «  sin  x  -\- h -\-  c  qo%  x  , 
puisque  les  deux  termes  «  sin  x  +  c  cos  x  peuvent.se  réduire  à  un 
seul  terme  de  la  forme  «  sin  (x  +a).  Il  est  clair  que  dans  ce  cas 
y  ne  doit  pas  passer  une  certaine  limite,  et  qu'ainsi  l'arc  indéfini  x 
n'entre  pas  dans  la  valeur  de  j-.  On  aura  d'abord 

Il  faudra  ensuite  chercher  les  deux  facteurs  du  numérateur  ;  pour 

cela,  soit 

•    .^      ■     i  +  a^+  Z,'-L  v/[(i  +  a^4-Z,^)^-4a'6-]  ^ 
sm^  <p  =  — ^- , 

cette  valeur  sera  positive  et  plus  petite  que  l'unité,  quels  que  soient 
a  et  Z»  ;   car  elle  donne 

cos=(p  =  ^ ^^ ; 
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l'angle  (p  est  donc  réel  et  on  peut  le  supposer  <C  i  tt.  Soit  de  plus 
y  =:  tang  ^  (?)  et  tang  ^  z=:  b  cos  P  ,  /  sera  «<  i  ,  et  la  valeur  de 
e»/»^— »  se  décomposera  ainsi  : 

*  i+/c;--'»^-'(tos^+\/  —  l^ir)(tt)■l— /e-'V-'(coii^-f-\/  —  i  si J^)' 
prenant  les  logarithmes  et  réduisant,  on  aura 

j-=^-f-2/cos//- sin  jf4-^y3cos3yUsin5j?4-fy^cos5>fsin5jr+etc. 
^'^^  -f-/"''sin2/>tcoS2:r-|-7y'^sin4wcos4j:'+jy'^sin6/-tcos6x4-etc. 

117.  Exemple  VI.  Soit  proposée  l'équation  tangj-=:  «  tang^jf , 
où  Ton  voitque^  ne  peut  augmenter  indéfiniment  avec  x,  et  qu'il 
doit  être  compris  entre  les  limites  o  et  ^  '^. 

On  peut  trailer  ce  cas  directement ^  mais  il  suffira  de  le  ramener 
au  cas  précédent.  Pour  cela,  soit  a-=.  tang  a,  on  aura 

Cette  équation  est  semblable  à  celle  de  l'exemple  précédent  ;  c'est 
pourquoi   faisant 

f  =  cos  a  +  sin  a  —   \/(  2  sin  a  cos  a  )  , 

cos  //,  =   y/  (  2  sin  a  cos  a)  , 

on  aura 

j?r — «— -y=r,t«+Q/'cos;e«cos2j:  —  ^y^cos^^cos  Sjr-|- ^^cos  5/m  cos  ioj: — etc. 
.^  '  — ry''^inî>/4Cos4-c-f-J^yt^in4^Cos8a: — -^y^hin  G^cos  i  2j:-{-etc. 

118.  Exemple   y  11.   iSoit  tane  r  = -^ -, — ^^^ — ^^—  ,    on 

/  o  ^  a  -j-  6  taxjg  X  -\-  c  tang'j;  ' 

aura  d'abord 

j^    ._,  n   -^  a  y'—  T  4-  r  y  4-  ^  y/—  1  )  tang  j-  +  (  r'  +  c  y/ —  i  )  tang'.r  ^ 

(a  —  a^'  — i)-r(6'  —  ^V  —  O  ^^'^ë  ■^'  +  (  ^'  —  ^  V —  ^  )  tangua'  ' 

ensuite  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
(6"^*^"'+ e"""»^"' )^,  et  qu'on  substitue  pour  tang  x  sa  valeur  en 
exponentielles  imaginaires,  la  valeur  de  e*^>^~'  deviendra  de  celte 
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forme 

s,»/-r  _  (/+  g  V—  0  e'"^-^  4-  7z  +  A-  y/-  1  +(  m  +  n  y/—  0  e-°^»^-' 
^  (/—g"  V/—  i)e-"'^~'4-/i  —  k  y/— i+(m— 71  V'— i)e">^-^  " 

OÙ  le  dënominaleiir  se  déduit  du  numérateur  en  changeant  dans 
celui-ci  le  signe  de    s/ —  i. 

Maintenant  il  s'agit  de  trouver  les  facteurs  des  deux  termes  de  cette 
fraction  ,  ce  qui  n'exige  que  la  résolution  d'une  équation  du  2^  degré, 
en  regardant  e''^»^— '  ou  g— »^v^— «  comme  l'inconnue  \  d'ailleurs  les 
facteurs  du  numérateur  étant  connus,  on  ain-a  ceux  du  dénomina- 
teur, en  changeant  simplement  le  signe  de  \/-—'  i.  On  trouvera 
donc  un  résultat  de  celte  forme 

j^_, cos«4-  \/ —  1  sin  «     1  +pe'^^»^~»  (cos^  —  V —  i  sin^t*) 

^      """  cos  « —  y/ —  1  sin  «s  *  1  -J-pe~^'^*^~''(co:ie«  •\-  \/ —  1  sin^  ) 

1  — qe~^'^^~'  (cos  V  —  {/ —  1  sin  »  ) 
*  1  —  çe^"^  y^~~  '  (cos  V  +  \/ —  1  sin  »  )  * 

11  ne  s'agit  plus 'que  de  prendre  les  logarithmes  de  ces  facteurs 
et  d'en  former  des  suites  convergentes.  Or  si  p  est  plus  petit  que 
l'unité,  on  aura 

-f-^yy^sin(6x — 5/M.) — etc. 

Si»  est  plus  Ê^rand  que  i  unité,  le  facteur —-^^ — ,  . ,   ,, —    ,  ^ , t~ 

devra  être  mis  sous  la  forme 


^(4ar— 2/x)  v'— I 


V 


et  son  logarithme  divisé  par  2\/ —  i ,  donnera  la  suite 

2.r — ft sin(2j: — fjS)-\ -^sin(4x — i}x)  —  ^3sin(6jc — 3//)+etc. 

11  en  sera  de  même  de  l'autre  facteur.  Ainsi ,  dans  tous  les  cas,  la 
valeur  de  y  sera  composée  de  deux  suites  semblables  aux  pré- 
cédentes. 
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Î19.  Elle  en  conliendrait  trois,  si  le  texme  lang'jr  se  trouvait 
dans  la  valeur  de  tang  j ,  ei  ainsi  de  suite  suivant  les  puissances 
de  taniï  ce. 

Dans  le  cas  de  tang^x,  il  faut  remarquer  que  la  valeur  de  e"^v^~' 
pourrait  toujours  être  mise  sous  la  forme 

(^a'-^„^/—i)e^^\^-'^{b'  +  b\/^i)e-^-^+{c'+c\/—i)e--y^-'+{d'-l^d\/—x)e-"-y'-' 

quantité  qui ,  à  raison  des  trois  facteurs  de  chacun  de  ses  termes  , 
peut  s'écrire  ainsi 

Les  deux  premiers  facteurs  se  développeront,  en  prenant  leurs  lo- 
garithmes^ comme  dan§  le  cas  précédent  ;  quant  au  troisième  fac- 
teur,  si  h  est  plus  petit  que  l'unité^  il  se  mettra  sous  la  forme 


2X  v' 


_j     1 +/ze-^2^-^v)v'— I 


et  si  h  est  plus  grand  que  l'unité ,  il  se  mettra  sous  la  forme 

1  _|_  i   p(2,r  +  y)>/-i 


^— (a.r+2ir)y— I 


1  -j-  ~  e— '^^•^-f-'^v'— » 


prenant   ensuite   les   logarithmes  on  aura,  dans  les  deux  cas  ,   des 
séries  convergentes. 

120.  En  général  si  on  a  tang  jk  =  -  ,  P  et  Q  étant  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  tang  x,  la  valeur  dejr  pourra  tou- 
jours être  développée  en  un  nombre  A'  de  séries  dp  la  forme 

A jr  +  B  d=  [/sin  ô  sin  (2jc  -|-  a)  -f- 1  /»  sin  2Ô  sin  (4^  +  2ct) 

+  -}/'  sin  38  sin  (6j?  +  3a)  -f  etc.], 
A:  étant  le  plus  haut  exposant  de  tang  œ  dans  les  fonctions  P  et  Q, 
Si  la  valeur  de  tang  j  est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  de 
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sin  X  et  cos  jc  ,  on  fera  tang  \  x  =  u  j   et  subslituaiil  les  valeurs 

sin  X  =  -4^.  ^  cos  JC  =  ^-^-^  ,  on  pourra  supposer  tang  j  ==  - , 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  u  ou  de 
tang  -  X.  Ainsi  on  obtiendra  toujours  le  même  résultat  qu'on 
vient  d'énoncer ,  avec  la  seule  ditlérence  que  \^  x  sera  mis  au 
lieu  de  x.  * 

121.  Les  développemens  qu'on  peut  effectuer  suivant  la  mé- 
thode précédente,  en  fournissent  plusieurs  autres  non  moins  re- 
marquables ,  et  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des  intégrales 
définies.      * 

Soit ,  par  exemple  ,  Téqualion  tang  j=  «  sin  x  +  Z»  j  d'où  nous 
avons  déduit 

j-  =  //-  +  if  cos  }JL  un  X  ■\-  \  f^  cos  5f^  sin  3x  +  etc. 
-f-y^'sin  2/^  cos  IX  -\-  \  f^  sin  ^f/.  cos  /^x  +  etc. 

Si  on  prend  de  part  et  d'autre  la  valeur  de  ^  ,  on  aura  ,  en  éga- 
lant ces  deux  valeurs  : 

"  ^"^  ^ r=     sf  COS  ^  COS  07+2/'  COS  3^  cos  Zx+ap cos  hfi cos  5jc+e te. 

f  N     i4-(asina:+6)^ 

\B)  — Gy^ins^sinax — o-p  sin  4^  An  4jc— 2/^  sin  F^  sin  6a;-|-etc. 

D'après  cette  formule  ,  soit  proposé  de  trouver  l'intégrale 

^   r  adx  ros  ,r  co<  (  -^k  -f-  Q   v 

^=J  i  +  iaAnx-^by        ' 

prise   depuis    x=:o,  x  =  vr ,  et   dans    laquelle    k    représente    un 
nombre  entier  quelconque.    Il    est   visible  que  si  on  substitue  à  la 

T>lace  de   "  ^'"'  ^      ,.-  sa  valeur  développée  en  série  ,  tous  les 

F  1  -j    (a  sin  X  -j-  by 

termes  s'évanouiront  par  Tintégralion  ,  excepté  le  seul  terme 
fdx  cos  '^  (  2A-  +  1  )  j:  .  '-^/'"^  '  cos  (  2/'  -j-  i  )  u  ,  lequel  se  n^dnit , 
dans  les  limites   données  ,  à  vr/^'-^'  cos  (  2A -}-  i  )  y..  Donc  on  a 

(.ïO;  J        1  +(asina;+ è)"  -^  V        '     ^r-;  lx  =  7r 
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on  aurait,  en  vertu  du  même  développement  : 

/      \  /^ adx  cos  X s'm  pAv  /..i    •        t  (v  ■ —  o 

J    i-\-ia3inx-\-by  J  ^  \x  r=  TT 

^o/ezd'ailleursl'exempleV  pour  ladëtermination  des  quantités /et  ^. 

5  X.   2'héorèmes  sur  une  espèce  particulière   de  fonctioyis 
nées  du  développement  de  {i  —  2xz  -h  z*)'  ^. 

122.  Les  fonctions  algébriques  dont  il  s'agit  sont  celles  dont  j'ai 
fait  connaître  les  propriétés  dans  mes  Recherches  sur  l'attraction 
des  sphéroïdes  et  la  figure  des  planètes  (*).  Il  m'a  paru  que  ces 
fonctions  méritaient  de  trouver  place  dans  un  ouvrage  où  je  me 
suis  proposé  de  réunir  sous  un  même  point  de  vue,  les  résultats* 
les  plus  intéressans  qu'offre  la  théorie  des  intégrales  définies. 

Si  on  développe  suivant  les  puissances  de  z  la  quantité.... 
7j  =  (ï  —  2Û0Z  -j-  z')~%  et  qu'on  appelle  en  général  X"  («  étant 
un  indice  et  non  un  exposant)  le  coefficient  de  z"  dans  ce  déve- 
loppement, de  sorte  qu'on  ait 

Z  =   I   +  X'z  +  X^z^-\-  XV  +  XV  +  etc.  ; 
l'expression  générale  de  X"  se  trouvera  de  la  manière  suivante. 
Par  un   premier  développement  on  a 

or  dans  cette  suite,  les  termes  qui  renferment  z"  sont,  à  compter 
de  la  plus  haute  puissance  , 

1.3.5 211—1,  ,  1.3.5 271—3,  . 

..4-e .n     (^^^-^0"+  ..4.6. ....^-li  (2^^-^=)"-'  + etc.  ; 

de  là  il  est  facile  de  conclure 

v, 1.3.5. .. .271— 1  1.0 271—3     x"-^     ,     1.3 277—5     x"-^ 

1-2.3 71  1.2 77-2  2        ^^1.2 n— 4         2.4  ' 


(*)  Savans  étrangers ,  toni.  X,  Mém.  de  l'Acad. ,  ann.  1784  et  178g. 
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ou 

(a)   X"= 2 (^ x^-'H ; -jc"-^ — etc.). 

^  '  1.2.0 n\  a. 2.11 — 1  2.4.20 — 1.2/1 — j  J 

Faisant  successivement  7ï=:o,  i  ,  2,3,  etc.,  on  aura  les  valeurs 
suivantes  dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  surtout  si  l'on  considère 
séparément  les  termes  de  rang  pair  et  les  termes  de  rang  impair. 

X°:=l, 

,,3  i 

X==  -  x-" , 

2  3 

5  "^ 

2  2 

X^=-^-rf -2Jc^H -,       .  •  ■ 

2.4  2.4  2.4 

Y5     7-0  ^5.7      3     3.5 

X^=  - — -,  xr^ ;  ix^-\ X  , 

2.4  2.4  2.4 

2.4. b  2.4.6  2.4.5  2.4.1;  ' 

9.4.5  9.4-0  2.4-t)  2.4-t) 

9. M. 13.15  7-0-"-'^  .  ,  ,  5.7..9-'>g,.>  ^-S-T.q,      ,  I-3.5.7 

^-    2.46.8    -^        2.4.6  8   ''''  +  2.4.6.8^-^  9.476784'' +^7678' 

ii.i3.in.i7    „  q.ii.i3.i5  7.q.ii.i3  5.7.0.11  3.5.7.9 

2.4.6.8  2.4.6.8   ^  2.4.5.8  2.4-6  8^         2. 4.0. 8 

etc. 

Voici  maintenant  les  difTérentes  propriétés  qu'offrent  les  fonc- 
tions X",  dans  lesquelles  nous  supposerons  constamment  x  <^  \. 

123.  TnrOHKviE  l.  i<  Lorsque  .r  =  i  ,  on  a  généralement  X"=  i  ; 
»  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=i  ,1a  fonction  X"  est  toujours  plus  petite 
»  que  l'unité.  » 

En  effet,    1°.   si    dans   la   valeur    de  Z   on    fait  x=\y  on   aura 

Z  =  — ^=  I  +--fz'+2'-4-£-+4-clc.;  donc  X"=i. 

2°.  Puisque  x  est  supposé  plus  petit  que  l'unité  ,  ou  tout  au  plus 
égal  à  l'unité,  onpeut  faire  .rr=cos;p.  Soit  donc  y.z=.cos(p-\-\/ — i  sin^p 

et  ^  =  cos  <p —  ^/— I  siii  (p  ,  ou  aura  Z  =  (i — a2)~^(i  —  ^z)"", 

de 
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de  sorte  que  Z  sera  égal  au  produit  des  deux  suites 

I       ^       .  I       ^-^       2     a      I        1-3.5        „     ,       ,       1.3.5.7        i    i      ,  .^ 

2  '      2.4  Q.4-S  2.4.0.8  '  ' 

or  si  on  cherche  ,  par  exemple ,  le  coefficient  de  z^  dans  ce  produit, 
il  est  visible  que  ce  coefficient  sera 

2.4.6.8^  '  ^  '  2,4.62    ^  •  /  '  2.. 4  2.4 

Mais  on  a  a^  =  i ,  a*  +  ^"  ==  2  cos  2(p  ,  a^  +  ^-^  =;=  2  cos  4<?>  ; 
donc 

vv       1.3.5.7                  /.-    I    1.3.5  1  ^    ,    1.3     1.5 

2.4.6.8              ^^  '  2.4.6  2  ^   '   2.4    2.4 

On  voit  par  cette  expression  que  la  plus  grande  valeur  de  X'^  a  lieu 
lorsque  (p  =0  ou  j:=  i  ;  et  dans  ce  cas,  elle  se  réduit  à  l'unité  : 
dans  tout  autre  cas  ,  la  valeur  de  X'^  sera  donc  moindre  que 
l'unité. 

On  trouvera  un  semblable  résultat  pour  la  valeur  générale  de  X", 
qui  sera  toujours  de  la  forme  A  cos  «(p-f-B  cos  (n — 2)  (p+G  cos  (n — 4)!? 
4-  etc. ,  A ,  B ,  G ,  etc.  étant  des  coefficiens  positifs. 

Le  même  théorème  s'applique  aux  valeurs  négatives  de  JCj  com- 
prises depuis  X  =  0  jusqu'à  x  == —  i  ,  puisque  ces  valeurs  sont  tou- 
jours représentées  par  cos  (p  ^  en  faisant  varier  (p  depuis  <p  =  ^  tt 
jusqu'à  ff  =  tT.  D'ailleurs  on  voit  immédiatement  qu'en  changeant 
le  signe  de  a:,  la  fonction  X'  reste  la  même  lorsque  n  est  pair,  et 
qu'elle  change  de  signe,  en  conservant  la  même  valeur^  lorsque  « 
est  impair. 

1 24.  Théorème  II.  ((  Les  indices  m  et  n  étant  inégaux  ,  l'intégrale 
»  fX'"X"djc,  prise  depuis  x=  —  i  jusqu'à  jc  =  ~\-  i  ^  sera  toujours 
>;  nulle  j   si   ces   indices  sont  égaux ,    on    aura   entre   les   mêmes 

»  limites,  /X''X''^a7= -4— . 

32 
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En  effet ,  soit  propose'e  l'intégrale 

dx  fa:  =  — I 


n £r fa:  = 


+  1 


Si  on  fait  i  +  r^'z"  —  2rjrz  =  jr' ,  ou  ^  =  ^       ^^^^ — ^  ,  on  aura  la 
transforme'e 

p  _  _  i  r éy : 

d'où  re'sulte  l'intégrale  indéfinie 

P  =  C  +  |log[— Jr+v/(r-'I+'"  +  ^'-"''•^*)]• 
Les  limites  de  x   étant  oc=i—i,  x  =  +  i  ,    celles    de  jr    sont 
y  ^=1  i  -{-  rz ,  j  =  ^  —  /'S  ;  on  aura  donc  l'intégrale   cherchée 

OU 

P:=2   +  i2=+f^^+7z'4-  etc.  , 

quantité  indépendante  de  r. 

Cette  intégrale  est  celle  de  la  différentielle 

dx  (i+s/'X'+zVX^4-s^/-3X^+etc.)  (i  +  ^  X'  -f  ^X'+  ^  X^+etc.) 

et  puisque  r  disparait  entièrement   dans  le  résultat,  il  faut  qu'on 
ait  généralement,  m  et  ii  étant  inégaux, /X'"X"  <:/x  =  o.  On  voit  en 

même   temps  que  m  et  Ji  étant  égaux,  on  aura /X"X"^x  =  — -^ , 
conformément  au  théorème  énoncé. 

125.  Lorsque  m  et  n  sont  l'un  pair,  l'autre  impair,  le  produit 
X'"X''  est  une  fonction  impaire  de  x  ;  alors  il  est  évident  que  l'in- 
tégrale/X'"X"^x ,  prise  depuis  x  =z — i  jusqu'à  jc  =  +  i  ,  doit 
être  nulle.  Mais  si  les  nombres  m  et  n  sont  tous  deux  pairs  ou  tous 
deux  impairs,  il  n^est  plus  évident  que  celte  intégrale  doive  s'éva- 
nouir, et  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème,  parait  très-digne 
de  remarque  par  sa  grande  généralité. 

Pour  faire  abstraction  des  cas  évidens  par  eux-mêmes ,  on  peut 
borner  le  théorème  II  à  l'énoncé  suivant. 
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ff  Quels  que  soient  les  nombres  entiers  n  ei  k  ,  pourvu  que  k 
»  ne  soit  ni  =  o  ,  ni  >  ^  w,  rintégrale/X'X"-^*^x',  prise  entre  les 
»  limites  jc  z=  o ,  x  =  i  ,  sera  nulle;   si  l'on  a  A=o  ,  l'intégrale 

»  fX''X''dx,  prise  entre  les  mêmes  limites,  =  ^^  ,  ^. 

126.  Il  suit  de  ce  théorème  que  et ,  C ,  y ,  etc.  étant  des  coeffi- 
ciens  constans,  on  aura  ,  dans  les  limites  ,x  =  o,Jc  =  i'f 

/(aX"-^  +  CX"-^  +  yX"-'  +  etc.)  X''dx  =  o. 

Mais  le  polynôme  aX"""-!-  ^X"-^4-  >X"-^+elc.,  peut  aussi  être 
représenté  par  un  polynôme  du  même  degré  formé  avec  les  puis- 
sances de  X  ,  tel  que  afx"-''  +  êV"- ^  +  y'x"-^  +  etc. 

Donc,  quelles  que  soient  les  constantes  a',  ê',  y',  etc.,  on  aura 
aussi,  entre  les  limites  x  =  o,  x=:  i  , 

f(afx"-'-{-Cx"-^4-  >V-^+elc.)  X"^  =  o , 
ce  qui  donne  les  équations 

(c)  /a:'-*Xv/x  =  o,    /x"-'^X"  Jx  =  o  ,    fx^-^X^dx^o  ,     etc., 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x  soit  réduit  à  o  ou 
à   I  ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

127.  Il  est  facile,  d'après  le  théorème  précédent,  de  trouver 
rintégrale/X''x"Jj:,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=i;  car  si  l'oa 
fait  X"  =  Ax" —  Bx''-'+  Cx."-^ —  etc. ,  ou  aura 

fX"X'dx=fX''dx  (Ax"  — BjC-'+Cx"-^—  etc.)  : 

Le  premier  membre   se  réduit  à   — — —  ;  le  second   se  rédujt  a 

A  rx"X"dx  :  d'ailleurs  par  la  formule  (a) ,  on  a  A  =        '„ , 

donc 

(d)  ■       /.:.M^  =  i^^|i^^;--; 

mais  cette  formule  n'est  que  particulière,  et  on  peut  généralement 
déterminer  l'intégrale  fx'"X"dx  par  la  proposition  suivante. 
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128.  Théorème  IÏL.  u  Quel  que  soit  le  nombre  m  ,  entier  ou 
»  fractionnaire*,  pourvu  que  j-{-m  soit  positif,  ou  seulement  2  +  m 
»  si  «est  impair  ,  VmXégraïe  Jx''li"dx ,  prise  entre  les  limites  x=o, 
»  jc  =  i  ,  se  déterminera  ge'néralement  par  l'une  ou  l'autre  des 
»  formules  : 

Cx""  X'"  dx  =  ^  •  ^— ^  •  ^^—4 m— 2A-f  3 

•'  m+i  .m-{-3,7n+5..  .  .m-f-2/<+i  ' 

rx'"X''-^'dx  =   m— i.m— 5.m— 5....7n-2^4-i 

w  ou  seulement  par  la  formule 

»  dans  laquelle  le  signe  supérieur  aura  lieu  si  n  est  pair  ,  et  le  signe 
»  inférieur  si  7i  est  impair.  » 

Pour  démontrer  ces  formules  ,  il  suffira  de  considérer  des  cas  par- 
ticuliers. Soit  donc  n  =  6  'y  on  pourra  supposer  X^  =  Ax^  —  Bx* 
-j-  Co:" —  D,  et  on  aura  dans  les  limites  requises, 

fx'^X^dx  =       ^ »i_        ' 

•^  m  -{-  j         m  -j-  5  m  -{-  5         m  -}-  i' 

Mais  d'après  les  formules  (c),  on  sait  que   cette  intégrale  doit 
s'évanouir  dans  les  trois  cas  m  =  o  ,  m  =  2  ,  /?î  =  4  ;  ^^^^   ^^^^ 

donc  la  forme 

A'm{m  —  2)  (m — 4) 

.      ,  A  B 

Pour    déterminer  A'  faisons    m  =  00  ;  l'jntégrale   ^^^—  —  ^^^-^^ 

-j —  deviendra  -(A —  B  +  C  —  D),  ou   simplement 

^^77r+3         m-\-i  m-^  -^  '  .      ^ 

—,  puisque  A  — B+C-^D  est  la  valeur  de  la  fonction  X^  lors- 
que 07=  I  :  donc  on  a  A'=  i  •  donc 

Cjc^X'dx    =    m  .771—3.771-4  _      . 

J  77Ï+1  .77I+3.77l4-5.777-f  7    * 

Il  est  visible  que  la  même  démon^ration  est  applicable  à  toute  autre 
valeur  de  n. 
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Si  dans  la  formule  générale  on  fait  jiiz=.n,  on  aura,  lorsque  n 
est  pair  , 

/X"A   dX  r' — ^ ; — r i ♦ 

et  lorsque  n  est  impair. 


fa:"X"dx  = 


n  —  i.n  —  3.n  —  5. 


Ces  deux  cas  sont  compris  dans  la  formule 

■'  1.0.5..  .•2rt  +  l    ' 

ainsi  que  nous  l'avons  déjà  trouvé  dans  l'article  précédent. 

12g.  Si  on  veut  exprimer  la  puissance  x"  par  le  moyen  des  fonc- 
tions X",  X"~%  X"~^,  etc.,  on  y  parviendra  aisément  de  la  manière 
suivante.  Soit  en  général 

jc"  =  <^X"  4-  ^X"-^  +  cX''-^  -f-  etc.  ; 

si  on  multiplie  chaque  membre  par  ^"dx ,  et  qu^on  intègre  de  part 
et  d'autre  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=:iy  on  aura,  en  vertu  du 
théorème   U,   fx"lL"dx  :=:■  afX.''li."dx;  or  le    premier    membre 

1.2.3 n 


.3.5, 


.271   -j-  1 
1  .2.3 


,  et  le  second  = 


;  donc 


1 .3.5. . .  .2/1 


271  -j-  1 

2.4.6 n 


2/1 1  .2/1 3, 


On  aura  de  même,  en   multipliant  par  X"~*^x  la  valeur  de  x"  et 

intégrant,  fx''X''-''dx  =  b fX"-^X''-^dx  =  ^J_^:  Mais  le  premier 

,  4-6.8. n  — 4±:i      ,  ,       271— 3 

membre  = 


7  ;  donc  b==:' 


0.11 1  .271 3.271 5 «  +  f  rp^ 

trouvera  de  même  ,  en  multipliant  par  X"~^  dx  ,  c=z 


on 


271 1  .  2/1 7 


et  ainsi  de  suite.  La  loi  de  ces  différens  fermes  est  facile  à  saisir  ,  et 
on  trouvera  en  général  qu'en  faisant  A  : 


2.4.6. 


■  n  —  irïL: 


on  a 


2/l-f-1.2/Z 1  .27i 3.  .  .7/+f 


fe) 


x"=a[(2/z+i)X"+2:^(2/z~3)X"-'4-2:^^±^^ 

(2«— 1 1)  X"- ''+  etc.~|; 


+• 


271-j-l  .  Q.n 1  .  271 3 

2^476 
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i5o.  ThéorÈ3ie  IV.  ((  La  fonction  X**  est  en  général  décompo- 
»  sable  en  A'  facteurs  de  la  forme  œ* — a%  œ^ —  ê%  x^ —  y%  etc.  , 
))  a  €  y  y  ,  etc.  étant  des  racines  réelles  ,  inégales  et  plus  petites 
))  que  l'unité  ;  la  fonction  X^''"^'  est  composée  de  k  facteurs  de  même 
))  forme  ,  et  en  outre  du  facteur  jc.  » 

En  effets  prenons  pour  exemple  la  fonction  X"  ;  puisque  Tinté- 
grale  fX^dx,  prise  depuis  x=o  jusqu'à  jî?  =  i  ^  est  nulle,  il  faut 
que  la  fonction  X^  change  de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  cet 
intervalle.  Ily  aura  donc  une  valeur^=  a  qui  rendra X*=o,  et  cette 
racine  sera  moindre  que  l'u'nité.  Soit  X«  =  (  x^— a")  P  ,  on  aura  par 
l'équation  (  c)  , /{x'^— ct^}X' cix  =  o  ou  /(x=  — a»)^  PJx  =  o. 
Puisque  cette  intégrale  est  nulle,  il  faut  que  la  fonction  P  change 
de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  Tintervalle  de  ^  =  o  à  x=^i. 
Soit  C  la  valeur  de  œ  qui  rend  P  =  o ,  on  pourra  supposer 
I)_(^=_C»)  Q,  ce  qui  donnera  X«=  (o:^— a*  )  (x^*  —  ^»  )  Q. 
Mais  par  Téquation  (c)  on  a  encore /(jr"  —  a*)  (a:* — €'')X'^dx  =  o  , 

ou  f(x'' a'^y  {x" — è^)^QJjc  =  o;   donc  la  fonction  Q  doit  encore 

s'évanouir  depuis  x=:o  jusqu'à  x  =  u  Soit  y  la  valeur  de  x  qui 
rend  Q  nulle  ;  on  pourra  faire  Q=(x'  —  y^)R,  ce  qui  donnera 

^i  __  /-^î ^A  rjc-'^ — ^^)  (x^" — 'j/')  R.  Enfin  on  aura  encore  par  l'équa- 

tion(c),  f{x^—ct^)  (x'—^O  (x^^y^)X'dx=:o,  on  f(x-^ —  ct^Y 

/^a ^M»  Çx^ y^yRdx^o.  Donc  la  fonction  R  doit  s'évanouir 

dans  l'intervalle  de  .r  =  o  à  x  =  i.  Soit  <^  la  valeur  correspondante 
de  X,  et  on  aura  K^^x^'  —  S')  A,  A  étant  constante  ,  puisque  X» 
est  un  polynôme  du  huitième  degré.  Donc  enfin  ce  polynôme  se 
décompose  en  quatre  facteurs  de  la  forme  œ^  —  a%  de  sorte 
qu'on  a 

x«  =  A(^*— ^^)(^'— ^0  i^'  —  y')  (^'— ^'), 

a,  Ç,  y,  cT  étant  des  racines  plus  petites  que  l'unité.  Quant  au 
coefficient  A,  il  est  égal  à  celui  de  x^  dans  X%  c'est-à-dire  quon  a 

g .  1 1  .  1 3 .  1 5 

■^  —      2.4.6.8.  • 

Je  dis  de  plus  que  les  racines  a,  ^,  >,  cT  sont  inégales 
entr'elles;  car  si  on  avait,  par  exemple,  a  =  ê  ,  ce  qui  donnerait 
X«  =  A  (x^—  a")»  (.r^—  y^JC^'-é'"),  il  faudrait,  d'après  Téqua- 
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tion  (  c  )  ,    qu'on   eût  /(  ^■'  —  y*)  (  jc"  —  cT*  )  X*  Jjc  =  o  ,  ou 
/(.r' — a')*(^"  —  y^y  {x^ — J^')' ^x  =  o,  ce  qui  est  impossible. 

La  même  démonstration  aura  lieu  pour  toute  autre  fonction  X"; 
il  faudra  seulement,  lorsque  n  sera  impair,  joindre  le  facteurs  aux 
facteurs  .r* — a* ,  (jc" — a')  (x*  —  C"),  etc.  employés  dans  la  dé- 
monstration précédente. 

i5i.  La  valeur  de  X"  donnée  par  la  formule  (a),  prend  les  deux 
formes  suivantes ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair  : 


~  2.4.6 2/i        V  l*4/£+l  ^1.2     -4/^-1-1.4/^  +  3^  ""^^V 

Soit  ^'=j',  les  polynômes  compris  dans  ces  expressions,  étant 
désignés,  l'un  par  Y,  l'autre  par  xY' j  on  aura 

Y__    A ^  O.k  —  1     j^_,        k.k—\  2/{— 1.2^— 3     ^_^ k.k—l.k 2  2/; I.2A— 3.2/i--5     ;^_3 

•^      i'4/i— !•>'    "*"    1.2  '4^—1. 4^_3-^  i.2.-3~"'4/{— 1.4/e— 3.4/j=5-^     '^^^^' 

(0 

■y     r4/e+i^  ^  1.2  •4/,_i_j.4/{_iJ  1.2.3    *4/j-f-i.4/£— 1.4/j— 3-^    "^ 

Or  il  résulte  du  théorème  de  Farticle  précédent ,  que  les  équations 
Y  =  o,  Y' =  o  auront  toujours  un  nombre  A'  de  racines  réelles, 
inégales,  positives  ef  plus  petites  que  l'unité  :  c'est  ce  qu'il  serait 
peul-étre  difficile  de  démontrer  par  la  seule  considération  de  la  loi 
suivant  laquelle  les  polynômes  Y  et  Y'  sont  formés. 

i52.  Théorème  V.    «L'intégrale  f ^^^^-  ,    prise    depuis     • 

-^  (i  -f-ax=^/-^^  ^ 

))  X  =  o  jusqu'à  :r  =  I  ,  est  égale  à  i— ^^ ^^ 

(2/e-i-i)(i-|-a/+ï 
Pour  trouver  l'expression  générale  de  cette  intégrale  que  je  dé- 
signe par  V",  considérons  l'intégrale  suivante  que  nous  supposerons 
prise  entre  les  mêmes  limites 

w  =  Ç-^^—  r       i , i____"i 
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Si  l'on  suppose  z  =  ^^  ^  ^  ^^^^ ,  la  valeur  de  W  pourra  se  déve- 
lopper en  se'rie  de  cette  manière  : 

de  sorte  qu'on  aura 

W  =  V°  +  ;?'VV+;?^V''  +  p'V  -f-  etc. 

Ainsi  pour  déterminer  les  quantités  V°,  V',  V*,  etc.  j  il  ne  s'agit  que 
d'avoir  la  valeur  de  l'intégrale  W  qu'on  développera  ensuite  suivant 
les  puissances  de  la  constante  p. 

Pour  cela  soit -—7 — j rx  =  jr,   ou    ■%■=.,  -^ -,  on  aura  la 

transformée 

w_rr 1^ H ïÈL "1    f^=° 

goit  I  +  apf  =  M,  et  ensuite  u  =  \/(i  +  û:  -|-  ap*). cos  (p  ,  on  aura 

/- '^--^ =  —  — ^  ;  donc  si  on  appelle  <B'  et  0"  les 

limites  de  0  ,  l'intégrale  précédente  sera  = .  Mais  on  a  dans 

les  deux  limites 

1  ,  1  -^-  Ort  (  1   +  «  )     ^ 

cos  0°  =  -77 — i i rr ,     cos  cp*  =       ./     , Y^: 

d'oii  l'on  déduit 

p\/a  . 


v/«- 


tang(p°  =  v/^VCi+y^O?     tang(p'  = ^"^"^  ' 


14-        ^"^ 


V/(  1  +  a) 

or  par  la  valeur  de  tang  (p',  on  voit  que  si  on  fait  tang  a=  [/a, 
et  tang  ^  =  /(_rr~^  >  ^"  ^^^'^  (p'  =  et  —  ^  ;  par  conséquent 
rintégrale 

Changeant 
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Changeant  le  signe  de;t?^  on  aura  de  même 

Donc  l'inle'grale    cherche'e  W  =  -— -  ;  substituant  l'expression  de 
l'arc  C  en  fonction  de  sa  tangente  ,  on  aura 

Comparant  cette  valeur  avec  celle  que  nous  avons  déjà  exprime'e 
par  les  intégrales  V" ,  on  aura 

yft  -_ (— «)* 

conformément  au  théorème  qu'on  voulait  démontrer. 

Au  reste  ce  théorème  n'est  remarquable  que  par  la  simplicité  du 
résultat  -,  car  si  au  lieu  de  X'*  on  prend  un  polynôme  quelconque  P 

de  la  forme  Ax^" -\^Bx''-'  +  Ga:*^-4+  etc. ,  l'intégrale  f —-1^-7 

pourra  toujours  se  réduire  à  la  forme  fYdj ,  où  Y  sera  de  même  un 
polynôme  de  la  forme  A>'"''  +  By*-»4-  etc.;  il  suffit  pour  cela  de 

^^'"■^^^l/Ci+ax-)  ^^  -^  =-Ç^jr^Z^'-  ainsi  cette  intégrale,   prise 

entre  des  limites  quelconques ,  sera  toujours  une    quantité  algé- 
brique. 

i55.  Considérons  de  nouveau  la  fonction  Z  =  (  i  —  2xs+s*)~^  ; 
«i  on  la  différenlie  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
h.  z,  et  qu'on  fasse  pour  abréger,  i  —  2Jf2;  +  2"  =D%  on  aura 

dZ z_  ddZ  __  Sz''  • 

dx         D*       *     ~d^  ~  D^  > 

^  __  £2Ii       ^^ i_        3(x  — zy 

dx  D^    '      dz"-  D^  "•  jj3  f 


de  là  résulte 

^  ^  d.v^     "^        dz''  —  D3  ' 

«  ^  ^'^  dZj         oz^ 

2X  -j-  -—  2Z  -r-  =  -—  • 
dx        ^^  dA         D^  ' 


35 
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donc  la  fonction  Z  satisfait  à  l'équation  aux  différences  partielles  : 

que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

«  -^"-dl^ +  -7?^  =  ^- 

Si  on  substitue   dans  cette  équation,  au  lieu  de  Z ,  sa  valeur  dé- 
veloppée 

Z  =  I  +  zX'  +  z^X'  +  z^X-^ +  2;"X"  +  etc. , 

le  coefficient  de  s",  que  nous  désignons  par  X",  satisfera  en  général 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

_i___-^ +  ,ï(^+i)X  =0, 

OU  ' 

c'est  ce  qu'on  pourrait  vérifier  immédiatement  par  la  valeur  géné- 
rale de  X"  que  donne  l'équation  (a). 

154.  L'équation  précédente  donne,  par  des  différentiations  réi- 
terees ■ 

et  en  général  on  a  entre  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  fonc- 
\  lion  X%  cette  équation, 

laquelle  peut  se  mettre  sous  celte  forme: 

i55.  TiiÉORÈiME  VI.   «  Les  indices   m  et   n  étant  inégaux  ,  l'in- 
_--—  .  -  --  (i  — x^y  dx j  prise  entre  les  limites  x= — i, 
«  x  =  +  I ,  sera  toujours  nulle  ;  si  ces  indices  sont  égaux ,  on 


'\ 
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>)  aura  dans  les  mêmes  limites 

J     dx'       dx'  ^  ^  zn+i  ^ 

En    effet   soit   P  =  (i  —  x^y   ^„,  l'intégration  par    parties 
donnera  ,       ,     ,^ 

J^'  -di~  ^"^  —  ^-    dx'-'  J    dx       dx'-' 

Dans  cette  expression  ,  la  quantité  hors  du  signe  étant  affectée  du 
facteur  (  t  — x^y,  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale  ;  de  plus, 
en  vertu  de  l'équation  {m)  ,  on  a 

g  =  -(«  +  r)(«-r+0('-^*)'-^' 
donc  en  remettant  la  valeur  de  P  ^ 

Faisant  successivement  r=  i  ,  2,  3  ^  etc.,  on  aura  les  équations 

fl^  .  ^(,_.=)V/.=  («-x)(«+.)/i^  .^(^-.r')'l-r. 

etc. 
Donc ,  1°.  si  m  et  n  sont  inégaux,  auquel  cas /X'"X"Jx=  o ,  il  s'ensuit 

~d^  ■  1^^'  ^^  ~~  ^'^y^^ = ^• 

2°.  Si  m=  n,  auquel  cas /X'"X''Jx=  ^J,,,  on  aura  succes- 
sivement 

et  en  général  , 


ii60  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

i56.  On  peut  faire  sur  le  théorème  VI,  la  même  observation  qui 
a  été  faite  sur  le  théorème  II.  Lorsque  m  —  n  est  impair,  ou  lorsque 
l'un  des  nombres  m  et  n  est  pair  et  l'autre  impair  ,  les  coefticiens 

-J-j-  ,   --J  -  sont  des  fonctions  de  x,  l'une  paire,  l'autre  impaire; 

donc  le  produit  -y-y  .  -rrC*  — -^'"Z  ^st  une  fonction  impaire  de  x  ; 

or  Q  désignant  une  fonction  impaire  quelconque  de  .2?  ^  l'intégrale 
fQdx,  prise  depuis  jr  = — i  jusqu'à  ^  = -f- i  ,  est  nulle.  Ainsi 
lorsque  m  — îi  est  impair,  le  théorème  n'offre  qu'un  résultat  évident 
par  lui-même  •  mais    lorsque   m  —  n  est  pair ,  ce  théorème  cesse 

a  être  évident;  alors  le  produit  -j^  •  -7-7-  (i  —  x^)'  est  une  fonc- 
tion paire  de  a?;  or  une  telle  fonction  étant  désignée  par  P,  l'inté- 
grale fVdx,  prise  depuis  jc  = —  i  jusqu'à  x  =;=+  i  ,  sera  double 
de  la  même  intégrale,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  <r  =-f- i  ;  donc 
en  écartant  du  théorème  les  cas  qui  sont  évidens  par  eux-mêmes  , 
on  pourra  l'énoncer  ainsi  : 

«Lesmdices  wet«  étant  megauxjl'intégrale  /  — y-— .--^^^(i — x^jdxy 

»  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i  ,  sera  toujours  nulle.  Si  ces 
»  indices  sont  égaux  ,  on  aura  dans  les  mêmes  limites , 


/■ 


137.   Théorème  VII.    a  Si  P   est   une    fonction    rationnelle    ef 
»  entière  de  x,  de  dimension    moindre    que   n —  /-  ,   l'intégrale 

d'X."^ 

»  /(  I  —  x^y  -j^  Vdx ,  prise  entre  les  limites  œ  =  —  i,x=4-  i, 
»  sera  nulle.  » 

En   elTet ,  si   on  différentie  la   quantité    Vr=(i  —  x^/^^P, 

et  qu  on  mette  au  lieu  de         ^^^~ sa  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion (/w) ,  on  aura 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  a:=  —  i  jusqu'à  x  =  +  i  ^  et 
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observant  que   dans  ces  limites  V  =  o  ;  mettant  ensuite  r  -jr  ^  ^ 
la  place  de  /* ,  on  aura 


dP 


On  aura  semblablement ,  en  mettant  ^  au  lieu  de  P  ,  et  /  -|-  i  au 
lieu  de  r , 

On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment ,  et  on  parviendra  à  la  for- 
mule générale 

dans  laquelle  on  suppose  n';>  r  -{-  i ,  et 

A  =  (n—r.n — r — i.n — /' — 2,.../i — r — i+i)  (n-j-r-}-i  .n-j-r-\-2. . .  .n-{-r-{-iy. 

Maintenant  soit  /  la   plus  haute  dimension  de  jc  dans  P,  laquelle, 
par  hypothèse,    satisfait  à   la  condition   /z>>r+i,  le  coefficient 

■j-^  sera  constant  ;  mais  par  le  théorème  VI  on  a,  en  faisant  /w=o, 
/(i  — x'')' -j-^  dx :==.  o,  équation  qui  a  encore  lieu  en  mettant  r+t 

à    la  place    de  r;    donc   si  le    polynôme  P   est  d^une   dimension 
i  <C,  r  —  fiy  l'équation   [p)  donnera 


dx' 


d'X'^       r. 


La  fonction  -^-^  étant  paire  ou  impaire  comme  le  nombre  n  —  r, 

SI  les  fonctions  P  et  -^^  sont  l'une  paire,  l'autre  impaire ,  l'équa- 
tion ((jf)  est  évidente  ;  mais  si  ces  deux  fonctions  sont  toutes  deux 
paires  ou  toutes  deux  impaires,  alors  l'équation  (^)  cesse  d^étre 
évidente  ,  et  elle  a  lieu  également  pour  les  limites  x  =  o  ,  xi=  i  ; 
donc  P'  étant  une  fonction  de  x  paire  ou  impaire,  mais  de  même 

espèce  que  la  fonction  -7-7- ,  on  aura  la  formule 


■« 


* 
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i58*  Si  la  dimension  la  plus  élevée  de  x  dans  P  égale  ou  surpasse 

n  —  /■,  soit  /•+  /=« ,  alors  on  aura  - ,  ^^-  =  -^-^  ==  i .  5 . 5. . .  in — i; 

et  l'équation  (  /?  )  donnera  ,  en  substituant  la  valeur  de  A  et  ré- 
duisant , 


dx''-' 


(s)  /(.-.o-^p<^="-^:;7+:;;"+-/(.-.') 


dx. 


Soit ,  par  exemple  ^  P  =  «jc"~'  -{-  bx''~'~^  +  ijx""''"*  +etc. ,  on  aura 

d^-'V  _  .     /.j      /  „x„  2.4.6 0.11 

-j—z—  =1.2.5 n — /■.«,  et   fax  (1 — 0;'')"=  2.=-p ; —  ; 

dx^    ^  '  •'  ^  ^  3.5.7 2/1+1 

donc  entre  les  limites  ^  =  —  i,jc=:-j-  i,ona 

/   \  i-/  oNr^'^X"^,  1 .2. 3.  . .  .n+r 

(0  /Ci  — -^  )  -j-v  P^'^=  5-c v--2«. 

^  '^  •'  ^  ^    dx"^  3.5.7...2rt+i 

Si   l'on    a  simplement   P  =  «jc"~'  -|-  ex""'""*  +  ejc""'""^  -f"  etc.  , 

ensorte  que  les  fonctions  P   et  -7-;-  soient  toutes   deux  paires  ou 

toutes  deux  impaires ,  la  formule  précédente  aura  également  lieu 
pour  les  limites  0^  =  0,  x  z=.\  ^  pourvu  qu'on  prenne  la  moitié  du 
second  membre  ;  alors  on  aura 

(«)      /(.-x-)'^"p^^=,^^^^^^^^:-«.       {!=! 

^    f  J^  J      dx  0.5.7  ..  .27Î+1  {.X  =    1 

139.  Les  fonctions  X"  offrent  encore  une  autre  propriété  fort 
remarquable.  Si  Ton  fait  x  =  cos  a>  cos  4  +  sin  eu  sin  4  cos  9  ,  et 
qu'on  prenne  l'intégrale  fX."d^  depuis  ô  =:  o  jusqu'à  ^  =  tt  ,  on 
aura  successivement 

fK'd^  =  TT  cos  cù  cos  4"  > 

fl^d^   —   TT  (f  COS^O)—  |)(|C0S=4— i), 

/X^J9  =  ^  (f  cos^û)  —  I  COS  o))  (I  COS34  —  I  cos  4  ) , 
etc. 

En  général  si  on  fait  cos  cùzzzp  ,  cos  4  =7?  ^t  qu'on  désigne  par 
P"  la  même  fonction  de  p  que  X"  est  de  x ,  et  par  Q"  une  fonction 
semblable  de  q  ,  on  aura  généralement  , 
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Celte  helle  propriété,  très-utile  dans  la  théorie  de  l'attraction,  se 
vérifie  facilemepl  dans  les  premiers  termes  que  nous  venons  de 
rapporter  ;  elle  sera  d'ailleurs  démontrée  avec  toute  la  généralité 
nécessaire  dans  le  chapitre  suivant. 

5  XL  D'une  autr^e  espèce  de  fonctions  plus  générales  ,  et 
tirées  de  la  même  source. 

_  i^ 
i4o.  Soit  V  =  {1^  —  2jrz-\-  3")    %•  si  dans  cette  fonction  nous 

regardons j"  et   /■  comme  seules  variables,  nous  aurons  d'abord\, 

en  vertu  de  l'équation  (A)  du  §  précédent  3 

(^>>  dy^ *"      dr^      • 

j  est  une  variable  qu'on  suppose  comprise  entre  les  limites  -f-  i 
et —  I  ;  elle  peut  par  conséquent  être  assimilée  au  cosinus  d'un 
arc  qui  varie  depuis  zéro  jusqu'à  la  demi-circonférence.  Supposons 
que  cet  arc  soit  le  troisième  côté  d'un  triangle  sphérique  dont  ca 
et  -^  sont  deux  côtés  et  6  Tangle  compris,  on  aura 

y  z=z  cos  co  cos  -^  -f-  sin  ce  siri  -sj/  cos  ô. 

Cela  posé,  si  dans  la  valeur  dej"  on  considère  -xf,  et  ô  comme  seules 
variables,  et  qu'on   fasse  cos -vj/ =  x  ,  les  différences  partielles  pre- 
mières et  secondes  de  la  fonction  V  donneront  les  résultats  suivans. 
1°.  Diaprés  la  relation  cos  4^  =  œ ,  on  a ,  quel  que  soit  V, 

_rfY_ i_     dY 

dx  sin  ■v^  '  d'C  ' 

d    ,  ^.  dY        ddY     ,    cos  4      dY 

dx'  ^  ■^  dx  d-^"^      "^  sin  4'   *  d-^  ' 

2°.  En  comparant  les  différentielles  prises  par  rapport  à  %[/,  avec 
les  différentielles  prises  par  rapport  à  j- ,  on  a  les  équations  : 

dY  dY  '    .     .  ù  '      1  ^^ 

-TT  =  -7—  (  COS  -sjy  sui  (i)  COS  b  —  sm  '^  cos  &)  ) , 

ddY         ddY   ,  ,     .  n  •      .  n  dY 

-jTT  =  -^-T-  C  cos  >[/  sin  cù  cos  U  —  sin -sj/  cos  &>)"  — j  -r-. 
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3*.  Enfin  les  difFërentielles  prises  par  rapport  à  G ,  déduites   des 
difFe'rentielles  prises  par  rapport  aj ,  donnent  senxblablement 

dV  ...        ■    û  dY 

-jr  =  —  sin-^-sin  «sin  "--i—  , 

—j—  =   sin'''4/Sin*û)sm*9  .-j-^ sm^sinacoso  .  -^. 

Au  moyen  de  ces  équations^  il  est  aisé  de  trouver  que  la  quantité 

d(i—x')dY    ,         1         ddY  r.    .      .     f  ^sddY        ^^    dY 

ou     ^^  ~-^  ^ — ;  et  comme    en    vertu   de   l'équation  {a'),  cette 

dernière  quantité  = \i  ^      ?  ^^  ^^^^  Téquation  suivante  ,  où  V 

est  considérée  comme  fonction  des  trois  variables  x  ,  ô  et  r, 

n'\  d(i—x')dY    ,  I  ddY    ,    d.r^dY  _ 

^^  ^  dF'  r  7^:^^  •  rfF  "*"  ^~dF~  •""  ^' 

Cette  équation  ne  change  pas  en  mettant  ô  —  cp  à  la  place  de  9 , 
et  regardant  (p  comme  constante  ;  ainsi  nous  pourrons  la  regarder 
comme  exprimant  une  propriété  générale  de  la  fonction  V ,  dans 
laquelle  on  a  fait  j-  =  cos  co  cos  ^  +  sin  ct)  sin  4  cos  (G  —  (?)  et 
cos  r^  =:  X. 

Il  restera  dans  cette  hypothèse ,  trois  quantités  considérées  comme 
constantes  dans  la  fonction  V,  savoir  z ,  ca   et  (p, 

i4i.  Maintenant  si  dans  Téqualion  (b')  on  substitue  au  lieu  de  V, 

sa  valeur  développée  ^  +  ^  Y'  +  5!  y-  +  5!  y^  +  etc. ,  Y-"  étant 

la  même  fonction  de  j  que  X*"  est  de  x,  suivant  les  dénomina- 
tions du  §  précédent ,  on  trouvera  que  chacun  des  coefficiens 
Y',  Y',  Y%  etc.  est  assujéti  à  une  condition  particulière  ,  et  que 
l'expression  générale  de  cette  condition  est 

,    ,,  d(l—X')dY^'       ,  1  ddY""       ,  /  ,  N   Vm 

Mais  puisqu'on  aj-  =  cos  o)  cos  ^  +  sin  co  sin  %[/  cos  (9 —  (p),  et 

que 


I 
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que  Y"  esl  un  polynôme  de  la  forme  iV^^  +  Bj"'-*^-  C/'"-'^+elc. , 
il  est  clair  qu'on  peut  supposer 

Y'"=L"''°+L'"''cos(ô— (p)-f-L"''*cos (2Ô— 2(p)...4-L'"''"cos  (mô  —  W2(p). 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i)  ,  on  trouvera  que  le 
coefficient  L'"'*  doit  satisfaire  à  cette  équation  aux  différences 
ordinaires  : 

^(i-a:x)^L"S^ k-_  L«,.  ^,„  r„,_^  i)L'V  =  o. 

142.  Pour  prendre  une  idée  exacte  de  la  fonction  Y""  ainsi  déve- 
loppée ,  il  est  bon  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  le  tableau  suivant , 
qui  contient  les  premières  valeurs  de  cette  fonction  : 

Y*  =      cos  ù)  cos  "4/  +  sin  co  sin  -xj,  cos  ( (p  —  9)  , 

Y*.=:      (-  cos^<iJ  —  - )  (-  cos^'-NJ/ —  -  j  -|-5cosa>cos4/sinfie)sin4/COs((p — 9) 

+  -  sin'  ù)  sin'  4  ^^s  (  2(p  —  26)^ 
4 

Y'=      f-cos^a cos  «wV^  cos^-v}/ cos  4-) 

+  ^  (  5  cos'ft) —  1)  (5cos*4  —  i)sin«  sin  4  cos  ((p  —  6) 

+  —  cos  û)  cos  4  sin'otf  sin'4  cos  {  2<p  —  20  ) 

4-  ô  sin^w  sin'  4  cos  (3(p  —  59)  , 

Y*  =     r^cos'»  -^  2cos"«+  ^Y^cos*4-^2Cos«4+  i4), 
Vrî.4  2.4  2.4y\2.4       ^     2.4         ^     3.4/ 

4-  etc. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  remarquable  dans  ce  tableau ,  c'est  que  chaque 
terme  contient  deux  facteurs  semblables,  l'un  fonction  de  ct),  l'autre 
fonction  de  4  j  propriété  très-intéressante  et  que  nous  allons  dé- 
montrer d'une  manière  générale. 

Il  est  visible  que  le  coefficient  L""'*^  en  général,  sera  de  la 
forme 

k 

L"'*  =  (i — xjc)' (rtV^-^H-  b'x""-^-^ -f-  <?'jr"-*-'f-f-etc.  ). 

34 
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Or  si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  {d')  ,  on  trouvera 
que  les  coefficiens  Z»',  c",  etc.  se  déterminent  par  le  moyen  du  pre- 
mier a',  de  la  manière  suivante  : 

jn—h.m-k—i     ,         J  ^__  m— k— 2. m— h— '5 • , , 
2  (Ci/TT — 0  '  4  (2m — 6) 

Désignons  donc  par  F''  (x)  ou  F*  la  fonction 

\    >'      ^  ^  \  2  (am — i) 

ffl_^.,n— /;— i.m-A— 2.7n— ?;— 5  ^m-A-4 çtc  .\ 

"^  2.4  (2"i — 1)  (2m — 5)  V* 

et  nous  aurons  L'"'''  =  «'F^(x)  ,  a'  étant  une  constante.  Mais  comme 
«  et  4  entrent  de  la  même  manière  dansj- ,  et  par  conséquent  aussi 
dans  Y'"  et  dans  L'"'%  on  peut  échanger  entr'elles  les  quantités  ca 
et  4,  sans  changer  la  valeur  de  Y"*,  ni  celle  de  L""'";  d'où  il  suit 
que  si  le  cocfïicienl  Z'"'*  est  divisible  par  F"  (x) ,  il  doit  l'être  aussi 
parF*(yD)  en  faisant  co?,  a>^=^p.  Donc  on  auraL"'''  =  «"F'(x).F'(/?), 
«"  étant  un  coefficient  numérique  qui  ne  dépendra,  plus  que  des 
indices  m  et  k.  Ainsi  il  est  démontré  que  chaque  terme  du  déve- 
loppement de  Y'"  se  partage  réellement  en  deux  facteurs  dont 
l'un  est  fonction  de  x  ,  et  l'autre  une  semblable  fonction  de;?. 

k 

145.  Soit  F'(x)  =  (i  —xxfG''{x),  la  fonction  G' (^)  sera 
toujours  rationnelle  et  entière  ,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  gé- 
néralement G"-^'  (x)  =  — î— r  .  -—7^^.  Mais  lorsque  ^  =  0, 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  F°  (  x  )  a  un  rapport  très-simple 
avec  la  fonction  X"",  et  que  d'après  l'équation  (  «  )  du  paragraphe 
précédent ,  on  a 

1.2.0 n        ^    ^ 

Au  moyen  de  la  fonction  F°(ir)  ou  F%  on  aura  successivement. 
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par  la  difTerentiatioii, 

^    ^  m. m — i.m — 2  *  dx^  ' 


et  en  général  , 


X 


(1— xx)^  d^F" 


^    -^  m. m — 1 m — k-\~i  '   dx^  ' 

i44-  lï  ïie  reste  plus  qu'à  déterminer  la  constante  «",  pour  que 
la  valeur  L'"'^  =  a'Y^Çœ) .F^  (p)  soit  entièrement  connue.  On  peut 
pour  cela  se  servir  d'un  cas  particulier;  si  on  fait  ^y  z^^tt,  l'ins- 
pection des  valeurs  de  Y'^  Y%  etc.  suffit  pour  s'assurer  que  les  termes 
alternatifs  disparaissent ,  et  qu'il  reste  seulement  ceux  dans  lesquels 
m  -f-  Â:  est  pair.  On  aura  dans  ce  cas  ,  j  =  sin  4  cos  (  G  —  <p  )  ; 
faisons  de  plus  a:  ou  cos  4  infini  ,  ce  qui  est  possible  analytique- 

ment,    sin   4   sera   pareillement  infini  et  se  réduira  à   ( — jc^y  ; 

donc  la  valeur  de  Y'"  deviendra  J  •^•^- •  •  ^-^— 1  (-^  x''Ycos"'C^'—(D) - 

1.2.0 m  ^  '  ^  ^  * 

mais  d'après  la  formule  connue , 

-2m-.  cogm  (9  __  (p  )  -_      COS  /7i  (6—  <p  )  +  m  cos  (  /w  —  a)  (0  —  (p) 
H r^~^'^s  (w— .4)(9  — cp)_f  etc.  ; 

le  coefficient   de   cosA(Ô  — (p)  dans    la   valeur    développée    de 
cos'"(Ô  —  (p)  ,  est  donc 

m.m—i  .m— 2 |(  m  +  A)  4-  1         1 

1  •  2  •  3 i  (  m  —  Âl  *  2'"-'  ■* 

quantité  qui   devra   être  réduite  à  moitié  lorsque   k  =  o.  On  aura 
donc  avec  celle  seule  exception  , 

Lm ,  A  __  j  •a-t?...2m— 1      m.7n— i.m— 2...  Km-f/t)  +  1      (— :r ')  ' 
1-2-3 7U*  1.2.3 iim-^k)  •  "â^^^^^^* 
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D'un  autre  côté,  h^>' =  a"¥' (o)Y'(jc)  ;   or  en  faisant  x^o,  et 

supposant  toujours  m -{- k  pair  ,  on  trouve 

VI  — k 
•ps  ^     ^   1.2.5...77?— /<       (— 0    '" , 

r    l^OJ        2,^.6.  . ,  771— A  *  2m — 1 .2m — 3 m+k+i' 


k 


D'un  autre  côté  ,  en  faisant  x  =  ce  ,  on  a  F^  (  x  )  =  (—  i  )'  ^^  ; 
donc 

'2.4.6.  .  .m— A  *  2m— 1.2m— 3 m-j-A+i 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  L-"'',  il  en  résulte  le  coefficient  cherché 

,^              1.3. 5...  2m — 1      am — 1  .am — 3.  .  .m-]-k-\-i 
"    ^^^'2.4.6 m-fk'         1.2.3... m-k        ' 

et  cette  valeur  devra  être  réduite  à  moitié  lorsque  A  =  o ,  ce  qui 

donne  alors 

,,         /i  .5.5.  .  ..2m — iV 

^  ==Vi.2.3 .T^;  •' 

ces  formules  n'ont  lieu  ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  ,  que  lors- 
que 7?i  +  A-  est  pair. 

1/5.  Pour  avoir  la  valeur  de  «"lorsque  m-jrk  est  impair  ,  j'ob- 
serve  que  si  on  prend  le  coefficient  différentiel  -j^^ ,  et  qu'on  fasse 
dans  cette  fonction  cos  &)  =  o ,  tous  les  termes  où  m  +  k  est  pair 
disparaîtront ,  et  il  ne  restera  que  les  termes  où  7n  +  ^  est  impan\ 
Faisant  ensuite  .r  =  co  ,  et  comparant  les  deux  valeurs  de  -^ , 
il  en  résultera 

,^ 1.3.5 2m— 1      2m— 1  .  c^.m— 3.  .  .m+k-\-'2. ^ 

«    =  2  •  274:13:77:7^— S^  '         r773 m-k 

Les  deux  valeurs  de  «"  paraissent  donc  de  forme  différente  ,  selon 
que  m  +  k  est  pair  ou  impair  ;  mais  en  les  examinant  avec  plus 
d'attention,  on  trouve  qu'elles  peuvent  être  représentées  par  une 
seule  et  même   formule ,   savoir  : 

^  /i  .3.5.  .  .  2m— iV   m.m— 1 m--h+\  ^ 

^   ^^  ^'1,77273 m)  •mH-i.m-|-2....m+A* 
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Lorsque  A-  =  o  ^    il   faudra    prendre   la  moitié  seulement  de  celte 
valeur  ,  ce  qui   donnera 

."  =  ('•^^•■■°"-'Y. 

\i  .2.3 m/ 

146.  On  voit    maintenant  que  la  valeur   complette  de  Y""    peut 
se  développer  ainsi  : 

Y".  — p  •"•^••••^^~iYrF°pF°x+  -in_.2F'pF'xcos  (6— «p) 
\i.2.3 m/ \  m-f-1 

+     "'•"""  — .sF'pF'x  cos  (29—2©) 
m-fi  .m+2         ^ 

H ; , -^.2F>F^j:cos(33--3^)+etc.  ). 

Mais  nous  avons  déjà  observé  qu'on  a 

■^^_i.5.5...3m— I    p,,^        j7,^--  (i— -rx)'^^F°a: 
1.2.3 m  '  ?n         '    dx  ^ 

F'^= .      ,  ,    ,  F3x  =  — ^ .— j-^,etC.: 

désignant   donc   par  P"*  la  même  fonction  de  p  ou  cos  co ,   que  X™ 
est  de  X  ou  cos  4  ?  ^^   ^"^^  généralement 

'  m.m+i  dp        dx 

9  sin^ffl  sin'  %)/  cos  (p.g— fl(p)      c/f/P'"      rff/X" 
(y)  m — 1  .m. m-H  i .  m+2      !     dp^     '    dx"^ 

2  sin^^  sin^-4/  cos  (59— 5(p)  ^^      rf^X'" 

''m 2.771 1  .771.  771-j-l  .771+2. /71+3  *     dp^     '      dx^  • 

+  etc. 

147.  Maintenant  si  on  fait  (p  =  0,  ce  qui  suppose/ =  cos  m  cos  4 
4-  sin  û)  sin  4^  cos  9  ,  et  ijù'on  veuille  avoir  l'intégrale  fY'"d^ ,  prise 
depuis  ô  =  o  jusqu'à  G  =  tt  ,  il  est  visible  que  la  formule  précé- 
dente donnera  immédiatement 

is')  /Y-rf9  =  ^p-x"  :  {;z: 

c'est  le  théorème    très-remarquable    dont  on  a  fait  mention  dans 
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l'art.  i58    et  qui  se  trouve  ainsi  dëmonlré  très-simplement  et  dans 

toute  sa  généralité. 

Si  on  ne  faisait  pas  (p  =  o ,  et  qu'on  eût  plus  généralement 
j  =z  cos  ct)  cos  4  +  sin  «  sin  ^  cos  (  8  — ?>  ) ,  alors  l'intégrale  devrait 
être  rapportée  aux  limites  9  =  o  ,  9  =  27r  ,  et  on  aurait 

(//)  /Y-J9  =  27rP'"X'".  {]ZL 

Mais  cette  formule  n'est  que  particulière,  et  on  peut  généralement 
trouver  l'intégrale  /Y'"^^  cos  (AG  —  ^tf)  ,  prise  entre  les  limites 
Q  ;__  Q^  Q-_27r  ;  cette  intégrale  se  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (/')  qui  donne 

/Y'"J0cos(Â:9  — A^)  r,  =  o 

(  i'  )    _  siri^..sin^4- d^   d^^^  ^  1  fi  =  2;r 

—  ^'^'m-^k.m+k—i.m-\-k—2.  .  .  .m—k-}-!'  dp"''  dx"'  ' 

si  k  était  >  m,  il  est  visible  que  celte  intégrale  serait  nulle. 

Lorsque  cp  =  o  ,  l'intégrale  /Y'V/9  cos  A9  peut  être  prise  sim- 
plement entre  les  limites  ô  =  o  ,  9  =  tt  ,  et  alors  on  aura  la  moitié 
du  résultat  précédent;  ce  qui  donnerait  une  formule  générale  dont 
la  formule  (g)  est  un  cas  particulier. 

i48.  Non-seulement  la  valeur  de  Y-"  donnée  par  l'équation  (/') 
satisfait  à  l'équation  différentielle  (<?');  mais  il  résulte  de  l'équation  (r/') 
que  chaque  terme  de  celle  valeur  ,  tel  que  L'"'^  cos  (  A-9  —  À(p)  satis- 
fait séparément  à  l'équation  (c').  On  peut  donc,  avec  des  coefficiens 
constans  quelconques  ,  former  une  fonction  beaucoup  plus  générale 
'  que  Y'%  et  qui  satisfera  toujours  à  l'équation  (c).  Cette  fonction  que 
je  représente  par  T'"  pour  la  distinguer  de  Y'",  sera 

T"'=aX'"-f(^'cos9-|-c'sin9)^sin4-h(^''cos^94-c''sin29)-^sin»4/ 

^^'^  +(è'"cos59-f.6'"'sin59)^rsmH-f-etc. 

Considérons  une  autre  fonction  Z"  formée  suivant  la  même  loi , 
de  sorte  qu'on  ait 
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Z"  =  aX"  -f  (  Q'  cos  ô  +  y'  sin  ô  )  ^  sin  ^ 


+  (  C"  cos  2Ô  +  >^"  sin  2Ô)  -^-|^  sia»4. 

+  (  €"  cos  29  +  >*"  sin  59  )  ^^"  sin34 
+  etc. 


Nous  allons  démontrer  que  si  les  indices  m  et  n  sont  inégaux,  on  a 
en  général  y  T'"Zv/ô^/j;  =  o  ,  celte  double  inte'grale  étant  prise  entre 
les  limites  o  et  27r  pour  ô,  —  i  et  -f-  i  pour  x. 

D'abord  il  est  visible  que  l'intégration  par  rappprt  à  ô  ,  peut  être 
effectuée  immédiatement ,  et  ce  premier  résultat  étant  obtenu,  il  ne 
restera  plus  à  trouver  que  l'intégrale 

■   /2^<;x(a«X»X"+  i.î^.^(:_x-)(i'ê'+cV) 

+  5-  -rfPr-  ^^  (— ^-  )  (i"r+c'>'0+elc.) , 

laquelle  doit  être  prise  entre  les  limites  x  ■= —  i  ,  ^  =  -^  i.  Mais 
d'après  les  théorèmes  des  articles  124  et  i54,  les  différens  termes 
de  celle  dernière  intégrale  sont  nuls  lorsque  les  indices  m  et  n  sont 
inégaux.  Donc   on  a ,  dans  cette  hypothèse  , 

(  /')  fr-T.-cmx  =0.  I  ^   =  °  fo:  =  -    1 

M  =  stt  U  =  +  I 

Si  l'on  a  m-=n  ,  alors  en  appliquant  les  formules  que  donnent 
pour  ce  cas  les  articles  124  et  i34,  on  aura  dans  les  mêmes 
limites  : 

/  \  '^Z"dxdè  ~  -^  [««+  >  («+  1  )  (è'o'+cV)  ^ 

+  i  (n—1  )  n  Oi-f  1)  (,z-f  2)  (ÔV+  c'V") 

-f  K«— 2)(ri— 1  )n(;i+ 1  j(7i+2)(/z4-  3)  (6V+cV)4-etc] 

Cette  intégrale  dépend  ,  comme  on  voit  ,  des  termes  semblables  qui 
se  trouvent  dans  T"  et  Z"  ;  elle  serait  nulle  si  aucun  des  termes  de 
T"  n'avait  son  semblable  dans  Z". 

149.  Supposons  Z-'^Y-,  ce  qui  donnera  a  =  P%  g=^f-!/''"""'""^, 

'  dp      n.n~\-i 
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^ —  dp   '       /i.n  +  i     '  dp"-       n — 1  .n./î-f-i  .71+2  ' 

tuant  les  valeurs  de  ces  coefficiens  dans  la  formule  (/«')?  ^^  ^^^'^ 
rr^Y^d^x  =  -^  (aV-^-  ^  sin  û)  (  b'  cos  (p  +  c'  sin  (p  ) 

4-  ^  sin'^  (ô"cos  2^  +  c"sia  2(p)H-  etc.). 

Mais  la  quanlilë  renfermée  en  parenthèses  n'est  autre  chose  que  la 
fonction  T%  dans  laquelle  on  aurait  mis  p  a  \a  place  de  x  et  (p  à  la 
place  de  9;  cette  fonction  qui  avant  le  changement  pouvait  s'indi- 
quer par  T"  (4/ ,  6)  ,  sera  après  le  changement,  T"  (&)  ,  <p  ).  Ainsi 
nous  aurons  cette  formule  très-simple  et  très-remarquable , 

M        /T"Y"^a^^=^T"(.,,^).        {Izl  {"  =  +  ; 

i5o.  Soit  encore  T"=  Y",  il  sera  aisé  de  voir  ce  que  devient 
T"  (ft)  ,  (p)  ;  car  Y"  est  une  fonction  de  j*  :  or  si  dans  la  valeur 
j^-  =  cos  cacos  44-sina)  sin^cos  (9  —  <p)  ,  on  fait  4  =^  et  6=(p, 
on  aura  jr  =  i  ;  donc  aussi  Y"  et  T"  («y ,  cp  )  =  i.  Ainsi  on  aura  la 
formule 

Pour  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  celte  formule  par  une 
autre  route,  proposons  -  nous  d'intégrer  entre  les  limites  données 
la  quantité  j^"  d^  dx.  11  faut  d'abord  développer  la  puissance 
7"  =  (  cos  w  cos  4  -j-  sin  o  sin  4  cos  (  G  —  (p')  Y" ,  et  intégrer  les 
différens  termes  par  rapport  à  9 ,  depuis  G  =  o  jusqu'à  G  =  zvr , 
ce  qui  donnera 

Il  faut  ensuite  multiplier  par  dx  et  intégrer  depuis  x=  —  i  jusqu'à 
jc;=4-  I  ;  or  en  substituant  les  valeurs  cos*4  =  -^^  sin"4  =  *'^'^'' 


on 
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on  a  dans  les  limites  assignées  ; 


2/I-f-l  * 


Qn-j-i  '  0.11 — 1  * 

-^  "<  ->  2/1+1       2«— 1.2/1— 3' 

/x— 6(i  —  a:=)3^x=  -4-  . î:i4- F  ,   etc  • 

^  -^  2/1+1       2«— 1.2/1— 3.2/t--5  '  •' 

donc 


1.2  2 


2/1+1  \  ' 

27Z.2/Z 1.2/1 2.271 3    1.3    2.4cOS"'~^<»Sm'<â>  \ 

"*        rr2T3:4       •  ^*  2/1-1.2/1-3  ■^^*^-/ 

le  second  membre  se  réduit  à  ^^^  (cos*ce)+  sin"û))",  ou  simple- 


ment — ~  :  donc  on  a 

2/2+1  ' 


fj''"dyx 


2/1+   1    ' 


et  ce  résultai  peut  se  mettre  sous  la  forme 
% 

rintégrale  par  rapport  àjr  devant  être  prise  depuis  jr  =  —  i  jusqu'à 
y  '=--\-  ^'  On  aurait  également  pour  une  puissance  impaire  de  jr  , 
fj^'^^'dUx  =  27rf/^''^Wlj ,  car  alors  Tun  et  l'autre  membre  est  zéro. 
Soit  donc  P  un  polynôme  quelconque  en  j-  ,  on  aura  générale- 
ment/P^ô^j?==  2:T/Pûfr;  il  suit  de  là  que  /Y"Y"^ÔJjc=  iTrfX'^X^dj 
=  ^^  .    ^  >  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  {p'), 

i5i.  Si  l'on  avait  à  évaluer,  entre  les  mêmes  limites  que  ci- 
dessus  ,  la  double  intégrale  fÇ^MUx ,  dans  laquelle  Q  est  une 
fonction  entière  et  rationnelle  de  cos  4  ,  sin  ^  cos  9,  sin  4  sin  â; 
il  faudrait  préalablement  réduire  Q  à  la  forme  T'+^T'+T'-j-etc. 
et  c'est  ce  qu'on  pourrait  toujours  obtenir  au  moyen  des  coefficiens 
indéterminés,  puisque  la  forme  générale  de  la  fonction  T"'  est 
connue. 

35 


I-  » 


,,>  t  \V^-v  iî^' 
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§  XII.  jDu  dépeloppemenûde lajDuissance  (1  -ha*—  2aco5cp)-"^ 
n  ez^a^z/  W7Z  nombre  fractionnaire. 

i52.  On  peut  toujours  supposer  «  <  i  ,  car  si  on  avait  «  >  i  , 
on  ferait  «  =  i,  et  la  quantité  (i  +  «^  —  2^  cos  <|)  )-  se  changerait 
en  a=^"  (i  +  a^  —  2a  cos  (p  )""",  où  l'on  a  a  <  i . 
r   %  \  0-,  ivQ?      ^W  UWj:      Cela  posé,  on  a  vu  dans  la  IIP  Partie  ,  pag.  372   et  suiv. ,  que  si 
^     ^  ■    J         ^      '"on  fait  I +«='-— 2«  cos  (p  =  D,  et  qu'on  suppose 

'        )   f  fl^-^f"      -^.ilTi^  D-"=Po-l-2P,COS(p  +  2P.COS  2(P  +  2P3C0S  5(p  +  CtC.  , 

^  '      ■  la  valeur  du  coefficient  général  P  (  A)  pourra  être  exprimée  par  une 

r?i?yC^Y  ^  a  ^(fef 'M*r>^^^^8'^^^  définie,  de  cette  manière  : 

On  a  trouvé  de  plus  que  ce  même  coefficient   peut  s  expnmer 

"-  \ff  ^-^  -^  a  ^  ^^  ^            paï"  la  formule                                                                                       . 
U--.  V.         '  ' ,^  ^  n.n-i-i.n-\-a....n-j-^—i      __£!__  A    .   iHi!  ^tiZl!^  4. 

1 — n.Q. — n  A+i — ?i.A4-a--n.     ^ 

1— ra.a— n.5— ?t  A+i— n ■  A+a— ?^ •  >^-\-'5—n  ^g _j_  ^^^  \ 
"^  TôTS  '  ;\-fi.A-|-2.A-|-3  /* 

*Cette  suite  se  termine  d'elle-même  lorsque  n  est  un  nombre  entier, 
et  nous  verrons  ci-après  qu'on  peut  la  mettre  sous  une  forme  telle 
qu'elle  se  termine  encore  lorsque  n  est  un  nombre  entier  négatif; 
ainsi  le  développement  de  D—  n'est  sujet  à  aucune  difficulté  lorsque 
n  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  11  n'en  est  pas  de  même 
lorsque  7i  est ,  comme  nous  le  supposons  ,  un  nombre  fractionnaire; 
alors  la  suite  qui  exprime  la  valeur  de  P(à)  ,  s'étend  à  l'infini ,  et  on 
ne  peut  plus  déterminer  que  par  approximation  les  coeffîciens  suc- 
cessifs Pc,  P. ,  Pa ,  etc.  qui  deviennent  dans  ce  cas  des  transcendantes 
d'une  nature  particulière.  Nous  allons  rechercher  les  propriétés  de 
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ces  transcendantes,  afin  de  simplifier,  autant  qu'il  est  possible  ,  les 
calculs  nécessaires  pour  leur  détermination. 

i53.  Si  on  change  le  signe  de  n  dans  la  formule  du  n°  63,  p.  SyS, 
III^  Partie ,  on  aura  une  autre  valeur  du  coefficient  général  P  (A)  , 
laquelle  est 

^  ^  1.2 A  V^lA-f-l^         1.2  /-f-i.A^-a      "    ^ 

,    77.?Z-f-l.n-|-2    7l-f-A.n4-A+l.«-fA+2       „  \ 

"^""77^3  — •      A+i.A+a.A4-3      •«'+^t^> 

Cette  formule  renferme  une  suite  moins  convergente  que  celle  de  la 
formule  (2)  ,  mais  elle  jouit  de  qifelques  avantages  particuliers;  elle 
fait  voir,  par  exemple ,  que  n  étant  positif,  les  coefficiens  différen- 

tiels  successifs  -^ ,  —^  ,  "-j^î  ^^^-  s^^^"*  t^^s  positifs. 

i54.  Soit  V=^;jr7  j  on  aui'a  en  différentiant  celte   équation, 

T-ç,  Af/ipcosA(2>         ia(n — 1  )  sin  (p     , 

dS  =      p,_.  ^ p. ^.^(P  sm  A(p  , 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur  , 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  (p  =  o  jusqu'à  (p  =  tt  ,  et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  V  s'évanouit,  on  aura  d'après 
l'équation  (i)  , 

(4)     (A+i— «)P(À+i)-(i±^)  AP  (A)  +(A-i+/z)  P(A-i)  =  o. 

Cette  équation  donne  la  loi  générale  qui  lie  entr'eux  trois  termes 
consécutifs  quelconques  de  la  suite  P,,  P,  ,  P, ,  etc.  ;  elle  fait  voir 
qu'il  suffit  de  connaître  deux  termes  de  cette  suite  pour  déterminer 
to;'S  les  autres  ;  mais  il  y  a  des  précautions  à  prendre^  suivant  les 
diÛérens  cas ,  pour  que  l'erreur  qui  peut  exister  sur  les  deux  tei'mes 
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connus  ne  se  multiplie  pas  dans  le  calcul  des  autres  termes, 
de  manière  à  rendre  bientôt  les  résultats  entièrement  défectueux. 

i55.  Si  on  fait  P(A)  =  "-''"^'  ^""f  ^~  a^.A(K),et  qu'on  substi- 
tue cette  valeur  dans  l'équation   (4) ,  on  aura 

(5)  (^  +  ^T))  «*A(X4-.)-  (■+«')  A  (À)  + A(X-.)  =  o. 

Cette  équation  exprime  pareillement  la  loi  qui  règne  entre  trois 
termes  consécutifs  de  la  suite  A^ ,  A,  ,  A^,  A3,  etc.  En  supposant 
cette  suite  connue ,  le  développement  de  D~"  serait  donné  par 
la  formule 

7Î  7Z    TL  "  I     T 

D~"  =  Ao-{-2âi.- Al  cos(p  +  aa".— A.  cos  2(p 

1  1.2 

,  ,     71.  «4-1  .71  +  2      .  _ 

+  2a^ .  — ^^  g    -  A3  cos  5<p  -I-  etc. 
Lorsque  A  est  très-grand ,  l'équation  (5)  donne  à  très-peu  près 

d'oii  l'on  peut  conclure  que  la  série  Ao,  A, ,  A^ ,  etc.  doit  se  con- 
fondre dans  les    termes  éloignés  avec  une    série  récurrente  dont 

l'échelle  de  relation  est  — ^ —  5  ^-  —  »  celle-ci  aurait  pour  terme 
général  ce  -j-  C  (—j  ,  a  et  ê  étant  des  coefficiens  constans.  Ainsi 

lorsque  A  est  très-grand ,  on  doit  avoir  aussi  A  (A)  =  a  -{-  ^  f—^  . 

Mais  comme,  diaprés  l'équation  (2  ),  la  valeur  de  A  (A)  ne  doit 
contenir  aucune  puissance  négative  de  « ,  il  s^ensuit  qu'on  a  é"  =  o. 
et  qu'ainsi  A  étant  très-grand  ,  on  aura  A  (A)  =  <x  ,  ou  A  (A)  égal 
à  une  constante.  Celte  constante  se  détermine  en  faisant  À  infini 
dans  la  valeur  générale  de  A  (  À  )  donnée  par  lequation  (  3  )  , 
laquelle  est 


71  7î-|-A    ^       n.n-^i    7î+A.7t4-A-|-i 

l'>i+l  1.2     *      A-f-l.A-f-2 

et  on  a  par  cette  supposition  A  (>)  =  (  i  —  a")"".  Mais  ce  résultat 


(6)  A(A)  =  i -|--. -7— «'-^ —.—^ Z_j_ ^4_i_  etc.  , 
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îi  est  que  le  premier  terme  d'une  série  propre  à  exprimer  la  valeur 
générale  de  A  (à)  ,  lorsque  A  est  très-grand.  Voici  comment  on 
parvient  à  cette  série. 

i56.  Faisons  pour  abréger ,  X+  i  =X',Â4-2  =  A",  etc. ,  et 
supposons 

■    A  w=<' +  7 +  7!^ +  /&+«'=•)'  '  . 

c',  c",c'",elc.  étant  des  coefficiens  indépendans  de  A;  cette  valeur 
donne 

A(A)-A(A+0  =  <é+,-^  +  ,^+etc.), 

A  (A+x)  -  A  (A+.)  =  .(^4  +  -if^  +  -^  +  etc.)  ; 

multipliant  le  second  membre  de  la  dernière  équation  par  A',  et 
observant  que  K'  =  A'"  — 2  =  A' ^  —  3  =  A^— 4,  etc.  ,  on  aura  , 
après  avoir  divisé  par  A', 

Maintenant  si  on  met  Téquation  (5)  sous  cette  forme  : 

o  =  A(A)— A  (A+i)~.a=[A(A+i)-A(A+2)]-i-^^^»A  (A+2), 

et  qu'on  substitue  les  valeurs  précédentes,  on  aura  une  équation 
qui  devant  être  identique,  donnera  les  équations  de  condition 

(i — «")c'   =(n' — n)  a% 

3  (i— «»)  c'"  =  («»-_«^2  . 3)  a^c", 

4  Çl'-aj  C'^=:  («'— 72— 3.4)  flV", 

etc.  • 
d'où  Ton  déduit  les  valeurs  des  coefficiens 


2  7 


,  n.n  —  1  a= 

1  *  1  —  a 

Il n+i.n — 3  g'        , 

"—  2  *  i—a^  ^> 

^m n+a.n— 5         a"       , 

3  -i-a»^' 

etc.  : 
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donc  on  a  la  formule  générale 

A(A)=(i-«r"L^  +  -T-H^-7=:^^ 

(7)  "*  T^        •A-f-i.A+2'\i  — fiV 

^^  1.2.3  '>.-f-l,A-f-2.A+3    \i— aV  J 

Celle  suite  a  l'avantage  de  se  terminer  d'elle-même ,  toutes  les  fois 
que  n  est  un  entier  positif  ou  négatif;  mais  si  n  est  fractionnaire  , 
comme  nous  le  supposons,  elle  s'étendra  à  l'infini  et  ne  sera  con- 
vergente dans  toute  son  étendue  et  pour  toute  valeur  de  À  ,  que  lors- 
qu'on aura  a"  <  1  — û"  ou  a*  <  ^. 

167.  Dans  tous  les  cas,  si  A  est  fort  grand,  on  aura  une  valeur 
très-approchée  de  A  (A)  par  les  premiers  termes  de  la  série  ^  qui  dé- 
croîtront alors  d'une  manière  rapide.  Dans  celle  hypothèse ,  si  on 
prend  le  logarithme  de  A  (A) ,  et  qu'en  négligeant  les  termes  qui 
ont  pour  diviseurs  A%  A^^   etc.,  on   réunisse  deux  termes  tels  que 

E  -J-  ?^  en  un  seul  —^ —  ,  on  aura 

lôg  A(A)  =  —  /^  log  (  I  —  «*)  +  ir-a^)>^-\-x- 

D'un  autre  côté  la  valeur  de  P  (A)  peut  en  général  se  mettre  sous 
la  forme 

P(À)=-i^^^±^Ta^ArA); 
^  ^        rn  r(A+  1  )  •   ^  ' 

et  puisque  A  est  supposé   très  -  grand ,   on  a  par  la  formule   de 
la  page  65  , 

donc  on  aura 

(      Alog«  +  («— i)logA  —  «log(i — «^)  —  logr/î 

(8)       logP(X)  =  <,H ^_+-^_,^-j-, 
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valeur   qui   doit   être  exacte  aux  quantite's   près  de  l'ordre  —j   et 

dans  laquelle  il  faudra  multiplier  les  deux  termes  algébriques  par  m 

0^4^429»  etc. ,  si  on  veut  que  les  logarithmes  de  cette  équation  soient 
considérés  comme  logarithmes  vulgaires. 

On  peut  donc ,  à  l'aide  de  cette  formule  ,  connaître  d'une  ma- 
nière aussi  prompte  que  facile ,  un  terme  éloigné  quelconque 
dans  la  suite  Po ,  P, ,  P^ ,  etc.  Si  par  exemple  on  fait  A=  100, 
a  =  ^,  n=  i  y  on  trouvera  log  P  (  100)  =  8.6430984  et  P(ioo) 
=  0.04396412;  c'est  la  valeur  très-approchée  du  101™^  terme 
de  la  suite  dont  il  s'agit. 

i58.  Revenons  au  calcul  effectif  des  coefFiciens  Po,  P, ,  Pa,  elc; 
Lorsqu'v!  a  sera  assez  petit,  on  pourra  se  servir  des  formules  (2) 
ou  (5)  indifféremment,  pour  calculer  les  coefficiens  successifs  qui 
seront  donnés  alors  par  des  séries  convergentes  ;  mais  il  suffira 
de  calculer  directement  par  ces  séries  les  termes  alternatifs  P^,  P., 
P4,  Pg,  etc. ,  et  on  en  déduira  les  intermédiaires  P, ,  P3,  P5 ,  etc.,  au 
moyen  de  l'équation  (4)  qui  donne  en  général  ; 

PW  =  TI^[0+^)P(A+O+(.4-^)P(A-.)]:      . 

cette  équation  est  d'un  usage  également  sûr,   soit  que  a  soit  très- 
petit  ,  soit  qu'il  diffère  très-peu  de  l'unité. 

Si  on  se  bornait  à  calculer  les  deux  premiers  termes  P^ ,  P,  par 
les  séries  qui  les  représentent ,  et  qu'ensuite  on  se  servît  de  ces  deux 
premiers  termes  pour  calculer  les  suivans  par  l'équation  (4)?  les 
erreurs  se  multiplieraient  dans  ces  diverses  opérations,  avec  d'autant 
plus  de  rapidité,  que  a  serait  plus  petit.  En  effet,  les  erreurs  abso- 
lues sur  Pa ,  PgjP^,  etc.  pourraient  croître  suivant  la  progression 

-»  — a»  — ,  etc.;  et  comme  ces  termes  eux-mêmes  décroissent  a  peu 

près  suivant  la  progression  a  ,  a" ,  a\  etc. ,  l'erreur  relative  pourrait 
augmenter  d'un  terme  au   suivant ,  à  peu  près  dans  le  rapport  de  i 

à  — ,  erreur  qui  ne  tarderait  pas   à  produire  des  résultats  entière- 
ment défectueux. 
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Lorsque  a  sera  très-près  de  l'unité,  les  séries  comprises  dans  les 
formules  (2  )  et  (3)  seront  très-peu  convergentes  ,  et  il  faudra  en 
^  calculer  un  grand  nombre   de  termes  pour  avoir,  avec  un  degré 

d'approximation  suffisant ,  les  deux  premiers  coeffîciens  Po ,  Pi  ;  mais 
■  dans  ce  cas^  on  pourra  se  servir  de  l'équation  (4)  pour  calculer  les 

coeffîciens  suivans  P^ ,  Ps ,  P4 ,  etc. ,  et  il  ne  sera  pas  à  craindre 
que  l'erreur  augmente  notablement  d'un  terme  au  suivant. 

i5g.  Au  reste  on  peut  éviter  les  longueurs  du  calcul  par  séries , 
en  déterminant  les  deux  coeffîciens  Po,Pi  par  les  quadratures  qui 

représentent  les  intégrales  ~  f  fyi  >  -  f       r^n     ?  prises  depuis  <p=-o 

jusqu'à  (p  =  TT.  Mais  dans  le  cas  où  a  est  peu  différent  de  Tunité , 
la  quantité  D  devient  très-petite  lorsque  <p  est  très-petit;  ainsi l'or- 
*                             donnée    de   la    courbe  qu^il  faut  quarrer  ,   serait  très-grande  vers 
*                                l'origine  des  abscisses.  Pour  obviera  cet  inconvénient ,  nous  obser- 
verons que  l'intégrale  /  .  „     ■  peut   en   général  être  déterminée 

par  l'intégrale  fD"~'d<p  cos  Àcp  ,  puisqu'on  a(pag.  676,  IIP  Partie) 


/- 


-^^„    ^= — '-= — (i — a")'-^"  rD"~*rf2)  cos  A(p. 


D"  1  — n .  2, — n .  3 — n ....  X — n 

Soit  donc  /D"~'  d(p  cos  A(p  =:  ttM  (X)  ,  et  on  aura 

^,    >  n,  n+i.7i+2 n-j-X — 1  M  (a) 

Jr  (  A )  = .  7 ON.  n— ï' 

^    '         A — n.A — n — i.A — n — Q.....1 — n     (1  —  a')^" 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  la  quantité  M  (A)  pour  les  deux  valeurs 
A=o  ,  A=  I  ,  et  on  aura  les  deux  coeffîciens  cherchés  : 

p  Mo  p n  M, 


(1— a^)«-"  '  n— 1      (1— a^)=^"-' 

Or  quelque  petit  que  soit  1  —  « ,  on  pourra  toujours  trouver  par 
les  quadratures  ,  des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  voudra  de  M, 
et  Mj  ;  mais  pour  faciliter  les  calculs,  il  sera  bon  de  supposer  «>»  1, 
afin  que  l'ordonnée  D"~'  cos  A(p  de  la  courbe  à  quarrer ,  reste  très- 
pellle  lorsque  (p  =  o  ,  ce  qui  n'arriverait  pas  si  n  était  *<  i. 
Cette  condition  au  reste  est  facile  à  remplir  dans  toupies  cas  ; 
car  on  verra  bientôt  que  le  développement  de  D""  peut  tou- 
jours 
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jours  se  déduire ,  par   un  calcul   très-simple  ,    du  développement 
de  D-"-'. 

i6o.  11  y  a  encore  une  autre  manière  de  calculer  les  coeffîciens 
P  (A) ,  laquelle  a  l'avantage  de  réussir  également  lorsque  a  est  très- 
petit  et  lorsqu'il  est  très-près  de  l'unité.  Supposons  qu'on  veuille 
prolonger  la  suite  P» ,  P, ,  P,  ^  etc.  jusqu'au  terme  P^^^  •  on  calcu- 
lera directement  les  valeurs  de  A{m — i)  et  A  (m)  ,  par  Tune  ou 
l'autre  des  formules 


ra.n+i   n-fA.n-f-^+i 


1    A-f-i 


a.  2  A-f-l.A-f-2 


a^  4"  6tc.  , 


(9) 


i — n  A-f-i — Il       ,   1 — n.Q — n  A+i — n.A-f-a — n 

«H z— — 


A-4-1 


A-f-]  .X-j-2. 


a^+etc.J. 


Ces  deux  termes   étant  connus  ,  on    en    déduira  tous  les  précé- 

dens  ,  depuis  A  (m — 2),  A  (m — 3) jusqu'à  A»  ,  au  moyen  de 

la  formule  (5)    qui  donne 

A  (A-i)=  A(À) +«»  [A(A)  -  A(A+i)]  +  3^^^  ^*A  (À4-0. 
Il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 

■TV               k       ,           n   L                   ,         .   7i.7i-f-i    .  _ 

D~";=  AoH-2fl.- A,  cos  (p-\-2a*. j—  AaC0S2<p 

+  2«3 .  1±±LLp:^  A3  cos  3?)  -f  etc.  , 

et  on  aura  le  développement  cherché  de  D~". 

Dans  celte  méthode,  les  quantités  Ao,  A,,  A,^  etc.  sont  évaluées 
avec  un  degré  presqu'égal  d'exactitude,  parce  que  la  formule  dont 
on  fait  usage  ne  permet  pas  que  l'erreur  augmente  beaucoup  en 
calculant  les  premiers  termes  par  les  deux  derniers.  11  arrivera  donc 
que  les  coeffîciens  successifs  Po,  P,,  Pa ,  etc.  seront  déterminés  de 
plus  en  plus  exactement  à  mesure  que  la  série  se  prolonge  plus 
loin;  car  les  erreurs  absolues  étant  les  mêmes  h  peu  près  sur  les 
coefficiens  A  (A),  elles  seront  atténuées  progressivement  dans  le 
rapport  de  i  à  a ,  sur  les  coefficiens  P  (A). 
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i6i.  Ayant  représenté  le  développement  de  D""  par  la  formule 

D-"  =  Po  4-  2P,  cos  (p  +  2?»  cos  2(p  +  2P3  cos  5<p  +  etc. , 
supposons  qu'on  ait  semblablement 

D-"-'  =  Q,  H-  2Q,  cos  <p  +  2Q,  cos  2(p  +  2Q3  cos  5(p  +  etc.  , 

Q  (A)  étant  la  même  fonction  de  w  +  1  que  P  (A)  est  de  n.  Nous 
allons  faire  voir  que  ces  deux  suites  se  déduisent  aisément  l'une 
de  l'autre. 

En  effet,  si  on  differenlie  la  quantité  V  =  —^y  on  aura 

,^^          ^    d<p  cas  >^(f>     ,             t?<p  cos  (a+ 1)  (p                 f/(pcos(A — 1  )  <p 
«V  =  X. j^;; H  na. ^^^ na. :^^^^ ; 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  (p  =  o  jusqu'à  (p=7r,  et  ob- 
servant que  dans  ces  limites  V  s'évanouit ,  il  viendra  ,  d'après 
l'équation  (  i  )  , 

o  =  AP  (A)  +  «a  [Q(A+i)  —  Q(A—  i)]^ 

ce  qui  donne 

(10)  P(A)  =  ^[Q(A-i)-Q(AH-i)]: 

ainsi  on  a   successivement 

P,  =  7^«(Q.— QO, 

P.  =  ^(Q.~Q3), 


na 
2 

P3    =    f    (Q.-Q4), 

etc. 


A  l'égard  du  premier  terme  Po  ,  il  n'est  point  déterminé  par  celte 
formule  ;  mais  comme  on  a  D""  =  (  i  -j- a" — 2«  cos  (p)  D~"~',  si 
on  multiplie  la  suite  Q^  -f-2Q,  cos  (p  +  etc.  par  i  +«»  —  2a  cos  (p  , 
et  qu'on  réduise  les  produits  de  cosinus  en  cosinus  linéaires ,  on 
trouvera  que  le  terme  indépendant  de  (p  est  (i-f-a*;  Qo —  2aQ,  ,  et 
qu'ainsi  on  a 

(II)  P,  =  (i +a')Qo—  2«Q'. 
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Ces  formules  offrent ,  comme  on  voit ,  un  moyen  très-facile  de 
déduire  les  coefficiens  P»  ^  P,  ,  P» ,  etc.  qui  répondent  à  l'exposant  n, 
des  coefficiens  supposés  connus  Qo,Q.>  Q»  >  etc.  qui  répondent  à 
l'exposant  n-\-  i. 

162.  Réciproquement  si  on  veut  déduire  les  coefifîci|ns  Q  (  A) 
qui  répondent  à  l'exposant  n-\-i  ,  des  coefficiens  Pv)  ^"^  ^^'" 
pondent  à  l'exposant  n  ,  il  faudra  d'abord  déterminer  Q,  et  Q,  au 
moyen  des  trois  équations 

P„  =  (i  +«*)  Q,  —  2flQ,, 
P.  =  ;2«(Q,  —  Q.  >, 

Ces  équations   donnent 

(i  —a^yQo  =  (i  +^0P-  +  ^  ^^p»> 

ou  plus   simplement   encore 

p.  +  ^  p, 

Q.  +  Q.  =  -ô^V- 

(12) 

P        -_     ^ 1    P 


Qo  -  Q.  = 


(i+ay 


Connaissant  Q»  et  Q,,  on  calculera  les  termes  suivans  Q,,  Q,,  etc., 
au  moyen  de  l'équation  (4)  ,  dans  laquelle  il  faudra  changer  n 
en  «  +  1   et  ^(^)   en  Q(A),   ce  qui  donnera 

(x5)         (x-/z)Q(A  +  0=-^'aQ(A)-(A+«)Q(A-0. 

165.  Mais  on  peut  pour  le  même  ohjel  conlruire  des  formules 
plus  commodes  et  qui  serviront  à  calculer  immédiatement  les 
coefficiens  Q(a)  ,  Q(A-f-0>  P^'' le  moyen  des  coefficiens  corres- 
pondans  P(a),  P(A-f.i),  P(A— 1). 


» 
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•«         Pour  cela  je  lire  de  l'équation  (lo), 

AP(A)  =  ^z«[Q(A— i)  —  Q(A+ï)]. 
(A+i)P(à+i)  =  /z«[Q(A)  —  Q(A+2)]. 

D'ailleurs   l'équation   (i3)  donne 

(A  ^  n)  Q(A-ki)  =  i±^  AQ(A)  -  (A-l-«)Q(A-.l)  , 
(A+i-,z)Q(A+2)  =  '-^  (A+I)Q(A+0-(A+I-^/^)Q(A}, 

De  là  résultent  deux  valeurs  de  Q(A)  exprimées,  l'une  parles  deux 
termes  P(a),  P(A+i),  l'autre  par  les  deux  termes  P(A — i),  P(A)f 
ces  valeurs  sont 

QW  = «Cl  ar  ' 

(l4)  (;,-f-n— i)oaP(A— i)-(A~/i)(i+»')PM 

V(^)    —  7/(1— aT 

La  combinaison  de  ces  deux  formules  en  donne  une  troisième  plus 
commode  dans  la  pratique,   savoir  : 

Dans  le  cas  de  n=:\y  cette  formule  se  simplifie    et    donne  ce 
résultat  remarquable, 
(.6)  QW  =  -^.(.X-f>(X-.)-P(A-)-)]. 

164.  Nous  observerons  que  les  équations  (i4)  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme  suivante  ,  plus  commode  pour  le  calcul  numérique^ 

r^/.^      ,      n^>_L_    \  (A4-n)P(A)-(A-f,-7r)P(A-fO 

Q(A)  +  Q(A4-i)  =  ^^^z::;;)^ 

(17)  ^.    .  „,      ,      .  (^^n)P(A)  +  rA+— n)P(A+i) 

Dans  le  cas  de  n  =  i,  ces  formules  se  simplifient  encore  et 
deviennent 

Q(A)  4-  Q(^+>)  =  ^.  [PW  -  P(^+i)], 
^'^^         QW  -  Q(A+.)  =  ^.  [P(A)  +  P(A4-.)]. 
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Le  cas  de  n=  ^  qui  donne  lieu  à  diverses  simplifications ,  est 
celui  qui  s'applique  spécialement  au  calcul  des  perlurbalions  des 
planètes  ;  il  est  susceptible  d'être  re'solu  complètement  par  les 
fonctions  elliptiques. 


i65.  En  effet,  si  l'on  suppose  (p==  tt  —  2%[/  et  c'  =  ■   ^"'        on 

aura   D  =  (i+«)»(i— c*sin»4)  ,  et  les  valeurs  de  P.  et  P, ,  données 
par  la  formule  (i),  seront 

p  _,     i  r E^i 

•  ^J(I-^-r/)v/(^-c^sin»^}.)  ^  f^^  =  o 

p     __  l    r  ^d^ co^ 2-1 ^  (^^  —  i;r 

'  TT  J  (i-f-a)V/(i  — c^sm^%|/)  ' 

or ,  par  les  formules    de  la  première  Partie,  on  trouve 


p     sF'c 


('9)  ^'+"^' 

r,   »__  -     ■ — , 

7ra{i-\-a) 

Les  fonctions  complètes  Fv,  E^c  sont  rapportées  au  module  c; 
mais  il   conviendra  de   les  exprimer  par  des    fonctions  semblables 

rapportées  au  module  (?°  =  «,   puisqu'on   a   c  =  ?^.   Or   par    les 

i-f-a  * 

formules  de  la  page   88 ,  première  Partie  ,  on  a 

F'c  =  (i+c»)F'c°  z=  (i+a)F^«, 

E'c  =  (,4-^)E"c°  -  ^F'c  =  -4-E'«-(i-^)f^ï, 

valeurs  qui,   étant  substituées  dans  les  formules  (19),   donnent 
plus  simplement 

166.  Nous  rappellerons  ici  que  pour  calculer  les  quantités  Va, 
E'a,  il  faut  d'abord  former  la  suite  décroissante  a ,  a°,  a°°    a°'-'    etc. 
par  la  même  loi  que  la  suite  des  modules  c,   c%  c°%  etc.  Faisant 
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ensuite 


K   —  ^V^°    £V/^°    av/g°°°       te. 


H  =  K(^-  +  -^  +— g (-elc.J, 

on  aura,    suivant  les  formules  démontrées  dans  la  première  Partie, 

E'a=:  -K(i-i^»)  — ^H.ia*. 


2 


De  là  résultent  ces  valeurs  très-simples  des  deux  premiers  coefU- 

ciens  P,,  Pi , 

Po  =  K,  . 


P.  =  ^(R+H); 

ensuite  par  l'équation  (4)  on  trouve  le  troisième  coefficient 

P,  =  f  «P,  +  fH. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (12)  et  (i5)  ,  on  en 
déduira  les   valeurs  suivantes   des   trois  premiers   coefficiens   Q,, 

Qo  Q.  >   nécessaires  au  développement  de  D   % 
^^  Q,  =  Q<,-R-H, 

â  Va  ~i~  g  Vo 

1     —  • 

a 

Ces  formules  sont  disposées  de  manière  à  rendre  le  calcul  numé- 
rique des  premiers  coefficiens  aussi  facile  qu'il  est  possible.  Nous 
en  donnerons  bienlot  des  exemples. 

Les  valeurs  précédentes  supposent  que  la  différence  i  —  ^  n'est 
pas  très-petite,  et  flans  cette  hypothèse  on  n'aura  jamais  à  calculer 
qu'un  ptlit  nombre  de  tern.es  de  la  suite  a,  a%  a°%  etc.,  pour 
parvenir  à  des  résuUals  aussi  approchés  qu  on  voudra.  S'il  arrivait 
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<jue  1 — rt  fût  très-pelit,  on  ferait  usage  des  formules  (19),  où 
I  —  c  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  1  —  «,  et  on  substituerait 
dans  ces  formules  les  valeurs  de  F'c  et  E'c,  calculées  suivant  les 
méthodes  que  prescrit  pour  ce  cas  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

167.  rjxDus  avons  fait  voir  quels  sont  les  procédés  les  plus  simples 
pour  calculer  les  divers  coefficiens  P(X),  Q(à)  ^  qui  servent  à  dé- 
velopper les  deux  puissances  consécutives  D~",  D~"~'.  Si  on  avait 
à  développer  un  plus  grand  nombre  de  puissances  successives,  telles 
que  D""*,  D""""',  D""""*,  D~'"~%  on  commencerait  par  la  puissance 
la  plus  élevée  ,  et  faisant  /z  =  /72-f-  3 ,  on  calculerait  les  coefficiens 
successifs   Pe,   P,,  P»,  etc.,    qui   répondent  à  cette  valeur  de  n. 

Connaissant  le  développement  de  D-%  il  faudra  en  déduire  suc- 
cessivement celui  des  puissances  précédentes  D""""^*,  D~""^*  etc. 
Pour  cela  il  faut  observer  que  si  on  a  égard  à  la  variabilité  de  «, 
la  fonction  P(A)  devient  une  fonction  de  deux  variables  et  devra 
cire  désignée  par  P(A,  n).  Or  les  coefficiens  P(À, /z  —  1)  se  dé- 
duisent des  coefficiens  P(A^  n)  au  moyen  de  la  formule  (10)^  qui 
peut  être  exprimée  ainsi  : 

(21)  P(A,  «~i)  ==  ^^>[P(A-I,;^)-P(A4-l,/^)]. 

Celte  formule  ne  ferait  pas  connaître  la  valeur  de  P(o,  n  —  1)  ; 
on  y  supplée  par   l'équation  (11),  qui   donne 

(22)  P(o,  n—  i)  =  (i  +«=^)  P(o,  n)  —  2aP(i ,  n). 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  déterminera  les  coefficiens 
P(A,  n — i),  en  supposant  connus  les  coefficiens  P(à,  n)-,  on  cal- 
culera de  même  les  coefficiens  P(A,  n  —  2),  par  le  moyen  des 
coefficiens  P(A ,  n  —  \) ,  et  ainsi  en  rétrogradant^  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  les  coefficiens  de  toutes  les  puissances  de  D  dont  on  demande 
le  développement. 

Nous  proposons  de  commencer  par  la  puissance  la  plus  haute, 
parce  que  les  puissances  inférieures  se  déduisent  avec  facilité  des 
supérieures,  au  moyen  des  formules  (21)  et   (22). 

168.  On  pourra  aussi,  si  on  le  juge  à  propos,  suivre  une  marche 
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inverse,  c'est-à-dire  calculer  les  coefficiens  P(A ,  w-f-i)  par  le 
moyen  des  coefficiens  P(A,  n)  suppose's  connus.  C'est  ce  qu'on 
exécutera  par  les  formules  (17),  qui  peuvent  être  mises  sous  cette 
forme  : 

11  est  visible  que  les  mêmes  formules  serviront  à  déduire  les  coeffi- 
ciens P(A,  «+2)  des  coefficiens  P(X,  w+i)  ;  ainsi  le  développe- 
ment connu  de  D~"  fera  connaître  le  développement  des  puissances 
successives  D"",  D""-',  D-"-%  etc. 

169.  On  a  vu  que  deux  transcendantes  connues  dans  la  suite  Po,  P, , 
Pa,etc.,  suffisent  pour  déterminer  toutes  les  autres  représentées  par 
P(A)  ou  P(A,«),  et  par  conséquent  pour  avoir  le  développement 
complet  de  D~".  Ces  deux  mêmes  transcendantes  suffiront  donc 
Aussi  pour  déterminer  tous  les  coefficiens  représentés  par  P(A,  ^^r±rÂ:), 
et  par  conséquent  pour  avoir  le  développement  de  la  puissance 
D"~"— '',  k  étant  un  entier  quelconque. 

De  plus,  si  l'on  compare  entr'elles  les  deux  valeurs  de  A  (A) 
ou  A  (A,  /ï)  ,  données  par  les  formules  (9),  on  trouvera  immé- 
diatement 

A  (A,  7i)  =  (  I  —«")'-="  A(X,  I  —  w); 

d'oii  résulte  la  formule 

laquelle  revient  à  l'équation  générale  de  la  page  376,111®  Partie. 
En  vertu  de  ce  théorème,  on  connaîtra  toujours  exactement  le  rap- 
port des  deux  fonctions  P  (A,  «)^  P(A,  i  — n);  de  sorte  que  l'une 
peut  être  déterminée. par  l'autre.  Ainsi  le  développement  de  D"'"^" 
peut  être  déduit  immédiatement  du  développement  de  D~",  et 
réciproquement. 

Donc  les  deux  transcendantes  qui  suffisent  pour  déterminer  en 
général  les  diverses  valeurs  du  coefficient  P(A,  n) ,  suffiront  aussi 

pour 
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pour  déterminer  toutes  les  valeurs  du  coefficient  P(>^,  i  —  n)  ,  et 
par  conse'quent  encore  toutes  celles  du  coefficient  F  (A,  d=  A:  —  n), 
k  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Combinant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a  de'jà  trouvé,  on  voit  que 
les  deux  transcendantes  qui  servent  à  former  le  développement 
complet  de  D~",  suffisent  en  même  temps  à  former  le  développe- 
ment tant  de  la  puissance  D~"— *  que  de  la  puissance  D"  — *,  k  étant 
un  entier  quelconque. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  qui  serviront  à  faire  voir 
plus  clairement  l'usage  de  nos  formules. 

170.  Exemple  I.  Soit  «  == -^ ,  et  s«it  proposé   de    développer 

les  deux  puissances  D  * ,  D  ^  ;  le  tableau  suivant  donne  les  valeurs 
des  coefficiens  successifs  ^  jusqu'à  ce  qu'ils  deviennent  trop  petits 
pour  entrer  dans  le  lo""*  ordre  de  décimales. 


A 

P(A,i). 

P(A,I). 

0 

i.oo25i  4^609  100 

1.03285  64089  598 

1 

o.o5oi8  86804  878 

0.15285  40606  972 

2 

0.00576  67283  143 

0.01908  27992  044 

3 

3i  38764  871 

222  49281  242 

4 

2  74676  494 

25  02099  791 

5 

24722  960 

2  75i6i  704 

6 

Q.iÇiÇ)  4<^7 

29803  823 

7 

210  461 

3192  836 

8 

19  732 

339  203 

9 

1  864 

35  758 

10 

3  759 

.. ^ 

Les  termes  de  la  seconde  colonne  ont  été  calculés  parla  formule  (2), 
en  faisant  «  =  f  ,  et  donnant  à  A  les  valeurs  paires  o^  2,4  ^  6,  8,  10  ; 
on  en  a  déduit  les  termes  intermédiaires  par  la  formule  de  l'art.  i58. 

37 
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La  seconde  colonne  étant  ainsi  forme'e  ,  on  s'en  est  servi  pour  calcu- 
ler la  première  au  moyen  des  formules  (21)  et  (22).  On  connaît  donc 
par  ce  petit  tableau ,  le  développement  des  deux  puissances  consé- 

cutives  D~^  ,  D"t,  pour  le  cas  de  «  =  7^  ;  de  manière  que  Ter- 
reur de  la  série  ne  pourra  jamais  s'élever  à  une  unité  décimale  du 
dixième  ordre. 

171.  Exemple  II.  Soit  «=  i,  et  soit  proposé  de  développer  les 

deux  puissances  D~  *  ,  D~  ». 

On  pourrait  exécuter  les  calculs  comme  dans  Texemple  précédent^ 
parce  que  les  suites  tirées  de  la  formule  (2)  seraient  encore  suffisam- 
ment convergentes  ;  mais  *si  on  veut  obtenir  des  résultats  exacts 
jusqu'à  la  douzième  décimale  environ ,  on  y  parviendra  plus  prompte- 
menl  par  les  formules  de  Tart.  166. 

En  prenant  pour  module  «t  =  |  =  sin  ^ ,  la  théorie  des  fonctions- 

elliptiques  donne  les  valeurs  suivantes: 

R  =  i.oySiS  20071  494> 
H  =  0.03855  03887  o4i; 

de  là  on  déduit  ^  par  les  formules  de  l'article  cité, 

P(o,  \)  =  1.89074  56177  3o5 
P(i,|)  =  T. 29025  ooi5o  137 

P(2,|)  =  0.77901  32218  770 


P(o,7)  =  1.073 18  20071  494 
P(l,  i)  =  0.27795  30989  654 

P(2,0  =  0.10549  44958  892 

On  continuera  le  calcul  des  quantités  P  (A,  |)  par  la  formule 


(2X-.i)P(A+i,|)  =  5AP(A,|)-(2À+i)P(A-i,|), 

et  on  en  déduira  les  valeurs  de  V(K,  ~)  par  la  formule  (21), 
ce  qui  donnera  les  séries  de  ces  coefficiens^  comme  on  les  voit 
dans  le  tableau  suivant. 
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ngi 


A 
o 

,P(A,1). 

p(^,i)- 

I .oySiS  20Q71  494 

I .89074  56177  3o5 

1 

0.27793  3098g  634 

1.29025  ooi5o  137 

2 

0.10549  4495^^92 

0.77901  32218  770 

5 

0.04422  9^324  002 

0.44629  40479  008 

4 

0.01942  35009  ^^^ 

0.24826  56330  744 

5 

0.00876  28991  039 

o.i355i  80329  ii5 

6 

0.00402  37244  696 

0.07300  565o9  967 

7 

0.00187  07572  266 

0.03894  86456  410 

8 

0.00087  78723  217 

0.02062  44486  525 

9 

0.00041  491^7  923 

o.oio85  67513  472 

lO 

0.00019  7^258  5i8 

o.oo568  75521  5o5 

1 1 

0.00009  41871  684 

0.00296  76972  755 

12 

0.00154  55167  2l5 

172.  On  peut  vérifier  ces  re'sultats  en  calculant  les  derniers  termes 
P  (  1 1  >  î  )  )  P  (  1 2  ,  I  )  par  la  formule  (2)  ,  ou  encore  mieux  par  la 
valeur  de  P  (X)  que  fournit  l'e'quation  (7) ,  savoir  ; 


P(a;: 

(25) 


77.77-4- 1... 71 -f- A' 


-i...7i-f-A — 1    __«___/     ,  " — 1       n  a" 

1.2... A     ""'(i—a")"  V"^       r^'A+Ti— a" 

77 1.77 2         7I.n+l 


1.2  'A-4-l.A-f2  "(l— a")  = 


-etc 


)• 

On  trouvera  de  cette  manière  ,  en  poussant  l'approximation  jusqu'à 
la  treizième  décimale , 

P  (  II  ,  I)  =  0.00009  41S71  6S0  , 
P  (  12  ,  f)  =  0.00154  33167  407. 

L'erreur  des  résultats  précédens  ne  se  fait  donc  remarquer  que 
dans  le  1 1"'  ordre  de  décimales  sur  P  (  12  ,  |)  ,  et  dans  le  1 3™'  seu- 
lement sur  P  (  u  ,  i  ).  Elle  pourrait  être  plus  considérable,  sans 
qu'il  j  eut   une  erreur  d'une  unité  sur  la  dernière  décimale  des 
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valeurs  de  Po?  Po  Pa>  d'où  l'on  a  de'duit  toutes  les  suivantes  Pj , 
P^ ,  etc.,  parce  que  la  formule  (4)  qui  sert  à  faire  ces  calculs,  a 
l'inconvénient ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  ,  de  faire  croître 
les  erreurs  absolues  suivant  une  progression  à  peu  près  géomé- 
trique  dont  la   raison  est   au  moins  -^   d'où   il   suit   qu'après  un 

nombre  de  termes  peu  considérable  ,  les  résultats  deviendraient  en- 
tièrement défectueux.  C'est  au  reste  ce  qu'on  éviterait  en  suivant 
la  route  indiquée  art.   i6o  ,  mais  les  calculs  seraient  plus  longs. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  le  tableau  précédent,  on  voit  que  les 
deux  séries  tendent  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  ^  ou  a.  On  prévoit  dès-lors  de 
quelle  grandeur  à  peu  près  seraient  des  termes  beaucoup  plus  éloi- 
gnés ,  tels  que  P(2i^^),P(22,  {)  ;  ces  termes  se  trouveront 
directement,  et  avec  une  approximation  assez  grande,  par  la  for- 
mule  (8)   qui  donne 

P(2i,|)  =  o. ooooo  0067 1  35 , 
P(22j|)  =  0.00000  i4i2o3. 

On  voit  de  cette  manière  jusqu'où  il  faut  prolonger  les  deux  suites, 
pour  que  les  termes  deviennent  plus  petits  qu'une  limite  donnée. 

175.  Exemple  III.  Soit  «=  o. 7235523  ,  et  soit  proposé  de  déve- 
lopper  jusqu'à  neuf  ou  dix  termes  les  puissances  D"^,  D"^. 

On  calculera  d'abord ,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^  \q?, 
modulesdécroissansâ!  jrt°,  rt°°,  etc. ,  et  leurs  complémens^,  ^%Z'°°,  etc.; 
ce  qui  donnera  les  logarithmes  suivans  : 

a g. 85935  78587  0774  h 9.85916  37458  4i32 

«° 9.26264  55174   5980  h° 9.99259  QiÇiÇiqS  9680 

a'" 7.95060  24255  4992  Z^°= 9-9999^  42257  9754 

fl"""....  5.25916  063 18  5 109  b°°° . . . .  9.99999  99999  2857 

«'°°°  . . .   7.92525  06456  2527  b°°°° . . .  0.00000  ooooo  0000 

On  voit  que  ,   quoique  a  soit  assez   près  de  l'unité  ,  il  ne  faut  ce- 
pendant   prolonger  la  suite   des  modules  que  jusqu'au  quatrième 
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terme  ,  pour  avoir  les  quantités  cherchées  R  et  H  approchées  jus- 
qu'à la  quatorzième  décimale. 

Calculant  en  effet  ces  quantités  par  les  formules  R=\/r  y.  ^®^''°^°°''\ 
H  =  K  (-  H-  —  +  —g—;,  on  aura 

logK  =  0.07670  85737  4^70? 
*-     K  =  1.19318  71668  9482, 
H  =  0,10969  09424  8484. 

En  partant  de  ces  valeurs,  et  suivant. la  même  marche  que  dans 
l'exemple  précédent ,  nous  avons  formé  le  tableau  suivant  qui  con- 
tient les  valeurs  des  coefTiciens  calculés  avec  dix  décimales,  jus- 
qu'au neuvième  ou  dixième  terme. 


A 

P(A,i). 

P(A,|). 

0 

1.19318  71669 

4.99626  29528 

I 

0.47120  69097 

4.43583  71735 

2 

0.26378  97663 

3.69338  48434 

3 

0.16167  i4479 

2.97708  98367 

4 

0.10339  4^358 

2.55232  944^5 

5 

0.0677g  32599 

1.83355  74847 

6 

0.04518  70701 

i.4i5o9  40952 

7 

o.o3o47  27436 

I .08390  91672 

8 

0.02073  oo563 

0.82529  82154 

9 

0. 62536  34889 

Le  peu  de  convergence  de  ces  séries  exigerait  qu'elles  fussent 
poussées  très-loin ,  pour  que  les  codficiens  devinssent  négligeables. 
On  on  jugera  par  la  formule  (8)  qui ,  étant  appliquée  au  cas  de 
A=5o  ,  donne 

P (5o, I)  =  o;ooooo  ooio5  733  , 

P  (5o,  I)  =  0.00000  11659  555. 


% 
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174-  Puisque  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  peut  faciliter* 
beaucoup  la  détermination  des  coefficiens  P(À,i)  et  P(X,|), 
dans  le  cas  où  a  est  très-peu  différent  de  l'unité  ,  il  importe  d'exa- 
miner avec  soin  les  conséquences  ultérieures  qu'on  pourrait  déduire 
de  cette  théorie. 

Soit  donc  proposé  la  quantité  D^^  =  (  i  +  «'  —  2«  cos  (py  ;]e  fais 

2  \/(X  —  — 

<p  =  24  —  TT  ,  0=:^  -~- ,  et  j'ai  D^  =  (i  +  «)  (  i  — c'  sin^^N^  y  ,  ou 
D''  =  (i  +«)  A,  eti  faisant  A  =  y^(  i  — c'sin'  4)- 

Du  module  c  qui  a  pour  complément  b  =  \/{i  —  c"")  ,  on  déduit 
le  module  suivant  c"  par  la  formule  c°  ==         ,  ,  laquelle  donne  dans 

ce  cas  c°-=ay  et  son  complément  Z>°  =  V^(i' — «°).  Si  ensuite  on 
prend  une  nouvelle  amplitude  •vj/"  qui  satisfasse  à  l'équation  tri- 
gonométrique  tang  (4°  —  ■\)  z=  b  tang  4  t  ou  qui  soit  donnée  par 
la  suite 

4°  =  24  —  a  sin  24  +  î  «*  sin  44  —  1  ^^  ^^^^  ^4^  ^"  ^^^-  :> 

on  aura  la  transformée  suivante,  où  A°  représente  \/(i — £?'*sin*4°)  > 

c°  cos  -«I-"  4-  A° 


A  = 


1  4-  c°         ' 

de  là  on  tire,  en  observant  que  c°  =  ^, 

jy     =    A°   +   «  cos  4*  , 

(26)  •  D-^_  ^"-^^"^-1-°, 


Mais  si  on  fait  a'-==\^^^^,J'^\ ,  D°  =  i+«°*— 2«°  cos(p%  (p«=24''^7r, 
on  aura  semblablement  (  D»  )^  =  (  1  +  û°  )  A%  ou  A"»  =  ^-^p^„  ; 
donc  D^''  ou 

(27)  (i+a^-2acos(p)   ^  =  ^-t ^^^^.3  l^_^^.^   ^: 

175.  La  relation  directe  entre  <?>'  et  cp  ^  par  laquelle  on  obtient 


% 
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idetle  transformation^  es.t  contenue  dans  l'équalion 

tang  (  i.  (p  —  i  (p°  )  =  Z'  cot  i  (p. 

Mais  pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  à  ambiguilé ,  quand  on  veut  déter- 
miner (p»  par  le  moyen  de  (p  ,  il  faut  imaginer  que  l'arc  (p  augmente 
indéfiniment  depuis  la  valeur  zéro  jusqu'à  tant  de  circonférences 
qu'on  voudra.  Cela  posé,  l'arc  (p°  devra  satisfaire  à  l'équation 
sin((p-|-^77-  —  f  (p°)  =  ^sin(^7r4-^(p°)  ;  d'où  Ton  voit  qu'en  dé- 
signant par  G  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  a  pour  sinus,  la  quantité 
ç^  i^  —  1  (p°  sera  toujours  renfermée  entre  les  limites  +  ô  et 
—  G  ,  de  sorte  qu'on  pourra  supposer  (p°  =  2(p  +  tt  -|-  G  sin  A  , 
A  étant  un  angle  qui  varie  avec  <p  ;  c'est  aussi  ce  qui  résulte  de 
la  série 

i  (p°  :=  1 TT  +  <p  +  rt  sin  (p  +  -^  rt*  sin  2!p  +  I  fl^  sin  3(p  -|-  etc. 

Maintenant  comme  a°  sera  toujours  plus  petit  que  a,  puisqu'on  a 

/z°  —  i—i/ji—a^     Ysi  fonction  (I>°Y  se  développera  en  une  suite 

""  i-hi/(i— «0  ' 

Lo  +  2L,cos  (p=+2L»cos2?>°4-2L3Cos  3(p°  +  etc., 

dans  laquelle  le  coefficient  L  (A)  est  en  général  la  valeur  de  la 
fonction  P(  A,  n)  ,  lorsqu'on  fait  n  =  —  ^  et  qu'on  met  a°  au 
lieu  de  a. 

Dans  le  cas  de  l'exemple  III,  on  a  û°=  o.  i83o8  ;  ainsi  la  suite 
L,,  L,  ,  La,  etc.  doit  être  fort  convergente  ;  on  trouve  en  effet  le 
terme  L, 0  =  0.00000  00007  ySS. 

Cette  suite  étant  trouvée,  le  développerfient  de  D~^,  ordonné 
suivant  les  cosinus  des  multiples  de  <p^ ,  sera 

(28)    D    '  =  (^i_^.)(i_^aoy\     +2|/a°.sini^°  t 

On  pourrait  ,  pour  plus  de  symétrie  ,  mettre  au  lieu  du  termer 
2  \/fl' .  sin  ^  (p%  sa  valeur 

4\/a°/  2C0S(p°  2C0S2(p°  2COs3(p°  „.„  N  . 
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mais  cette  suite  n'e'tant  pas  suffisamment  convergente  ,  il  vaut  mieux 

ne  rien  changer  à  la  formule. 

-1 
176.  Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  D    * ,  on  le  de'dui- 

rait  aisément  de  Tëquation  ( i  —  «=)  D"  "  =  A°  —  a  cos  4° ,  qui ,  étant 

élevée  au  cube  ,  donné 

3 
(i_-^^)3 D" ^=  A°  (a°'4- Za"  cos''^")  —«cos 4°  (3 A"H-  a' cos»4°)- 

Mais  on  a  A""  =  i  —  «»  +  a^  cos'  4%  ^'où 

A°  (  A°'' 4- Sfl^' cos»  4° )  =  SA^^  —  5(1  —  «')a% 
a  cos  4°  (5^'"  4-  «''  cos"  4°)  =  ^^  ^^^  ^4°  +  5^  ^0^  4°  » 
donc 

(i  —  «»)3  D"^=  4A°3—  5  (!—«'')  A'  +  3a  cos 4'  H-  é  cos  54*. 


Substituant  les  valeurs  A°=  [ 2 a?^  4''  =  i"i~  i  ^%  ^^  ^\Qxi\  enfin. 


Or  on  a  dé  j  à  fait  (D°)  "=L.4- 2L ,  cos  <?>°-f2L,cos  2  (p°+2L3C0S  3(p°+e  te .  ; 
supposons  qu'on  ait  semblablement 

(D°)^  =  M„+  2M,  cos  (p°  +  2M,  cos  2(?''+  2M3  cos  3<p°  +  etc. , 

on  pourra  déterminer  les  coefficiens  M^ ,  M, ,  M, ,  etc.  d'après  les 
formules  (8)  qui  donnent  : 

Mo  =  (1 +«°0Lo— 2fl»L,, 
M.  =  —  |a°(Lo  — L,), 
M,  =  ~-|«°(L,  — L3), 
M3  =  -^  |«°(L,-L,), 
etc. 

On  connaîtra  donc  le  développement  de  D"  '  par  Téquation 
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(i— a*y  D~*==  — ^3(M„-|-2M,cos(p°+2M,cos2(p°-{-2M3Cos3<?>'4-etc) 

(29)  ^::^:^(Lo+2L,cos(p°+2L,cos2(p^4-2L3Cos3(p°+etc.) 

—  "Sa  sin  ^  (p°'\-a^s\n  ~<p°  , 

et  ces  séries  exprime'es  par  l'angle  (p%  seront  en  ge'ne'ral  beaucoup 
plus  convergentes  que  celles  qui  sont  exprimées  immédiatement 
par  l'angle  (p. 

177.  On  pourrait  ultérieurement   réduire   le   développement  de 

D  ^  à  celui  de  (D°°)"  ,  dans  lequel  les  coeffîciens  décroîtraient 
encore  plus  rapidement,  puisque  a°°  est  beaucoup  plus  petit  quea% 
et  il  serait  facile  de  continuer  à  volonté  ces  réductions.  On  a  en 
effet  les  équations  successives. 

(i  _«^)  D-^  =  a  sin  I  (p»  +  -^„  (D'f , 

(D»)^  =  -  «-  sin  i  (p-  +  -^„  (D-)^, 

(D-)"  =  —  a-  sin  1  (p-°  +  ^^^  (D-°)^ , 
•     •     etc. 
d'où  résultent  ces  valeurs  de  (  i  —  a")  D~ * , 

(i— a»)D~"  =  asin^(p°— ?-^sin|(Z>-H ^._J^(D-)», 

(i  — «*)  D   a  =  «ism,^(p° ^^ — smj(p" î-- smY(p 

2  4 

etc. 

Mais  à  cause  du  décroissement  très-rapide  de  la  suite  «^  «%  rt"', 
^"°%  etc.,  les  quantités  D°,  D°%  D°°%  etc.  tendront  non  moins  rapi- 
dement vers  leur  limite  qui  est  l'unité;  et  à  ce  terme,  le  produit 

iVâ'2\7^°'n^^^*^  ^^''^  ^^  ^^^  "^"^  ^^*^"^  désigne  par  |^,  donc 
on  aura  généralement , 

(30)  (i-«^)D-^==l-4-«sinf?>=— ^-sin}?>---'l^^^-^-'si^ 

sa 
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Celte  formule  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle  qui  donne  la  valeur 
d'un  arc  d'ellipse;  elle  forme  une  suite  très-convergente  dont  il 
suffira  toujours  de  prendre  un  petit  nombre  de  termes,  et  au  moyeu 

de  laquelle  on  exprimera  en  quelque  sorte  rationnellement,  la  quan- 

I 
tité  irrationnelle  (i+«'' — 2acos(p)  ^.  Mais  ce  développement  a  l'in- 
convénient d'être  forme'  avec  des  variables  (f  °,  <p°°,  etc. ,  toutes  difle- 
rentes  les  unes  des  autres  ;,  et  par  cette  raison,  la  formule  est  plus 
curieuse  qu'utile.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu^on  s'en  tient  à  la 
première  transformation,  et  il  est  permis  de  croire  que  l'expression 

que  nous  avons  donnée  de  D  "en  fonction  de  l'amplitude  (p°,  pour- 
rait s'appliquer  utilement  dans  quelques  cas  difficiles  de  la  théorie 
des  perturbations  des  planètes. 

178.  Si  l'on  fait  (p=:o  ,ilen  résulte  (p°=7r,  (?"<'= 3:t,  (p*'»°=7^,elc., 
et  l'équation  (5o)  donne 

I     ,         ,    a\/a°    ,    a\/â°ciF°    ,    a\/âFô°cF°    , 

Ainsi  on  a  en  général  cette  valeur  de  tt-  : 

1  a  X/a'          a  v/(a'>a°°)         a  \/Ca°a°°a*°°) 

K— ^  2  4.8  ^*^- 

Cette  formule  qui  résulterait  également  de  la  supposition  (p=  tt  ,  peut 
se   déduire  facilement  des  formules  déjà   connues  ;    en  effet  on  a 

a  ==  — V — ;  )  ^°  =  —T — ^  j  etc.  :  ainsi  les  différons  termes  de  la  suite 
précédente  peuvent  s'exprimer  comme  il  suit  ; 

a\/a°_    a°       «  \/(fl°a°'')_         «°°  a\/(a°a°°a°°°)__  a°°° 

On  aura  donc 

1  a"  a°°  a°°° 

K         ^         7+0°  i+a°.  i4-a°°  i-f-a°.i-f-a°°.i-f-a°^°        ^^^* 

Cette  série,  selon  qu'on  l'arrête  au  2'°'' terme,  au  3"%  au  4"%  etc., 
donne  successivement  les  résultats  ; 

1  1 I . 
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Ainsi  on  aura  en  général  R  =  (1  +«•)  (i  -j-  «°°)  (i  -^a°°°)j  etc., 
ce  qui  est  la  valeur  connue  de  cette  quantité'. 

179.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  coeffîciens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  P  (à)  ,  pris  par  rapport  à  a. 

Puisqu  on  a   en  gênerai   P  (A;  =  -      — t>       >  ^*  ^^   differentie 
cette  e'quation  par  rapport  à  «,  on  aura 

ou 

fZP  (a") n   r /cl<p  cos  (a — 0  <•    i_  c?<pcos  (A-f-0<p         2flf/<p  co8A(p\ 

Appelons  comme  ci-dessus  Q  (A)  ce  que  devient  la  fonction  P(A) 
lorsque  n  se  change  en  «  -f-  i ,  nous  aurons 

(30  ^  =  „[Q(A_,)  +  Q(A+0-2«Q(A)]. 

Ainsi  en  supposant  connus  les  coeffîciens  Q^ ,  Qj,  Q^ ,  etc.  qui 
appartiennent  au  développement  de  D"""',  on  connaîtra  les  valeurs 

successives  du  coefficient  différentiel  -— p-  ;  il  n'y  a  pas  même  lieu 

à  excepter  le  cas  de  A  =  o,  parce  qu'alors  on  a  Q  ( —  i  )  =  Q,  , 
et  qu'ainsi  la  formule  (3i  )  donne 

180.  Si  l'on  veut  déterminer   les   coeffîciens  diff*érentiels — ~^, 

cta 

sans  supposer  la  connaissance  des  coeffîciens  P  ('^j  n -\-  i)  qui 
répondent  à  l'exposant  tz  -f-  i ,  et  que  nous  avons  désignés  par  Q  (aj, 
voici  comment  on  pourra  y  parvenir. 

L'équation  (10)  étant  mise  sous  cette  forme 

ipM  =  a[Q(.-,)_Q(A+,)], 
si  on  la  differentie  par  rapport  à  «  ,  on  aura 


--1&  =  i(^P»  +  4P4)-6P3, 
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substituant  au  lieu  de  —J^  ,  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (5i), 
on  trouve 

da  da  a  >C\    J' 

Puisque  n  n'entre  pas  dans  cette  équation  ,  on  peut  mettre  P  (>^) 
au  lieu  de  Q  (^)  j  et  on  aura  également  cette  formule  générale  : 

^      ^  da  da  a 

Elle  donne  successivement 

da  da 

etc.; 
d'où  l'on  voit  que  pour  calculer  les  coeffîciens  différentiels  suc- 
cessifs  -Y° .  -T^  ,  -^  ,  ~j^ ,  etc.  ,  il  suffît    de   connaître   les  deux 

da      da      da       da  '         . 

dVo     dP, 
premiers  ^,  -^. 

i8i.  On  a  pour  cet  effet  les  deux  équations 
dV 

dans  lesquelles  il  faut  substituer  les  valeurs  de  Qo  >  Qt  >  Qa  j  expri- 
mées en  Po  et  Pj ,  d'après  les  équations  du  n°  162;  cette  substi- 
tution donne 

Çl = _£!^  (p. + «P.  _  1 .  iji£  P.) 

da  1  —  a^  \         '  n         za  / 

Mais  on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante^  plus 
commode  pour  le  calcul  numérique  , 
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^  ^       §-§  =  TTi^[(— )P.— Po  +  sP.]- 

Ces  formules  se  simplifient  encore  dans  le  cas  de  /z  ==  ^ ,  et  donnent 

^   ^^  *  da  1  —  a^     *  c?a  a  '   da  * 

C'est  aussi  ce  qu'on  trouverait  immédiatement  par    la  différentia- 

tion  des  équations  (20) ,  en  observant  qu  on  a  -7-  =; ^ — , 

da  a  ^  ^ 

182.  Si  on  veut  avoir  la  valeur  géne'rale  du  coefficient  difFe'ren- 

tiel      }     y  exprimée  par  les  fonctions  P  seulement^  on  la  déduira 

aisément  des  équations  (5i)  et  (  i4);  mais  voici  un  moyen  d'y 
parvenir  qui  nous  faurmira  en  même  temps  de  nouvelles  formules. 

TVT  j '•>     .  '  _  ^P(^)  rCa  —  cos  (p) d(p  cos xp 

rsous  avons  déjà  trouve -tt      ,      = — 2n      ~ n^^n^ >  o^ 

asemblablement'Tr— ^^^-=-- 2^î  /  ^^ -p„+-i    ^  ^  ^^  ;   de    là 

résulte 

—  d  —  ^      du     ^^  V/  D^'  L(«— cos(p)'cosA(p  4-  (a— cos^)sin<psinA<p]. 

Le  second  membre  se  réduit  à 

-J  -^-+-y  "D^i^'^C^smA^p  — sm(A+i)(p], 

et  au  moyen  de  l'intégration  par  parties^  il  se  réduit  ultérieurement  à 

La  partie  hors  du  signe  est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'in- 
tégrale,  et  l'autre  partie  =(2Ai-{-X)P(A)— ^— ^^  P(A+i)  ;  donc 
on    aura  la  formule 

(35)         m^-a^^  =  (.n+A)VW-Q±l)vC.+  .). 

Si  on  change  le  signe  de  A   et  qu'on  observe  rue   la   formule 
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P(A)  =  -  f'^^-^^  donne  P(— A)  =:P(à),  onaura  semblablement 

(56)  'J^  -  -  ^  =  (--A)  P(^)  +  ^  P(^-  0. 

Ces  deux  e'qualions  donnent  par  leur  difïerence  la  formule  (Sa); 
mais  pour  en  de'duire  la  valeur  du  coefficient  cherché  ^^  ,  il  faut 
encore  recourir  à  Te'quation  (4) ,   dont  la  diffe'rentielle   est 

et  par  la  combinaison   de  ces  trois  équations,   on   aura 

(37)     (1— a'^)  ^^  :=  (^_  1  +  n)  P(A—  1)  -  (A  +  1  —  n)  P(A  -f-  i)  +  2«aPCA). 

D'oLi  l'on  voit  que  le  coefficient  différentiel  — ^  se  détermine  as- 
sez simplement  par  les  trois  termes  consçculifs  P(A-— i),  P(A), 
P(A-f-i);  il  pourrait  se  déterminer  par  deux  seulement  de  ces 
termes ,  en  éliminant  le  troisième  à  l'aide  de  l'équation  (4)  ;  mais 
la  formule  qui  en  résulterait  serait  moins  simple  que  la  précédente. 

i83.  Au  moyen  de  l'équation  (Sy)  on  pourrait  trouver  la  valeur 

du  coefficient  différentiel  -^.- ?  exprimée  par  les  fonctions  P(à); 

mais  celte  expression  serait  fort  compliquée,  et  la  complication  aug- 
menterait encore  dans  la  valeur  des  coefficiens  différentiels  des 
ordres  supérieurs.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  pourra  former 
successivement  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  ordre ,  à 
compter  des  deux  premiers  termes  où  l'on  a  A==o  et  À=  i ,  par 
la  méthode  suivante,  analogue  à  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre ^  dans  les  art.  i8o  et  i8i. 
De  l'équation  (32)  on  tire,  par  la  différentiation  , 


C3S)  ^-^?^-^±^=-:D-)^-!^--^+c^+»)^j^--w]-'l^ 

.      •  ^  1  1  «1      ddPCx)        .  A. 

amsi  on  connaîtra  les   valeurs  successives  de       ,  l    ,  si  on  connaît 

,  .  ddPo      ddV, 

les  deux  premiers  termes  -^— - ,  -^|-^. 
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Or  par  la   diflerenliation  des  équations  (35)  on  a  ces  deux  for- 
mules : 

ainsi  on  voit  que  les  termes  -^ ,  ^/  se  déterminent  par  des 
quantités  connues,  puisqu'on  est  censé'  avoir  forme'  la  suite  des 
cocfliciens  différentiels  du  premier  ordre,  avant  de  passer  à  ceux 
du  second  ordre. 

184.  On  peut  encore  simplifier  cette  détermination  et  celle  des 
coefficiens  différentiels  des   ordres  supérieurs,   par  les  considéra- 
tions suivantes.  On  tire  d'abord  des  équations  (59) 
dd?o  ddP,  dP, 

da'^  da^  da  ' 

d'un  autre  côté,  les  équations  (33)  donnent 

combinant  entr'elles  ces  quatre  équations ,  on  en  déduira  les  deux 
équations  différentielles  suivantes,  pour  déterminer  séparément  les 
fonctions  P^  el  F, 

,,  ,     ('^— ')^°+['-(4«+'K]§-K<.P.=o, 

(40)  ,  ,  "" 

ddP  rIV» 

(-=■-«*)  15rH-[«-(4«+iX]^  -[i+(4«=-,>.]P.  =  o. 
De  là  on  voit  que  le  coefficient  du  second  ordre  ^  se  dëtermi- 

da^ 

nera  directement  par  le  moyen  des  deux  quantités  ^  et  P  et 
que  le  coefficient  -^  se  déterminera  de  même  par  le  moyen  de 
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i85.  Les  mêmes  équations  feront  connaître,  par  des  dltTéren- 
tiations  répétées,  les  coefficiens  différentiels  des  ordres  ultérieurs. 
Ainsi  réquation  relative  à  la  fonction  P,  donne  successivement  : 

7-p  Jap  Jp 

(a-a^)  ^^'  -f[3-  ^4'^  +5)a^]  ^-'-  (K+  1 2n  +3)a  -^  -  (Sn^-a)  P,  =  o  ,* 

etc. 
Ces  équations  dont  il  serait  facile  de  trouver  l'expression  générale  , 

font   voir   que  la    série    des    coefficiens    différentiels  ~- ,   -^^-  , 
— ^    etc.  peut  être  prolongée   aussi    loin    qu'on  voudra,  et   que 

da?  ' 

chacun  d'eux  se  déterminera  toujours  par  les  trois  précédons. 

186.  Connaissant  les  coefficiens   différentiels  delà  fonction  P, , 
on  pourra  en  déduire  ceux  de  Po  par  les  équations  successives 

-i— «-#  +  (— ')P" 

da^  do"       *  da  ' 

^d^  —  ""    dai    -i-   (^  27Z  -{-  2  J    ^^3   , 

etc.  , 
équations  dont  la  loi  est  manifeste. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  ces  coefficiens,  à  compter 
du  second  ordre,  par  les  équations  successives 

r!rlP°  dp 

(a_a3)^°4-C3-C4«  +  4)a^^°-C4'i^+8'i+2)a^^-4«'Po  =  o , 

etc. 

187. 
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187.  Connaissant   les    deux   premiers  termes  du   second   ordre 

ddPo     ddP,  111  •  1,  '  •  1  /M 

-^ï~r>  ^~rf  o^  calculera  les  suivans  par  1  équation  déjà  trouvée 

Cette  équation  étant  différentiée  successivement ,  donnera  les  for-» 
mules  suivantes  : 


da^  da^  aL  da^        '  \        '       da^  da^  J        "dôT' * 

.   -  etc. 

Par  les  équations  (40  >  (4^)  ?  (43) ,  on  connaît  pour  un  ordre  quel- 
conque k ,  les  deux  premiers  coeffîciens  différentiels  -~ ,  -~-  ;  on 

pourra  donc  ,  par  les  équations  précédentes  ,  continuer  indéfiniment 
le  calcul  des  autres  coeffîciens  différentiels  du  même  ordre  A. 

Toutes  ces  formules  sont  disposées  de  ^panière  que  les  quantités  a 
et  I  — fl*  entrent  comme  diviseurs  au  moindre  degré  possible  ;  elles 
seront  sujettes  à  quelques  inconvéniens ,  lorsque  a  sera  très-petit  et 
lorsqu'il  sera  très-près  de  Tunité  ;  dans  le  dernier  cas  ,  les  valeurs  du 

coefficient     ,\    deviennent  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  que 

/f  augmente;  mais  les  formules  précédentes  donneront  toujours  à 
peu  près  le  même  degré  d'exactitude  relative  sur  la  valeur  des  quan- 
tités qu'on  cherche;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de  figures  exactes 
par  lesquelles  elles  sont  exprimées,  sera  toujours  à  peu  près  le 
même. 

188.  Lorsque  a  est  très-petit ,  on  peut  éviter  tout  à  fait  l'emploi 
des  équations  précédentes,  et  déterminer  directement  les  valeurs 
des  quantités  P(^)  et  de  leurs  coeffîciens  différentiels  de  divers 
ordres ,  par  le  moyen  de  la  formule 

^  ''  l.iî A  \  1    A-j-1  1.2  A-|-I.A-f-2  ^         / 

39 


^^' 
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-En  efTel  si  pour  une  valeur  donnée  de  a,  on  calcule  les  diife'- 
rens  termes  de  cette  suite,  que  nous  désignerons  par  Ca^ ,  CV  "",  etc., 
ensorte  qu'on  ait 

P  (A)  =  Crt^  +  C'«'+"+  C'a^-^^  4-  C'"«^-^^etc.  ; 
les  coefficiens  différentiels  successifs  de  P  (a)  se  détermineront  im- 
médiatement par  les  formules 

^l^  .=  ACa^-'+(A+2)C'a'^+^+CA4-4)C"a^+3+CA+6)C"V+5+etc. , 
da 

(45)  ^?^r=A.A-i.Ca'^-H^+2.^+i-CV+A+4.A+3.CV+^+etc. , 
da-^ 

da^ 

etc.  j 
et  on  voit  que  les  calculs  seront  faciles  à  cause  de  la  convergence  des 
séries    et  de  l'emploi  répété  des  mêmes  coefficiens  C ,  C,  C",  etc. 

389.  Nous  remarquerons  que  les  calculs  sont  susceptibles  de  quel- 
que simplification,  si,  ayant  à  calculer  les  coefficiens  différentiels 
de  la  fonction  P  (^)  qui  répond  à  l'exposant  7i ,  on  connaît  déjà  les 
valeurs  de  la  fonction  Q  M  qui  répond  à  l'exposant  « -f-  i.  En  effet  , 
d'après  la  formule  (3i) ,  on  aura  successivement 

^    =    7Z(2Q.-2«Q0, 

etc. 
Pour  avoir  une  expression  semblable  des  coefficiens  différentiels  du 
second  ordre  ,  je  différentie  l'équation  (Si)  ,  et  j'en  tire 

(/a"  [_       da  ^         da  da  x  \  /  j 

J'observe  ensuite  que  si  on  met  n+  i  à  la  place  de  tz,  et  Q  à  la 
place  de  P  dans  les  équations  (35)  et  (36),  on  aura,  en  ajoutant 
ces  équations,  , 


WF 


CINQUIÈME  PARTIE.     §  XIT.  Zoj 

suî)stituant  cette   valeur   dans  l'équalion   précédente  ,  on   aura    la 
formule 

(46)     ^Ç^=2«(2«+,)Q(A)+2  [(A-,)Q(A-.)-(x+i)Q(x+>)]- 

Ainsi  on  voit  qu'au  moyen  des    fonctions  Q  (A)  ou  P  (A.,  n-^  i)  , 
on  pourra  déterminer  les  coefficiens  ditTérentiels  du  premier  ordre 

—  1-  par  la  formule  (5i),  et  les  coefficiens  difïerentiels  du  second 

ordre      y\     par  la  formule  (46). 

190.   Dans   le  cas   de  «  =  ^  ,  les  deux  forniules  (  3 1  )   et  (  4^  ) 
donnent 

^  =  t[Q(a-i)  +  Q(a+i)]-«Q(a), 

W7)                      Jc£P(A)    _                    .               (A-0Q(A-0~(A+1)Q(A+1) 
-d^    —    ^Q  ^^)    -^ -^ • 

Voici  l'application  de  ces  formules  au  cas  de  l'exemple  III ,  dans 
lequel  on  a  déjà  calculé  les  premières  valeurs  de  Q  (A) ,  désignées 
parP(A,  I). 


^P(A,n 

^JP(A  ,  i) 

1 

A 

da 

da'' 

da' 

0 

0.82187  87994 

3.86002  33582 

28.27722  297 

I 

I . i5623  95937 

3.76560  5o553 

28.68116  475 

2 

I. 03491  89510 

4' 27932  65397 

29.10017  317 

3 

0.86944  I904I 

4.55610  29643 

30.95666  423 

4 

0.70380  77947 

4.54116  70062 

33.19201  233 

5 

0.55744  041 63 

4.30219  87330 

34.921 11  159 

6 

0.4351 5  00594 

3.92264  82209 

7 

0.33616  96444 

La  troisième  colonne  a  été  calculée  par  les  formules  des  art.  1 85  , 
186  et  187. 

191.  On  voit  par  le  tableau  précédent,  que  a  étant  peu  différent 
de  luuite,    les    coefficiens    ditterentiels    successils  -  ^^^    ,     ^^  ^  ~ 
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.  ^  ^^^     etc.  augmentent ,  d'une  manière  fort  rapide  ,  d'un  terme 

au  suivant.  Cependant  dans  le  même  ordre  k  ,  les  divers  coefïiciens 

^     \^  ne  peuvent  passer  un  maximum  après  lequel  ils  décroissent 

continuellement,  et  finissent  par  être  aussi  petits  qu'on  voudra. 

On  pourrait  trouver  une  valeur  assez  approche'e  de  -  ^^^    ,  lorsque 

X  est  très-grand.  Pour  cela  il  faudrait  faire  usage  de  la  formule  (7) 
qui  donne 

pr^N_    r(x+n')   r     g^         1,"—^      "         "^"'"^ 

"T  Ta       •;^+l.A+2•(l— ay+-^"^^  ^"J* 

Soit  donc ^^^ — - —  =  7  {fJi  y  v)  ,  F(yM.,  v)  désignant  une  fonc- 
tion connue  de  a  et  des  exposans  f^  et  v  ;  on  aura  en  général  : 

'1.2  A-f-l.A-j-Q        V     '  *+'        I      v-     1  J 

Lorsque  A  est  très-grand  ^  comme  nous  le  supposons ,  cette  suite 
est  assez  convergente  dans  ses  premiers  termes,  pour  qu'on  puisse 
négliger  les  termes  suivans  ;  la  question  est  donc  réduite  à  trouver 
la  fonction  F  pour  un  ordre  donné  k  ,  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté 
tant  que  A:,  sera  d'un  petit  nombre  d'unités. 

192.  11  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  sous  un  même  point  de 
•vue  ,  les  principales  propriétés  de  la  fonction  P  (A,  n)  ,  que  nous 
avons  démontrées  dans  ce  chapitre. 

I.  Cette  fonction  est  purement  algébrique  lorsque /z  est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif.  Dans  tout  autre  cas  ,  les  fonctions  P  (A,  «} 
forment  un  genre  particulier  de  transcendantes  ,  qui  a  de  l'analogie 
avec  les  fonctions  elliptiques  complettes  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce,  et  qui  se  réduit  à  ces  fonctions  lorsque  2n  est  un 
nombre  impair. 

II.  Si  on  considère  les  valeurs  de  P(A,  «),  qui  répondent  tant 
aux  différentes  valeurs  du  nombre  entier  A  ,  qu'à  toutes  les  valeurs 
de  7î  qui  ne  diffèrent  entr'elles  que  d'un  nombre  entier,  toutes  ces 
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Valeurs  peuvent  se  déterminer  par  le  moyen  de  deux  transcendanles 
seulement ,  pour  lesquelles  on  peut  choisir  deux  termes  consécirtifs , 
tels  que  P  lk,n),V{k-\-i,n)  ou  P(  A,«),  P(Â:,  «  +  i). 

m.  Il  en  est  de  même  des  coefficiens  différentiels  - —  '  "  , 
— -T-i — ~  ;  — 4-3 — -  y  etc.  a  1  inhni ,  lesquels  peuvent ,  dans  les  mêmes 

cas  ,  être  détermine's  entièrement  par  les  deux  mêmes  transcendantes. 
Celle  proprie'té  que  les  fonctions  P  (Aj  «)  partagent  avec  les  fonc- 
tions elliptiques  complettes  FV,  E'c,  n'a  pas  lieu  dans  un  grand 
nombre  de  transcendantes  ,  et  notamment  dans  les  fonctions  log  Ta, 
dont  les  coefficiens  diffe'rentiels  successifs  offrent  des  transcendantes 
différentes  de  la  fonction  principale. 

IV.  Les  deux  mêmes  transcendantes  qui  déterminent  les  diverses 
valeurs  de  la  fonction  P(A,/idhA^),AetA:  étant  des  entiers  quel- 
conques, peuvent  aussi  servir  à  déterminer  la  fonction  P(A,  i — wrbA), 
ou  simplement  P(A,  dbA  —  n). 

Ainsi,  en  général,  les  deux  transcendantes  par  lesquelles  on  peut 
effectuer  le  développement  de  D"~",  serviront  aussi  à  effectuer  le  dé- 
veloppement d'un  terme  quelconque  des  deux  suites 

0-"+%  D-"^%  D-"+',  D-"    ,  D-"-',  D-"-%  D-"-3 

D"+'  ,  D"-^'   ,  D"       ,  D-'-^%  D-"-^%  D-^+^  0-4+" 

V.  Quel  que  soit  l'exposant  aï,  pourvu  qu'il  soit  positif ,  la  valeur 

du  coefficient   différentiel  d'un   ordre   quelconque  4-~ — -  sera 

toujours  positive. 

VI.  La  plus  simple  des  iranscendantes  désignées  par  P  (A,/z), 
€StP(o,  n) '^  si  on  la  désigne  par  4(^)  ^^  4>  ^^  valeur  sera 
donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules  suivantes  : 


I 


(5o) 


^(,o^(-a-).--.[.H-(^)W(^'Fj'"+r';"7r~'y-''+-'0- 


VII. Il  résulte  de  la  deuxième  propriété  qu'au  moyen  des  deux  fonc- 
tions consécutives  ^f,  («)  ,  4  ('^"f-i)  >  on  pourra  en  général  exprimer 
exactement  la  transcendante  P  (  A,  «) ,  et  plus  généralement  la  Irans- 
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cendante  P(A,  zk.n  -^  k)  ,  k  étant  un  entier  quelconque.  Il  en 
sera  -de  même  des  coeffîciens  différentiels  de  cette  transcendante. 

ig5.  Puisque  la  fonction  F  (o  ,  «)  ou  •>!/  {n)  est  la  plus  simple  des 
transcendantes  dësigne'es  en  général  par  P(A,  n),  et  qu'elle  sert 
à  exprimer  ces  transcendantes,  nous  examinerons  succinctement 
les  propriétés  qui  leur  sont  particulières. 

On  déduit  immédiatement  des  équations  (5o)  , 

(5i)  4(7i)  =  (i~«*)'~""4(i  — «)r 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  -\.  (n) ,  -^  [\  —  w),  qui  se  servent  en 
quelque  sorte  de  complément,  peuvent  être  déterminées  l'une  par 
l'autre. 

En  faisant  n  négatif  dans  cette  équation,  ou  en  mettant  — ;^  à 
la  place  de  « ,  on  a  l'équation 

(52)  4  (._«)==:   (i   _^*)'+-4(i  4.„); 

d'où  il  suit  que  toute  fonction  ^|/  ( —  n)  dont  la  variable  est  néga- 
tive ,  peut  se  changer  immédiatement  en  une  autre  dont  la  variable 
est  positive. 

On  peut  réciproquement  changer  toute  fonction  '\'{n)  dont  la 
variable  est  positive,  en  une  autre  dont  la  variable  soit  négative, 
pourvu  qu'on  ait  /z  >>  i  ;  cela  résulte  immédiatement  de  l'équa- 
tion (5i). 

Lorsque  «  est  -<  i ,  la  réduction  ne  peut  plus  avoir  lieu ,  parce 
qu'alors  «  et  i  —  n  sont  tous  deux  positifs.  Ainsi  la  formule  (5i) 

donnerait, par  exemple,  .J.(i)  =  (i_«^f  4(|),  4  (i.)  =  (i_««)^4  (|), 
ce  qui  ne  se  rapporte  qu'aux  fonctions  supplémentaires. 

ig4.  Lorsque  a  sera  très-près  de  l'unité,  on  ne  pourra  que  très- 
difficilement  déterminer,  avec  un  certain  degré  d'approximation,  la 
fonction  4  pai'  It^s  suites  (5o)  ;  dans  ce  cas  ,  on  ne  peut  mieux  faire 
que  de  chercher  la  valeur  de  4  (  '^  )  P^'^  ^^^  quadratures.  On  a 
d'abord  -^^  {n)  =.  -  1  :^^;  mais  celte  valeur  n'est  bonne  à  employer 
que  lorsque  n  est  négatif^  parce  que  D  étant  très-petit  pour  les 
premières  valeurs  de  (p ,  l'ordonnée  jyi  ^^  ^^  courbe  à  quarrer  serait 
très-grande  ,  si  n,  était  positif. 
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Au  moyen  des  quadratures,  on  trouvera  donc  très-aisément  la 
valeur  de  •^  ( —  m)  ,en  employant  la  formule  4  ( — "^ )  =  ~  fD"'d(p , 
et  cherchant  la  valeur  de  l'aire  pour  les  limites  <p  =1:  o  ,  (p  =  tt. 

Et  puisqu'on  a  4  ('«+  0  ==  (  '  — «')~'~^'"4  ( — '")>  J*  s'ensuit 
qu'on  aura  ,  par  le  même  moyen  ,  la  valeur  de  la  fonction  4  («)  pour 
toute  valeur  positive  de  n,  pourvu  qu'on  ait  /2>»  i. 

Il  reste  donc  à  voir  ce  que  l'on  doit  faire  lorsque  n  est  positif 
et  <  I.  • 

195.    Si    on    fait  V  =  ^^,  et  qu'on  diffe'rentie  chaque  membre 
par  rapport  a  (p,  on  aura  ,  après  quelques  réductions  , 

2adV  =  (:+«)  (,_«■). jig^_  (:+2«)  (,+«')  j^  +  «  ^  ; 

intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  fixées ,  et  observant 
que  dans  ces  limites  V  s'évanouit ,  on  aura  la  formule 

(53)     o=74(/2)— (I4-2/^)(I+«")4(/^+I)-|-(I+/^)(I— «')^4(7z-|-2). 

Cette  formule,  au  reste,  serait  facile  à  déduire  de  celles  qui  ont 
été  trouvées  ci-dessus  pour  les  fonctions  P  (A,  /z)  ;  mais  nous  avons 
préféré  de  la  démontrer  directement. 

196.  Au  moyen  de  la  formule  précédente,  toute  fonction  4  (ff^^  , 
dans  laquelle  n  est  plus  petit  que  l'unité ,  pourra  s'exprimer  par  les 
deux  fonctions  4(«+0>4('^+^)?  ^^^^  lesquelles  la  variable  est 
plus  grande  que  l'unité  ;  celles-ci  se  déterminent  facilement  par  les 
quadratures,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  dans  l'article  précédent  :  le  cas 
de  n  positif  et  <  i  se  résoudra  donc  de  même  parles  quadratures. 

On  aura,  par  exemple,  d'après  la  formule  (55), 

4(i)  =  5(.+«-)4(|)-4(,-«")«4(i); 

d'un  autre  côté  par  la  formule  (5i)^  on  a 

4(|)=(i-a")-t4(-|),       4(î)  =  (i-««)-X^(_|^, 
donc 

(i-^a^y  4  (I)  =:  5  ( 1 4. .z^)  4(--i)-44 (_|) . 

et  par  conséquent  4  (i)  se  détermine  au  moyen  de  la  formule 
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197,  Connaissant  les  fonctions  4  (n) ,  4  (^^+0^  4  ('*+2)>  ®^^- > 
au  moyen  de  deux  d'entr'elles ,  on  pourra  de  même  déterminer  les 
valeurs  de  leurs  coeffîciens  différentiels  successifs  ,  pris  par  rapportât. 

En    effet  ,    de   l'équation    4  (^)^l  f  W"'  ^^^    déduit      ^^"  ■ 

z^^—fÇa—cos  (p)]^..  Substituant  la  valeur  âj—cos(p=-^î^^^ — ; 

il  viendra  ^4il)=£/g-"J92l/i^,cequidonae  la  fomule 

(54)  <ï!^=-;4(«)-«(. -«■)  +  («  +  ')•    ' 

Il  est  visfble  que  par  cette  formule  on  pourrait  obtenir  la  valeur  du 

coefficient  différentiel     j^,    ,  exprimée  par   les   fonctions  4  (  '^  )  > 

4(/ï_j_i)  j  4  (/ï-l-2),  ou  seulement  par  les  fonctions  4  W>4('^+0> 
puisque  4  (^^4-2)  peut  être  éliminé  au  moyen  de  l'équation  (55)  :  on 
aurait  de  même  l'expression  des  coeffîciens  différentiels  des  ordres 
plus  élevés.  Mais  on  peut  plus  directement  parvenir  au  même  but  par 
le  moyen  des  équations  (45) ,  où  la  fonction  désignée  par  P^  n'est  autre 
chose  que4('^)  o^  4*  ^^  vertu  de  ces  équations  on  a  d'abord 

(55)  («-«') ^t  +  ('-«'-4««')  S -4«?''+  =  o; 

d'oii  il  suit  que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  ^— ,  se 
détermine  directement  par  le  moyen  de  4  et  de  ^,  et  qu'ainsi  il 
peut  être  exprimé  par  les  deux  fonctions  4  W  et4('^-|-0-  ^^  "^'^^^ 
ensuite  par  les  mêmes  équations,  qu'à  compter  de  ^ ,  un  terme 

quelconque  de  la  suite  4  >  ^  »  7^  *  d^  '  d^  >  ^^^'  ^®  ^eduna  des 
trois  précédens,  suivant  une  loi  dont  il  serait  facile  de  donner 
l'expression  générale. 

FIN  DE  LA  V*  PARTIE, 


EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

SIXIEME  PARTIE. 


JLja  théorie  des  Fonctions  elliptiques  étant  l'objet  principal  de  cet 
ouvrage,  nous  avons  pensé  que  pour  faire  sentir  davantage  l'ulilité 
de  cette  théorie,  il  serait  bon  d'en  montrer  l'application  à  quelques- 
uns  des  problèmes  les  plus  intéressans  de  la  Mécanique.  Nous  avons 
choisi,  dans  cette  vue,  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice,  et  le  mouvement 
d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  :  ces  deux  problèmes  sont 
l'objet  des  sections  I  et  11  de  la  sixième  partie. 

Les  solutions  de  ces  problèmes  sont  connues  depuis  long-temps. 
Nous  les  avons  exposées  à  noire  manière  ,  en  nous  rapprochant,  pour 
la  première,  de  la  méthode  donnée  par  d'Alembert,  dans  le  tom.  IV 
de  ses  Opuscules,  et  pour  la  seconde,  des  méthodes  données  par 
Euler,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1760,  et 
dans  le  tom.  XI  des  Novi  Com.  Pctrop.  Par  ces  méthodes,  comme 
par  celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  ont  traité  les  mêmes 
questions,  on  parvient  à  réduire  la  solution  aux  quadratures.  C'était 
un  grand  pas  dans  la  carrière  de  la  science,  et  un  beau  titre  de 
gloire  pour  ceux  qui,  les  premiers,  ont  su  obtenir  ces  réduc- 
tions; mais  le  développement  ultérieur  de  la  solution  ,  l'énumération 
et  la  division  des'différens  cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier 
terme  de  simplicité  dont  elles  sont  susceptibles  ,  enfin  la  possibilité 
de  déterminer,  avec  tout  le  degré  d'exactitude  qu'on  peut  désirer, 
la  position  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement  au 
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bout  d'un  temps  quelconque,  sont  autant  de  choses  que  la  simple 
réduction  aux  quadratures  ne  donne  point ,  ou  ne  donne  que  d'une 
manière  imparfaite,  attendu  que  les  formules,  qui  s'adaptent  assez 
facilement  à  la  première  révolution,  n'offrent  plus  rien  de  déterminé, 
lorsqu'il  s'agit  d'embrasser,  dans  un  même  calcul,  un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  de  révolutions.  Nous  espérons  qu'à 
cet  égard  les  développemens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront 
rien  à  désirer,  et  qu'ils  mettront  dans  tout  leur  jour  les  avantages 
nombreux  qu'on  peut  retirer,  en  pareil  cas,  de  Tusage  des  fonctions 
elliptiques. 

On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section,  qui  traite  du 
mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes ,  est  fort  étendue. 
Cependant  nous  n'avons  considéré  ,  outre  les  cas  généraux ,  que 
quelques-uns  des  cas  particuliers  que  le  problème  renferme,  lorsque 
la  courbe  décrite  est  située  dans  un  même  plan,  et  nous  n'avons 
indiqué  que  très-sommairement  les  points  principaux  de  la  solution, 
lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double  courbure;  d'ailleurs  nous  avons 
toujours  supposé  que  la  courbe  ne  s'étend  pas  à  l'infini ,  afin  de  ne 
considérer  que  des  mouvemens  permanens.  On  voit  par  là  que  cette 
rnatière  aurait  été  susceptible  d'une  beaucoup  plus  grande  extension; 
mais  dans  le  cadre  étroit  où  nous  l'avons  renfermée,  nous  osons  croire 
que  les  géomètres  trouveront  quelques  résultats  dignes  de  leur  atten- 
tion ,  peut-être  même  des  vues  nouvelles  pour  traiter  le  fameux 
problème  des  trois  corps  ,  dans  d'autres  hypothèses  que  celles  qui 
servent  de  base  aux  méthodes  ordinaires  d'approximation.  La  seconde 
section  est  terminée  par  la  détermination  du  mouvement  rectiligne 
d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  ;  problème  qui  offre  encore 
une  assez  belle  application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Enfin,  la  troisième  section  est  une  continuation  des  recherches 
variées  dont  on  a  vu  des  exemples  dans  les  parties  précédentes  , 
et  dont  quelques-unes  se  rapportent  encore  à  la  théorie  des  Fonctions 
elliptiques. 
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PREMIERE  SECTION. 

Du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 

point  fixe. 

I.  i^ofT  A  le  centre  de  gravité,  ou  plus   géne'ralement  le  point  Fig.  \ 
autour  duquel  le   corps  peut  tourner  librement  dans  tous  les  sens. 
Soient  AB,  AC,  AD  trois  axes  perpendiculaires  entr'eux,  dont  la 
position  soit  invariable  dans  l'espace. 

Imaginons  une  surface  sphérique  décrite  du  centre  A ,  laquelle  soit 
rencontrée  aux  points  B,  C,  D  par  ces  trois  axes;  c'est  à  cette 
surface,  considérée  comme  immobile  dans  l'espace,  que  nous  rap- 
porterons tous  les  mouvemens  du  corps  ;  et  pour  fixer  les  idées 
nous  donnerons  le  nom  de  pôle  au  point  D ,  ^équateuv  au  cercle 
BC  ,  et  de  méridien  à  un  grand  cercle  quelconque  DX  passant  par 
le  pointT). 

Supposons  qu'au  bout  du  temps/  les  trois  axes  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur  la  sphère  parles  trois  points  L ,  M,  N,  formant 
le  triangle  LMN,  dont  les  trois  côtés  et  les  trois  angles  sont  de  90". 
11  est  évident  que  la  position  du  corps  sera  déterminée  à  chaque 
instant,  si  l'on  connaît  celle  des  trois  points  L,  M,  N.  Ainsi  tout  se 
réduit  à  déterminer,  au  bout  du  temps  t,  les  arcsBX ,  LX,  et  l'angle 
DLM,  en  supposant  toutefois  que  les  axes  AL  et  AM  sont  pris  l'un 
et  l'autre  d'une  manière  déterminée  parmi  les  trois  axes  principaux 
du  corps  ;  de  sorte  que  le  choix  de  ces  axes  étant  une  fois  fait  d'après 
l'état  initial  du  mouvement,  les  lettres  L  et  M  continuent  d'être 
affectées  aux  mêmes  axes. 

2.  Soit  AP  le  rayon  sur  lequel  est  situé  le  centre  d'une  molécule 
quelconque  du  corps  ^I.  Soient  ^,  J,  z  les  coordonnés  rectangles 
de  celte  molécule ,  parallèles  aux  trois  axes  AB  ,  AC ,  AD  ,  et  soit  sa 
distance  au  centre  =  r  =  ^/'(j:»+j--f- s-)  ;  si  l'on  mène  les  trois 
arcs  BP,  GP,  DP,  on  aura  x  =  /•  cos  BP,  j  =  rcos  CP,  2=rcos  DP. 
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De  même  si  s ,  u ,  v  sont  les  trois  coordonne'es  de  la  même  molé- 
cule, parallèles  aux  trois  axes  principaux  AL,AM,  AN,  on  aura 
s  =r  cos  LP,  u=  r  cos  MP ,  p  =  r cos NP. 

Soit  maintenant  BX=(p,LX  =  6,  PL=;7etrangle  PLD=n — «, 
fi  étant  la  valeur  de  PLD  lorsque  t  =  o,  ei  co  désignant  la  quantité 
dont  cet  angle  est  diminué  dans  le  temps  t,  par  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  autour  de  l'axe  AL,  mouvement  qui  est  supposé 
avoir  lieu  dans  le  sens  BG. 

D'après  ces  élémens,  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées 
oc,j,  z;  pour  cela,  il  faut  considérer  d'abord  le  triangle  sphérique 
DLP,  dans  lequel  on  a  les  deux  côtés  DL=go°  —  ô,  LP  =/?,  et 
l'angle  compris  PLD  =  Q.  —  co;  on  en  déduira 

cos  DP  =  sin  9  cos  p  +  cos  9  sin  p  cos  (H —  cû)  , 

sin  DP  sin  LDP  =  sin  p  sin  [D.  —  cù)  , 

sin  DP  cos  LDP  =  cos  9  cos  p  —  sin  9-  sin  p  cos  {Cl  —  &)). 

Parle  moyen  de  cos  DP,  on  connaîtra  z  =  /cos  DP.  Pour  avoir  x^ 
il  faut  connaître  BP;  or  le  triangle  DBP  donne 

cos  BP  =  sin  DP  cos  ((?)  +  LDP)  : 

de  même  par  le  triangle  PDG,  on  aura 

cos  CP  =  sin  DP  sin  (  cp  +  LDP). 

Soit  donc  ;■  cos  p^=s  et  r  sin  p  =  s' ,  on  aura  les  valeurs  suivantes 
des  coordonnées  x yj f  z: 

X  =  5  cos  (p  cos  9  —  ycoscp  sin  0  cos  [Ci — &>)  —  5' sin  (p  sin  (H — &>), 
y  ■=  s  s\n(p  cos  9 —  5'sin  cp  sin  9  cos  (H — (*>)  -\-  s'cos(p  sin  (Il — ce)), 
'  is  =  ^  sinô  +  5'  cos  S  cos  (D. — co). 

3.  Dans  l'instant^/,  qu'on  suppose  constant,   le  molécule  ^M 

acquiert  les  vitesses  -^j  ^  -^,  -^ ,  suivant  les  axes  AB,  AG,  AD. 

Or,  d'après  les  principes  connus, les  molécules  animées  de  ces  diffé- 
rentes vitesses  dirigées  en  sens  contraires,  doivent  faire  équilibre 
aux  forces  accélératrices.  Donc  si  l'on  appelle  X  ,  Y,  Z  les  momens 
des  forces  accélératrices  pour  faire  tourner  le  système  autour  des 
axes  AB,  AC ,  AD  dans  les  sens  CD,  DB,  BG,  on  aura  les  équations 
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différentielles  du  mouvement  comme  il  suit  : 

f{jddz  —  zddj  )  dU  =  XJi% 
/(  zddx  —  xddz  )  dM  =  Ydt% 
fÇjcddj  —jddx  )  dM  =  Zdt\ 

Par  la  nature  de  ces  équations,  on  voit  que  les  différentielles  ddjc ^ 
ddj y  ddz  supposent  s  y  s' ,  Ci  constantes,  et  qu'au  contraire  les  signes 
d'intégration  supposent  ces  quantités  seules  variables. 

4-  Il  s'agit  maintenant  de  substituer,  dans  ces  équations,  les  valeurs 
dejT,  j-,  25,  données  n''2;  mais  les  propriétés  connues  des  axes  prin- 
cipaux serviront  à  abréger  beaucoup  le  calcul. 

D'abord  la  figure  et  la  constitution  du  corps  étant  données ,  nous 
supposerons  connues  les  intégrales  suivantes  : 

P»JM  =  A,     fu^dVL  —  B ,    /p'JM  ==  G , 

au  moyen  desquelles  les  momens  d'inertie  du  corps ,  considérés 
successivement  par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B  +  C  , 
A  +  G,  A  +  B. 

Soit  a  la  valeur  de  l'angle  DLM  au  commencement  du  mouvement; 
comme  on  a  en  même  temps  DLP=n  ,on  aura  l'angle  PLM=n+ût; 
d'où  résulte  cosPM  =  sin;?cos  (H+a)  et  cosPN  =  sinyD  sin(n-|-a). 
Mais  on  a  /•  cos  PM  =  u  et  /•  cos  PN  =  p;  donc 

u  ■=  s'  cos  n  cos  et  —  s'  sin  Cl  sin  a  , 
v  z=z  s'  sin  Q.  cos  oc  +  -î'  cos  H  sin  a. 

Ges  équations  donnent  réciproquement 

s'  cos  Çl  =.  u  cos  a  -}-  w  sin  a, , 
s'  sin  n  =  p  cos  a  —  u  sin  a  ; 

et  puisqu'on  a,  par  la  propriété  des  axes  principaux,  fsud^lz:=zO ^ 
JsvdM  =  o ,  fuudM  =  o ,  il  en  résulte  les  intégrales 

fss'  cos  n  JM  =  o  ,     fss'  sin  Q.dM  =  o  , 
fs's'  sin  Q  cos  CldM.  =  (G  —  B)  sin  a,  cos  a  , 
fs's'  cos^n^M  =  B  cos''*  -|-  G  sin'a  , 
fs's'  sin^a^M  =  B  sia^ct  -{-  G  cos"a. 
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5.  Si  l'on  exécute  maintenant  les  substitutions  indiquées ,  et  qu'on 
fasse  pour  abre'ger  , 

Przrj  -^ A-\ — ~^  cos(2«-j-2ot)  ]d(p  sin  9  cos  ô 

-| 6?Ô  sin  0  sin  (2û)-|-2a)  +  (B+C)  dce  cos  Ô , 

Q  ==  p±5+A+ 5:=^  cos(2a)H-2a)^4---(?^-y?) 

les  équations  du  mouvement  deviendront 

^  (P  cos  (p  +  Q  sin  (p)  =  X^^r, 
dÇ'P  s'in  <p  —  Q  cos  (p )  =  Ydt', 

^[(B  +  C)(^(p  +  ^-^)-Pcot9]  =  Zdt\ 

6.  Ces  équations  se  simplifient  dans  différentes  hypothèses.  Par 
exemple,  si  on  a  B  =  C  ,  les  valeurs  de  P  et  Q  deviennent 

P  =  (B  —  A)  J(p  sin  ô  cos  ô  +  2Bda)  cos  Ô , 

Q  =  (B  +  A)^ô, 

et  l'une  des  trois  équations  du  mouvement  peut  être  remplacée  par 
la  suivante  ; 

zBd  (d(p  sin  6  +  Jo)  )  =  (X  cos  ç>  cos  6  +  Y  sin  (p  cos  9 -j- Z  sin  ô )  dr. 

Le  cas  de  B  =  C  a  lieu  lorsque  les  deux  axes  principaux  AM,  AN 
sont  semblables  entr'eux,  de  sorte  que  les  momens  d'inertie,  par 
rapport  à  ces  deux  axes,  sont  égaux.  Tous  les  solides  de  révolution 
homogènes  et  une  infinité  d'autres  corps  sont  dans  ce  cas. 

7.  L'angle  et  disparait  du  calcul  dans  le  cas  de  B  =  C ,  parce  que 
tous  les  axes  perpendiculaires  à  AL  peuvent  être  considérés  alors 
comme  des  axes  principaux.  En  général,  on  peut  faire  a  =  o  dans 
tous  les  cas,  en  prenant  la  directrice  AD  dans  le  plan  où  se  trouvent 
les  deux  axes  principaux  AL ,  AM  au  commencement  du  mouve- 
ment. Mais  comme  la  supposition  de  (2t  =  o  ne  simplifie  pas  le  calcul 
et  ne  fait  disparaître  aucun  terme ,  il  vaut  mieux  laisser  a,  tel  qu'il 
est,  et  se  réserver  la  liberté  de  déterminer  la  directrice  AD,  de 
manière  à  faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas  à  en  voir  un 
exemple. 
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Application  de  ces  formules  au  cas   oîi  les  forces  accélératrices 

sont  nulles. 

8.  Dans  le  cas  où  les  forces  accélératrices  X  ,  Y,  Z  sont  nulles, 
les  équations  du  n°  5  s'intègrent  d'elles-mêmes ,  et  on  a  les  intégrales 

P  cos  (p  +  Q  sin  (p  =  A'dty 
P  sin  (p  —  Q  cos  (p  =  V>'dt , 

(B  +  C) (J(p  +  ^)  -  P  cot  8  =  CWi. 

Or,  on  peut  toujours  prendre  la  directrice  AD  telle  que  les  cons- 
tantes A'  et  B'    soient  nulles;  alors   on    aura   P  rzr  o ,   Q  ;=  o   et 

^ '\' -r—r  =  ¥^dt ,  R  étant  une  nouvelle  constante;  de  sorte   que 

les  équations  du  mouvement  seront 

\n' —  cos  (2«-|-  2ct)]  d<p  sin  6  cos  ô  —  JG  sin  â  sin  [2C0  -f-  2a) 

H-  {n  +  n')  dûù  cos  ô  =  o  , 
[n  —  cos  {2Cù-\-2ety]  d^  +  d(p  cos  G  sin  (  2dy  -f-  2a)  =  o , 

d<P  +  -^  =  ^dt , 
ou  Ion  a  fait,  pour  abréger,  «  =  — ^^ — ^ —  ,  n'  =. — ^ . 

9.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  il  faut  faire  voir  comment ,  d'après  l'état 
initial  du  mouvement,  on  peut  déterminer  la  directrice  Aï) ,  de  ma- 
nière que  les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles,  ainsi  que  le  supposent 
ces  dernières  équations. 

Au  commencement  du  mouvement,  où  l'on  a  ^=o,«=o,  (p=o 
soit  AI  l'axe  de  rotation  primitif  autour  duquel  le  corps  tourne  avec  la  Fig.  2. 
vitesse  angulaire  W  dans  le  sens  L/,  et  soit  la  distance  LI  =  e.  On  peut 
supposer €<  90%  parce  que  si  g  était  plus  grand  que  90%  on  prendrait, 
au  lieu  de  L ,  l'autre  extrémité  du  même  axe  AL. 

Soit  en  même  temps  M  l'extrémité  de  Taxe  principal  AM,  dont  le 
moment  est  A  4-C  :  nous  supposerons  que  l'angle  ILM  est  adjacent 
à  l'angle  DL^,  déterminé  par  la  direction  du  mouvement;  c'est-à-dire 
que  ces  deux  angles  sont  formés  de  diflérens  côtés  de  l'arc  LI; 
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d'ailleurs  Tangle  ILM ,  qui  est  un  angle  donné  et  que  nous  suppose-^ 
rons  =:  L,  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  go°. 

L'arc  LM  étant  donné  de  position  par  l'angle  L  ,  l'arc  LN,  où.  se 
trouYe  situé  le  troisième  axe  principal  AN,  dont  le  moment  est  A-f-B, 
sera  également  déterminé  en  prenant,  du  même  côté  que  L/  par 
rapport  à  ML,  l'angle  MLN  =  go°. 

lo.  Cela  posé,  soit  y  la  valeur  initiale  deô,  on  auraDL^^Tr — y. 
D^ailleurs  on  a  supposé,  au  commencement  du  mouvement,  l'angle 
DLM  =  et;  ainsi,  pour  connaître  la  position  du  point  D,  il  s'agit  de 
déterminer  les  quantités  a  et  ^  par  la  condition  que  les  constantes 
A' etB' soient  nulles,  ou  qu'on  ail  au  commencement  du  mouvement 
P=:o,  Q  =  o. 

hl  étant  l'arc  décrit  dans  le  premier  instant  par  le  point  L,  on  a 

J_jl=YVdts\n  e;  du  point  l  menant  Im  perpendiculaire  sur  DL ,  on 

aura  hm  =  ^,Ydt  sin  e  sin  (L  —  a)  et  ml=yVdt  sin  6  cos  (L  —  a). 

Pendant  que  le  point  L  parcourt  l'arc  LZ  par  son  mouvement  de 

rotation  autour  de  I ,  le  point  D  ,  en  tant   qu'il  désigne  l'extrémité 

d'un  axe  AD  fixe  dans  le  corps,  parcourt  Tare  Dd z=zyVdt  sm  DI 

perpendiculaire  à  DI  ;  d^où  il  suit  que  le  corps  tourne  autour  de  l'axe 

,  .,       T,                   ,..    T-wT  j       W^f  sin  DI  cos  IDL       ».   1  1 

mobde  dune   quantité   DLa  = :Vdl ^  ^  valeur 

initiale  de  doo.  D'ailleurs  Lw  est  la  valeur  initiale  de  —  d)  ^  et  l'angle 

7 

LDZ  ou  ~. — rr,  est  celle  de  d(pi  donc  on  a,  au  commencement  du 

sin  DL 

mouvement, 

—  =  W  sin  Ê  sin  (L  —  a)  , 


dt 

d<p  W  sin  £ 

dt  cos  y 

da  ^i^j.   /'cos  y  cos  £  —  sin  y  sin  £  Cos  (  L  —  «  ) 

dt 


cos  (  L a)  , 


^■j^j   /cos  y  cos  £  —  sin  y  sin  £  cos  (  L  —  «  )  \ 
\'  cos  y  / 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  P  =  o,  Q=:o,  et  faisant 
en  même  temps  o)=-  o,  G  =  ^ ,  on  aura 

o=(/2' — cos  20.)  sin  ^  sin  g  cos  (L  —  a) -f-  sin}/ sin  g  sin  2a  sin  (L  —  a) 
+  («  -f-rt')cos5/COSg  —  {n-\-n')  sin  y  sin  g  cos(L  —  et)  , 

o  =  (/î — cos  2a)  sin  6  sin  (L  —  a)  —  sin  €  sin  2a cos  (L  —  et). 

La 
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La  seconde  se  réduit  à  /z  sin  (  L  —  a)  =  sin  (  L  +  a)  ;  d'où  l'on  tire 

cl  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,  il  en  re'sulte 

.  C  4-  A     cos  L  .  A  +  B     sin  L 

cot  y  =  . lan/^6  =  ■      ,   ,,  .  —. —  lanff  g. 

'  C  +  B     cos  <K         o  C  -f-  B      sin  «  » 

On  voit  que  la  de'terminalion  du  point  D  par  la  tangente  de  l'arc  DL, 
et  celle  de  l'angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambiguité,  et  qu'ainsi  ou 
est  assuré  de  satisfaire,  d'une  manière  générale,  à  la  condition  que 
les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles,  ce  qui  simplifiera  beaucoup  la 
solution  du  problème. 

Les  données  qui  ont  lieu  au  commencement  du  mouvement  font 
connaître  en  même  temps  la  constante  K,  dont  la  valeur  est 

KW  cos  £ 

sin  y 

II.  Nous  remarquerons  qu'on  peut  déterminer  la  position  du 
point  D  relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  par  des 
formules  plus  élégantes,  et  qui  feront  découvrir  une  belle  propriété 
de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  =  g,  on  fera  semblablement  IM  =  €',  IN=  g";  soit 
déplus  DL=;?  =  i7r  — 5.,  DM  =;?',DN=;?".  Dans  le  triangl» 
LIM,  où  le  côté  LM  est  de  90%  on  a  cos  ILM  =  -^^^^  •   donc 

^  sin  IL   ' 

COS  L  =  ^  ;  de  même  dans  le  triangle  ILN,  on  aura  sin  L  =  -— . 

'"^  *  sin  E 

Les  triangles  DLM,  DLN,  qui  ont  un  côté  de  90%  donneront  sem- 
blablement cos  et  =  -^?i^  et  sin  a=  ^^^  ;  donc 

sin/3  sinp  ' 

langoc  =  ^'     et     tangL  =  "'^'" 


cosp  o  cos  I 


Tir  '^   ^  .  '  tane  «         A-f-B      , 

Mais  on  a  trouve  r-~  =  -ttt-^  ;  donc 

tangL         A-f-  C 

cos  p" (A  +  Bycos  s' 

cos  p'  (  A  -f-  c  )  cos  t  ' 

Il  est  remarquable  que  la  quantité  (A-|-C)cos6'  représente  le 

4i 
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moment  d'inertie  de  l'axe  AM  multiplié  par  le  cosinus  de  la  distance 
IM,  de  même  que  (A  -j-B)  cos  ê"  représente  un  semblable  produit 
pour  l'axe  AN.  D'après  l'équation  précédente  ,  on  peut  présumer 
qu'il  existe  un  semblable  rapport  entre  cos  yo'  et  cos  p.  En  effet,  si 

dans  réquation  cot  y  =     "_"     .  ^°^—  tang  6,  on  substitue  les  valeurs 

sin  p     cosL         cos  e'     sin  p  'j    • 

cot  y  =:  — -^ = ,  .  -T—^  ,  on  aura ,  en  réduisant . 

'         C03/?'  COS  «         cosp      sin  £  '  '  ' 

cos  p' (  A  +  C  )  cos  / 

cosp   '~~~  (B  -f-  C)_cos  i  ' 

ce  qui  est  la  propriété  mentionnée. 

Puisque  les  quantités  cosp,  cosp',  cosp"  sont  proportionnelles 
respectivement  aux  quantités  (B+C)  cos€,(A+C)cos6',  (A+B)coSfc"; 
puisqu'on  a  d'ailleurs  cos*/?4-cos'/?' 4-cos''/?"=  i,  il  s'ensuit  que  si 
l'on  fait,  pour  abréger, 

D=^/[(B  +  C)'cos^É  +  (A  +  C)'cos"6'+(A  +  Bycos*é"], 

on  aura 

(B4-C)co3é                  ,       (A+C)cose'                  „        (A+B)cos£'' 
cosp:=^-^ ,     cos;>'  =  ^-^^^ ,     cosp"=^- ^ . 

Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point  D,  et  on  voit  que 
ce  point  sera  le  même,  quel  que  soit  celui  des  axes  principaux  qu'on 
prend  pour  AL,  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  corps;  car 
l'échange  qu'on  peut  faire  entre  deux  des  trois  axes  principaux  ,  ou 
entre  deux  des  trois  lettres  A,  B,  C,  ne  change  en  rien  les  trois  dis- 
tances p ,  p',  p",  qui  sont  toujours  les  mêmes  pour  le  même  axe. 

Ce  théorème  très-remarquable  prouve  qu'il  y  a  toujours  un  point 
fixe  D  dans  Tespace  ,  tel  qu'en  rapportant  à  la  directrice  AD  les 
mouvemens  de  rotation  d'un  corps  de  figure  donnée,  les  constantes 
A'  et  B'  sont  nulles;  il  prouve  de  plus  que  ce  point  est  le  même, 
quel  que  soit  celui  des  trois  axes  principaux  auquel  on  rapporte  les 
variables  <p,  co  ,  9. 

4x ^M,  prise  dans  toute  l'étendue 

du  corps ,  représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  ;  si  l'on 
substitue  les  valeurs  de  c^,  dj ,  dz ,   et    qu'ensuite   on    effectue 
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l'intégration  pour  toutes  les  molécules  du  corps,  celte  quantité'  aura 
pour  valeur 

H-(C — B) -^^cos  Gsin  (2dB  +  2a); 
et  d'après  les  e'quations  du  n°  8,  elle  se  réduit  à 

(B  +  C)  K  [__!  +     (A  +  B)(.A4-C)     ^°^  y} 

Donc  la  somme  des  forces  vives  est  constante,  lorsque  les  forces 
accéle'ratrices  sont  nulles. 

Cette  quantité  peut  se  présenter  sous  une  forme  beaucoup  plus 
simple.  En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs  cos"  a,  cos^y  =  cos"/?', 

cos>  sin'a  =  cos>",  cos'^;.  =  sin»  p,  K=  ^^""%  et  qu  ensuite 

'  '  '  '  cos  p     '  * 

on  substitue  également  les  valeurs  decosyo,  cos/?',  cos  p''^  en  cos  g, 
fcos  e',  cos  é",  on  trouvera  que  la  somme  des  forces  vives  se  réduit  à 
cette  expression  très-simple  : 

(  B  +  C)  W'cos'ê  +  (  A  +  C  )  W»cos»6'  +  (  A  +  B  )  W*cos  V. 

On  obtiendrait  directement  ce  résultat  en  considérant  que  la  vitesse 
W  autour  de   l'axe  AI   se  décompose   en  trois  vitesses ,  W  cos  e 
W  cos  é',  W  cos  g",  autour  des  axes  AL,  AM,  AN. 

Solution  du  cas  particulier  ou  Von  «  B  =  C. 

i3.  Alors  l'axe  AL,  par  rapport  auquel  on  considère  le  mouve- 
ment, n'est  point  semblable  aux  deux  autres,  qui  sont  semblables 
enlr'eux,  et  les  équations  générales  deviennent 

(  B  —  k)  d(^  sin  6  cos  ô  +  zt^dcù  cos  9  =  o  , 


J=p  +  -if-  =  l^dt. 


t)iii(< 


^h  3B     ,,  dm         A— B 


O.»  A  ^  ri(p  2  J3       Tr  dot  A B 

a  en  lire  û  =  const.  =  > ,  5^  =  j;^  K  ,  et  ^  =  ^|  K  siu  ^; 
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A  -4-  Tî 

D'ailleurs  on  a,  dans  le  même  cas,  a  ==L  et  col  y  =     "L  ■  tang  g  j 

c'est-à-dire  qu'il  faut  prendre  le  point  D  sur  l'arc  LI  à  la  dislance 

LD  =  90°  —  y  ,  déterminée  par  l'ëquation  précédente. 

Fig.  5et6.     Donc  le  mouvement  du  corps,  après  avoir  été    imprimé  autour 

de  l'axe  AI  dans  le  sens  BC ,  se  continue  ainsi.  L'axe  principal  AL 

reste  toujours  également  incliné  à  la  directrice  AD^  et  tourne  uni- 

-,  1  1-  •  ,  fZ®      WsinIL 

formement  autour  de  cette  directrice  avec  une  vitesse  j-=-r—pr7- 

dt         sin  Du 

dans  le  sens  BC;  pendant  ce  mouvement ,  les  autres  parties  du  corps 

,    -,  1  -1      A  T  ».         f?»       Wsin  DI 

tournent  autour  de  laxe  mobile  AL  avec  une  vitesse  j-  =  — -. — jc^-  , 

dt  sin  UL, 

dans  le  sens  BC,  si  on  a  A  >-  B,  ou  dans  le  sens  CB,  si  A<B. 

Développement  des  formules  générales. 

14.  Revenons  aux  équations  générales  de  l'art.  8.  Si  l'on  élimine 
d(p  des  deux  premières,  on  aura 

r^Êi^?~  —  ^^^  (2:t'+2a)']  d^  sin  ô  —  d^^  cos  6  sin  (2û)+2a)  =  o  ; 

équation  qui ,  étant  multipliée  par  cos  9 ,  a  pour  intégrale , 

COS'6  ^,_     ; COS  (2û)-|-20t) J  =  COnSt. 

Lorsque  ^=0,  on  a  «  =  o  et  ô^j^;  donc  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

"^  = C^_B^ '  °"  ^"^^ 

(1)  COS'9   =    ' -. r. 

Cette  équation  établit  d'une  manière  générale  la  correspondance  entre 
l'angle  G,  qui  détermine  la  position  de  l'axe  principal  AL  sur  le  méri- 
dien mobile  DL,  et  l'angle  cù  ,  qui  détermine  la  position  du  corps  par 
rapport  à  l'axe  AL.  Il  faut  observer  d'ailleurs  que  Tangle  cù  exprime 
la  quantité  dont  l'angle  DLM  s'est  accru  pendant  le  temps  ^  ;  de  sorte 
qu'on  a  en  général  DLM  z=z  ta  ~\-  a.  Pour  savoir  quel  est  le  signe  de  o) 
dans  les  premiers  inslans  du  mouvement,  il  faut  reprendre  la  pre- 
mière valeur  de  ^  donnée  dans  l'art.  10 ,  laquelle  peutétre  mise  sous 
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celte  forme 

Ainsi  les  premières  valeurs  de  a>  auront  le  même  signe  que.... 
(O^B")  (cos  2a— m). 

Les  deux  autres  e'quations  du  mouvement  sont  en  ge'nëral 

(2)  ÏSjit    =    z ; r .  -^fl-  , 

^    '  cos(2«-f-2«J — m     sin  0  ' 

(3)  d^=.¥.dt^4^. 


,    ,,           ^         WcosE      ,                       2(A  +  B)(A  +  C) 
ou  1  on  a  R  =  — : et  n  —  mz=.  — -^^ — =- . 

sin  y  y^  — ij 

i5.  Il  s'agit  maintenant  d'intégrer,  par  les  moyens  ordinaires,  les 
deux  dernières  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus;  l'équa- 
tion finie  (1)  servira  en  général  à  exprimer  les  deux  variables  dy  et  ô  par 
le  moyen  d'une  troisième  ^  ,  qui  croît  continuellement  avec  le  temps; 
l'équation  (2)  donnera  la  relation  entre  te\.  '\;e\.  enfin  l'équation  (3) 
fera  connaître  la  valeur  de  tp  en  fonction  de  4^  ?  ce  qui  complétera  la 
solution  du  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  faire  attention  à  la  quantité 


C*-f-B^  — 2A 


us 


constante  m  =     "U^_    —  ;  car  selon  que  cette  quantité  sera  pi 

grande  ou  plus  petite  que  l'unité,  le  corps  aura  différens  mouvemens 
par  rapport  à  son  axe  principal  AL. 

16.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  momens  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B  +  G, 
A-f-C,  A+  B.  Ces  momens  jouissent ,  comme  on  sait,  de  la  pro- 
priété de  maximum  ou  de  minimum ^  relativement  à  tous  les  axes  qui 
passent  par  le  point  A;  et  comme  il  n'y  en  a  que  deux  qui  puissent 
jouir  de  cette  propriété  d'une  manière  absolue,  le  troisième,  qui 
n'est  ni  maximum  ni  minimum  ,  sera  relatif  à  un  axe  qu'on  peut 
appeler  \axe  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la 

C^  -4-  B*—  9  A'' 

quantité  - — „, — ,  abstraction  faite  de  son  signe,  ne  peut  être 

plus  petite  que  l'unité,  que  lorsque  AL  sera  l'axe  moyen;  alors  A  sera 
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moyen  enlre  B  et  G,  et  le  moment  B-f-G  sera  moyen  entre  les 

momens  A  -j-  C  et  A  -f-  B. 

Dans  tout  autre  cas,  la  quantité      ^,_j^,'  — ,  positive  ou  négative, 

sera  plus  grande  que  l'unité ,  et  l'axe  AI  sera  l'un  des  axes  extrêmes, 
savoir,  l'axe  du  plus  grand  moment,  si  A  est  la  plus  petite  des  quan- 
tités A,  B,  G,  et  l'axe  du  plus  pelit  moment,  si  A  est  la  plus  grande. 
Au  reste,  on  voit  que  le  problème  sera  résolu  complètement,  en 
considérant  le  seul  cas  où  m^sl  plus  pelit  que  l'unité,  puisque  AL  , 
étant  un  axe  principal  choisi  à  volonté,  rien  n'empêche  de  supposer 
que  AL  est  l'axe  moyen.  Cependant,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  cette  matière,  et  pour  appliquer  les  résultats  des  formules  au 
mouvement  des  planètes  qui  ne  paraissent  pas  tourner  autour  de 
leur  axe  moyen,  nous  considérerons  aussi  le  cas  où  ?n  est  plus  grand 
que  l'unité. 

Première  solution,  AL  étant  l'axe  moyen. 

17.  AL  étant  Taxe  moyen  ,  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
que  A  soit  moyen  entre  B  et  G  ,  et  qu'ainsi  la  quantité  /«,  abstrac-  , 
lion  faite  de  son  signe,  soit  plus  petite  que  l'unité.  Nous  suppose- 
rons de  plus,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution  , 
que  AM  est  l'axe  du  plus  grand  moment,  c'est-à-dire  qu'on  a  G>B; 
ainsi  l'ordre  de  grandeur  entre  les  quantités  A,  B,  G,  données  par  la 
figure  et  la  constitution  du  corps,  sera  G  >  A  >>  B. 

Puisque  m  est  <C  1  >  l'équation  entre  o)  et  G ,  savoir , 

(  cos  la  —  m  )  cos'y 


COS^'â 


cos  {p.a>  -f-  2<«)  —  m  ' 


fait  voir  que  u»  ne  peut  s'étendre  depuis  0°  jusqu'à  180°;  car  si  cela 
était ,  il  y  aurait  une  valeur  de  ca  qui  rendrait  le  dénominateur 
cos  (2ÛJ  -}-  icl)  —  m  nul ,  et  cos  9  infini.  Donc  le  corps  ne  peut  faire 
que  des  oscillations  plus  ou  moins  grandes  autour  de  son  axe  moyen» 
En  même  temps  la  valeur  de  ô  sera  comprise  entre  certaines  limites, 
de  sorte  que  l'axe  AL  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  un  certain 
point  de  la  directrice  AD,  et  son  mouvement,  par  rapport  à  celte 
directrice,  sera  une  sorte  de  balancement  ou  de  nutation  dont  il 
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faut  déterminer  la  quantité'.  Pour  cela,  nous  distinguerons  deux  cas, 
selon  que  cos  icl  —  m  est  positif  ou  négatif. 

Premier  cas  :  cos  2a  —  m  =  o*. 

18.  Dans  ce  cas,  on  voit  d'abord  que  cos  (2&1 -f- 2a)  —  m  doit 
toujours  être  positive;  car  cette  quantité,  qui  est  positive  lorsque 
0)  =0  ,  ne  peut  devenir  négative  sans  passer  par  zéro,  et  alors  cos'ô 
serait  infini. 

On  a  vu  (n»  9)  que  l'angle  et  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand 
que  90°,  selon  la  position  initiale  de  l'axe  AM.  Supposons  d'abord 
*  <  90%  et  soit  pris  un  angle  /m  <  90%  tel  qu'on  ait 

cos  2jU  =:  m  sin"j/  -f-  cos  2a  cos^j^  ; 
cette  Yaleur  donne 

/    cos  2a  —  cos  21U,  =  ( cos  20L  —  m)  sm*y  ==  yo" sin*;.  : 
ainsi  on  aura  ju  >  a.  Cela  posé,  l'équation  (i)  donne 

f.;^±  ^ cos  (qco  -f  s«)  —  cos  Qft Q  sin  (a  4. « -f  ^ )  sin  (|tt  —  « — «) 

cos  (i2«+  2«f)  —  771       """  COS  (  2»  -f- 2«  )  -WtÎ  "^ 

d'où  l'on  voit  que  ca  positif  a  pour  limite  +  (yU  —  a),  et  que  cû 
négatifa  pour  limite —  (^4-a).  Donc  l'étendue  totale  d'une  oscil- 
lation est  mesurée  par  l'arc  2/<fc  <  180°. 

19.  Il  convient,  pour  la  facilité  du  calcul,  de  faire  commencer 
le  temps  au  milieu  d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  a=:o  dans 
nos  formules.  Soit  alors  9  =  ^,  et  on  aura  les  équations 

^^C*  fl   ('   77l)C0S*^  .  1  771      .      ,^ 

C0S2«  771       '      ,  '^  2.  ''*"«• 

Le  cas  de  a  ==  o  suppose  L  =  o;  d'ailleurs  on  a  A>B  ;  ainsi  l'état 
milial    du  mouvement  est  représenté  parla  figure  3,  où    l'on  a  Fig.3. 

Ul°z=6,  langDL°  =  cot^=^-^tangÊ,  ce  qui  donne  DL°>  L°P; 
dans  ce  même  cas ,  la  première  valeur  de  ~  (art.  i4)  étant  positive, 
les  premières  valeurs  de  cà  sont  positives. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  limites  de  a>  sont  +  yt*  et  — />t;  e'esl 
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pourquoi  nous  ferons 

tang  Où  =  tang  ju,  sin  ^ , 

^  étant  un  angle  qui  est  nul  lorsque  ^=0 ,  et  qui  croit  indéfiniment 
avec  le  temps,  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l'équation  précédente  on  déduit  une  valeur  de  cos  20),  qui, 
étant  substituée  dans  celle  de  sin'G  ,  donne 


sm 


Soit  donc  c»  = ; — ^r=— 1—  tang>,  on  aura  i  — •  c'*  = 

cos  7*  1  — m         o  '    ' 

ainsi  c  est  <  i ,  et  on  aura 

sinfcos-vj^ 


oos*C 


sin 


\/(i— c'^sin^%J/) 


On  donne  le  signe  +  au  second  membre ,  parce  qu'en  faisant  4/  =  o, 
on  doit  avoir  ô  =  ^. 

20.  Cela  posé,  la  correspondance  entre  les  quantités  «,  ô  et  «4/, 
pendant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  sera  telle  qu'il  suit: 

4  =  o°,       go°,       i8o°,       270°,       36o°, 

â)    =    0,  ffc,  O,       /A,  o, 

0  =  ê,         o,—  ^,  o,  Ç>. 

Dans  la  première  demi-oscillation,  le  point  L  parvient  de  L* 
en  B  ou  L';  en  même  temps  l'arc  LM  parvient  de  la  position  ini- 
tiale L'M"  à  la  position  L'M',  qui  fait  avec  le  méridien  l'angle 
DBM'=/>t.  Dans  la  seconde  demi-oscillation,  le  point  L  continue 
son  mouvement  de  nutation  de  L'  en  L'',  où  l'on  a  ô=  —  Ç>  \  en 
même  temps  l'arc  LM  revient  de  la  position  L'M",  dans  laquelle  il 
est  le  plus  éloigné  du  méridien,  à  la  position  L''M%  dirigée  dans  le 
sens  du  méridien.  Dans  la  troisième  demi-oscillation,  le  point  L 
revient  de  L*  à  L^  ou  B;  en  même  temps  l'arc  LM  s'écarte  du  méri- 
dien dans  le  sens  opposé  ,  et  parvient  de  la  position  L^'M*  à  la  po- 
sition L^M^  qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DBM'  =  /^.  Enfin , 
dans  la  quatrième  demi-oscillation ^  le  point  L  revient  de  L^  ou  B 
à  L%  et  l'arc  LM  revient  de  la  position  L^M^  à  la  position  L'xM*. 

De 
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De  sorte  qu'au  bout  de  deux  oscillations,  les  choses  sont  re'lablies 
dans  le  même  e'tat  qu'au  commencement  du  mouvement. 

Ces  mouvemens  d'oscillation  et  de  nulalion  ,  mesures  par  les 
variables  ca  et  9,  sont  d'ailleurs  indépendans  du  mouvement  du  mé- 
ridien lui-même  autour  du  point  D ,  lequel  est  mesuré  par  l'angle  (p. 

21.  Ces  résultats  supposent  a  <;  90°.  Si  Ton  a  a  >  90°,  soit 
ct=  i8o°  — et' ,  on  aura  et'  <;  90°. Par  celte  substitution,  l'équation  (1) 
sera  la  même  que  si  l'on  changeait  simplement  le  signe  de  &>,  et  qu'on 
mît  et'  a  la  place  de  et.  La  valeur  de  fx  étant  déterminée  semblable- 
ment ,  on  aura  /x  >>a',  et  les  limites  de  a  deviendront  —  (^.-f-a'), 
-\-  {f^  —  ^')f  de  sorte  que  l'étendue  d'une  oscillation  sera  toujours 
mesurée  par  l'arc  2/^;  et  si  l'on  fixe  Tépoque  du  mouvement  au 
milieu  d'une  oscillation,  cela  revient  à  faire,  dans  la  formule  primi- 
tive ,  a' =  o  ou  a  ==180°,  ce  qui  conduira  toujours  aux  mêmes 
résultats  que  nous  avons  trouvés.  En  effet,  on  voit  immédiatement 
que  la  valeur  «,=  180°  amène  l'axe  AM  sur  le  méridien  DL,  comme 
le  fait  la  valeur  a  =  o;  avec  cette  différence,  qu'au  lieu  du  point  M, 
on  doit  prendre  l'autre  extrémité  du  même  axe  principal,  dont  le 
moment  a  été  supposé  A  +  C. 

Second  cas   :  m — cos  2:t  =/?*. 

22.    Alors   l'équation   (  i  )    prendra  Tune  ou  l'autre  des  forme» 

suivantes  : 

.n         (m  —  cos  2fls  ")  cos^  V 

C0S»9=    ^^ -. -. r^, 

m cos  (  24) -f- 2«)     ^ 

.    ./\  m  sin^v  +  cos  2«  cosV  —  cos  C  o.m  +  2a  ") 

sin'8  = -^ — ■ ^^ — ^ , 

m COb  (  2«  4"  2*  ) 

où  l'on  voit  que  m  —  cos  (20)  + 2a)  doit  toujours  être  positif. 
Supposons  d'abord  et  <^  90%  et  soit  jul  un  angle  -<  90°,  tel  qu'on  ait 

cos  2|U.  =  —  ni  sur"  y  —  cos  2a  cos*^, 

on  aura  cos  (180° —  2|U) —  cos  net  =  (  w —  cos  2a)  s'in^y  =  ^"sin'^; 
donc /^  >•  90° — et.  Cela  posé,  pour  que  sin'^Q  soit  positif ,  il  faut 
que  cos  (  180° — 2jLi)  —  cos  (20)  +  2a)  ou  2  sin  (90° —  /.t+  <y-}-^)  > 
sin  (û)  4- a-f-/^  —  90°)  soit  positif.  Donc  «  positif  a  pour  limité 

4a 
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^  ^go°4-^  —  a) ,  et  éy  négatif  a  pour  limite  —  (  a  +^  —  go")  -,  à'oh 
il  suit  que  l'étendue  d'une  oscillation  est  encore  l'arc  2f/,  <  i8o'. 

25.  Si  l'on  prend  pour  époque  du  mouvement  le  milieu  d'une 
oscillation,  ce  qui  revient  à  faire,  dans  nos  formules,  et  =  90%  et 
qu'en  même  temps  on  fasse  ô  =  ^,  les  formules  deviendront 

m  -^  COS  2a      '  '^  2 

Fig.  4.  Le  cas  de   01  =  90°  suppose  L  =  90°;  ainsi  l'état  initial    du  mou- 
vement  est    représenté    par   la    figure  4  >    où    l'on    a    L°  1°  =  6 , 

lang  DL°  =  cot  ^=  q-^Tq  *^"g  ^>  ^*  comme  on  a  A>  C ,  il  s'ensuit 

que  DL°  <  I°L°.  Dans  ce  cas ,  la  première  valeur   de  ^  ayant  le 

même  signe  que  cos  201 — w,  est  négative  j  donc  les  premières  valeurs 
de  ca  sont  aussi  négatives. 

Puisque  les  limites  de  «sont  encore  — yu  et  +/a  ,  et  que  les  pre* 
®  mières  valeurs  de  00  sont  négatives,  nous  supposerons 

tang  ct)  ==:  —  tang  yw  sin  4  > 
et  il  en  résultera 

«  sin  S  cos  4* 

^^^  ^  -^    V/(i— c'^sin^-vî.)  ' 


,         ,  .  „       sin'^? — sinV       1 — m 

en  prenant,  comme  dans  le  premier  cas,  c''=  — ^^ — ;=-— tang  f/,. 

24.  Voici ,  d'après  ces  formules  ,  la  correspondance  qui  a  lieu 
entre  les  trois  variables  &>,  Ô,  4,  pendant  les  quatre  premières  demi- 
oscillations  ,  au  bout  desquelles  l'axe  AL  et  la  situation  du  corps  , 
à  l'égard  de  cet  axe,  sont  rétablis  comme  ils  étaient  au  commen- 
cement du  mouvement  : 

4  =  0°,         90%         180%         270%         56o°, 
a)  =  o,     —  jW,  o,  f^  ,  o, 

8  =  ^  ,  o  ,       —  e  ,  o  ,  C. 

Au  premier  instant,  l'arc  LM  est  dans  la  situation  L°M%  qui  fait  un 
angle  droit  avec  le  méridien  DL  ;  c'est  donc  alors  l'axe  AN  qui  se 
trouve  situé  dans  le  méridien.  Du  reste,  on  explique,  par  la  figure  4r 
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la  correspondance  des  mouvemens  d'oscillation  et  de  nulation,  comme 
on  l'a  fait  par  la  figure  3  dans  le.premier  cas. 

Si  l'on  avait  a>  go%  on  ferait  a=  180° — a',  et  on  parviendrait 
absolument  aux  mêmes  conclusions. 

25.  Il  re'sulte  de  l'analyse  préce'denle,  que  le  mouvement  d'un 
corps,  considéré  relativement  à  son  axe  moyen,  présente  deux  cas 
dont  voici  les  caractères  distinctifs. 

Premier  cas.  Dans  chaque  oscillation  il  y  a  un  instant  où  l'axe  Fig.  3 
moyen  AL,  l'axe  du  plus  grand  moment  AM,  et  l'axe  de  rotation 
instantané  AI  sont  dans  un  même  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet 
instant  est  le  milieu  d'une  oscillation,  époque  oii  l'axe  moyen  est 
dans  sa  plus  petite  ou  sa  plus  grande  distance  à  Tégard  de  la  direc- 
trice AD.  Les  formules  données  pour  ce  cas  (art.  19),  supposent 
que  le  temps  commence  à  une  de  ces  époques  où  le  point  L  est 
le  plus  près  de  D. 

La  distance  IL  étant  connue  au  premier  instant,  et  désignée  par  g, 
on  trouve  la  dislance  DL^go" — ^,  qui  donne  la  position  de  la 
directrice  AD  par  la  formule 

tang  DL  =  cot  ^  =  ^±^  tang  g- 

ainsi  on  a  toujours,  dans  ce  cas,  DL  >  IL. 

Connaissant  ^, qui  détermine  la  nutalion  de  l'axe  moyen,  on  a  la        * 
quantité  ^t,  qui  détermine  Tétendue  des  oscillations  par  la  formule 

sin  fj.  =  — - —  sm  b.  Celte  quantité  fx  est  toujours  plus  petite  que  b  , 
et  à  plus  forte  raison  plus  petite  que  go°;  et  puisque  ^-^^^^  '~b'> 
il  s'ensuit  qu'on  a  aussi  sin  //  <  t/^^^'~    \  Dans  ce  premier  cas , 

le  troisième  axe  principal  AN,  qui  a  le  plus  petit  moment  A +  B, 
ne  peut  jamais  se  trouver  sur  le  méridien  DL  ;  car  la  plus  petite 
valeur  de  l'angle  DLN  est  90°  —  ^,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Second  cas.  Si  l'on  change  B  en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  Fig.  4. 
qu'on  a  dit  du  premier  cas  s'applique  au  second.  C'est  donc  alors 
l'axe  du  plus  petit  moment  AN,  qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation, 
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se  trouve  dans  un  même  méridien  avec  l'axe  moyen  AL  et  l'axe 
de  rotation  instantané  AI.  L'axe  du  plus  grand  moment  AM  est 
toujours  à  une  distance  du  méridien  DL ,  qui  ne  peut  être  moindre 
que  go°  —  ft. 

Dans  ce  second  cas,  la  distance  DL  se  détermine  par  Téquation 

tang  DL  ==  cot  ê  =  g-njr  ^^"g  ^  > 
ainsi  on  a  toujours  DL  <<  IL. 

Au  reste,  ces  deux  cas  se  traitent  analyliquement  de  la  même 
manière  ,  puisque  la  permutation  des  lettres  B  et  C  change  m  en 
—  m,  et  qu'ainsi  les  formules  trouvées  pour  le  premier  cas,  s'ap- 
pliquent également  au  second ,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Une  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  l'on  aurait  m  — cos  2a  =  o. 

Troisième  cas  :  cos  2a  —  m  =  o. 

26.  Alors  l'équation  (i)  donne  &)  =  o;  ainsi  le  corps  n'a  aucun 
mouvement  autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux 
autres  variables  6  et  (p ,  il  faut  recourir  aux  équations  (2)  et  (3)  du 
n"  8,  lesquelles  donnent 

db  sin  2«  7 

cos  0  n  —  cos  Hti        ^ 

d<p  ==  Kdt. 

Il  en  résulte  d'abord  (p  =  R^,  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de 
l'axe  moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

„         .,        .  I,  f.  .       V^  s\n  au.  d&  .7, 

Ensuite  si  1  on  lait =  ^ .  on  aura 7  =  —  idt:  ce  qui 

n  —  cos  2«  '  cos  0  /  1- 

donne  ,  en  intégrant , 

l  tang  (45°  +  i  9)  =  Z  tang  (45»  +  iy)-~it, 
ou 

tang  (45" +  ^6)  =  e-Mang(45°+i;.), 

En  faisant  ^  =  00  ,  on  aura  ô  =  go°  ou  6  =  —  go°,  selon  que  i  sera 
négatif  ou  positif;  c'est-à-dire  selon  que  a  sera  plus  grand  ou  plus 
petit  que  go°.  Alors  l'axe  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD-, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
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CCS  axes  réunis  ,  continuera  de  se  faire  uniformément  avec  la  vitesse 

angulaire  -^^  =  K. 

Et  quoique  celle  re'union  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement 
qu'après  un  temps  infini,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  croît 
ou  décroît  l'exponentielle  e'',  permet  de  regarder  ces  axes  comme 
sensiblement  réunis  après  un  temps  assez  court. 

27.  Voilà  donc  un  nouveau  cas  très-remarquable  où  l'on  peut 
déterminer  exactement  et  d'une  manière  très -simple  le  mouve- 
ment d'un  corps  de  figure  quelconque  :  c'est  lorsque  la  valeur  ini- 
tiale de  l'angle  ILM,  que  nous  avons  appelée  L,  est  telle  qu'on  a 

cos  2a  =  m  =  — "T., „a — .  Celle  valeur,  combinée  avec  l'équalioa 

A-f-B,         T    j  T       BC— A^  ,        ,T       A— B    C-fA 

*^"g^  =  Â+C^^"S^^'^^""^^^'^L=Â(C=B)'^"  1^^<L=:--^,  -— . 

Ainsi ,  pourvu  que  l'axe  de  rolalion  primitif  AI  soit  placé  sur  l'arc  LT, 

déterminé  par  la  valeur  précédente  de  tang  L,  le  cas  dont  il  s'agit 

aura  lieu  :  l'arc  LI  pourrait  d'ailleurs  être  situé  de  l'autre  côté  de 

l'arc  LM ,  ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d'une 

solution  très-simple. 

28.  Ayant  développé  l'équàlion  (i),  qui  contient  la  loi  générale 
des  oscillations  du  corps  autour  de  l'axe  moyen ,  et  de  la  nutation  de 
cet  axe,  nous  allons  procédera  l'intégration  des  équations  (n)  et  (3), 
qui  feront  connaître  les  variables  a>,  ô  et  <?  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque /.  Il  suffira,  pour  cet  objet,  de  considérer  les  formules  de 
Tari,  ig,  puisqu'elles  renferment  celles  du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 

tang  Ce)  =:  tang  fJL  sin  %}/  ,     sin*//C  rrr  -^ —  sin"^ , 

sm  (j  ==  -— i-T^ ,      c'  =  — !— -  tang"  />t=  i , 

d'où  l'on  déduit 

(i  —m)  (j  —  c^sin'%1') 

cos  20)  —  m  = ,      ^    , : — r-^  « 

1  -f-  tang*/«sin*-4^        ' 

sic  ô  "*"    sin  Ç  '     1  -f-  tang^ju  sin"^ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équalion  (2),  où  il  faut  faire  a 

on  aura 

•m     tang^  di^ 


Kdt  = 


1 — m'    sinS"   '  \/(^i — c^sin!^-^)' 


d  ailleurs  K  =  — ^^^—  et  =  .    ,  „  :  donc  si  on  fait 


W  cos  £      A  —  B 


tang  fi   *  A  -f-  C  ' 


on  aura 


idt  =      '^ 


et  en  intégrant. 


V/(i  —  c^sia^'^J/)' 

it  =  E  (c,4)- 

Ainsi  étant  donne'e  une  valeur  quelconque  de  l'angle  ^j,,  on  pourra 
trouver  la  valeur  correspondante  du  temps  i,  et  réciproquement. 

2g.  Soit  T  le  temps  d'une  demi-oscillation ,  qui  est  aussi  celui 
d'une  demi-nulation ,  on  aura  ir  =  E'c,  et  par  conséquent  ce 
temps  pourra  être  déterminé  avec  toute  la  précision  qu'on  voudra, 
par  le  moyen  de  la  fonction  complète  F'c. 

Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figure  sphérique ,  la  quantité  i 
sera  très-petite  et  t  très-grand  ;  de  sorte  que  les  mouvemens  d'oscil- 
lation et  de  nutation  seront  très-lents. 

Soit  «4/'  la  valeur  de  -vj/  qui  répond  à  un  temps  quelconque  t'  <^  r; 
si  Ton  fait  en  général  t  =  2Â:r  zt  t',  k  étant  un  entier  quelconque  , 
on  aura 

4       =      2A-.i     Tfdb      r^'. 

La  constante  t  étant  une  fois  calculée  avec  toute  la  précision 
nécessaire,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  déterminera 
exactement  l'angle  4  pour  toute  valeur  de  t  multiple  de  r.  On 
pourra  même  déterminer  algébriquement  cet  angle  pour  une  infinité 
d'autres   valeurs  de  t ,    commensurables  avec  t;  car  on  sait  que 

l'équation  -  F'c  =  F  (c,  4)  est   résoluble  algébriquement,  toutes 
les  fois  que  -  est  rationnelle. 

3o.  Dans  tous  les  cas ,  on  pourra,  par  l'équation  /^  ;=  F  (<?,  4)  ? 
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déterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra  l'angle  -v]/  au  bout  d'un 
temps  quelconque  t  ;  l'angle  '\>  étant  connu,  on  connaîtra  la  distance 
go"—  6  de  l'arc  AL  à  la  directrice  AD,  et  l'angle  cù  ou  DLM  qui 
iixe  la  situation  du  corps  par  rapport  à  l'axe  AL ,  au  moyen  des 
formules 

•  .      û  sin  Ç  cos  4' 

tang  Cù  ■=.  tancr  u  sm  4  >     sm  0  =  —-. -^ 

où  il  faudra  se  rappeler  que  cà  est  toujours  compris  entre  les  limites 
fc  et  —  yW, ,  de  même  que  ô  entre  les  limites  -f-  C  et  —  Q. 

5i.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  Tangle  (p,  qui  fera  connaître, 
au  bout  d'un  temps  quelconque  t ,  la  position  du  méridien  DL.  Or  si , 
après  avoir  fait  a  =  o,  on  substitue  dans  l'équation  (5)  les  valeurs 

du  tang^  d-^ 

{cos  Q.a  —  7n  )  sin  Ô  (i  —  m  )  sin  £  *  ^(  i  —  c*  sin'-^/)  ' 

n  —  cos  2^  S=  72  -4-   I : r : r  • 

on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  observant  que     ^  ^"f-^ — — ^^° 

'  =  S^.[^FH)-n(.ang>,4)]. 

Dans  celte  formule ,  n  (  tang'u,  4  )  désigne  la  fonction  elliptique  de 
troisième  espèce,  dont  tang'/^  est  le  paramètre,  c  étant  d'ailleurs 
le  module  commun  aux  deux  fonctions  F  et  17. 

32.  La  valeur  de  <p  correspondante  au  temps  d'une  demi-oscil- 
lalion,  se  trouvera  en  faisant  4=90°;  si  l'on  désigne  cette  valeur 
par  $ ,  on  aura 

La  fonction  complète  H'  (  tang>  )  pourra  s'exprimer  par  des  fonc- 
tions elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  au  moyen 
de  la  formule  du  n°  96,  première  partie;  mais  pour  cet  objet,  il  sera 
bon  de  donner  une  autre  forme  à  cette  formule. 


356  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

35.  En  suivant  les  dénominations  de  l'article  cile' ,  soit  A  un  angle 

^         cot  ô  .  ,  .  cos  ô       ^  .  c  sin  ô 

tel  que  tang  A= -^,  ce  quidonne  smÀ  =  -^-p^  etcosA=:-^^, 
on  aura,  par  les  propriétés  connues, 

E(b,  6)  +  E(^,  A)  =  E'b  +  ^»sin9sinA. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  éliminera  F(^,ô)  et  E(^,  ô)  de  la 
valeur  de  FI'  (n,  c)  ;  puis  réduisant  d'après  l'équation  des  fonctions 
complémentaires,  on  aura  la  formule 

4^^n-(.,.)=Fv[«+E(4,A)-F(^A)]+F.VF(i,X), 

dans  laquelle  n  =  cot^ô. 

54.  Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  proposé,  il  faudra  faire 
B=i7r-f^,  b=:  3^,  ce  qui  donnera  tang  A=  -f-=^{-^) 

—^ ri'  (iaim^LL)==      F'cCsinCcotu— ^*cosasinA) 

sm/uCOStc         \        a  I    y  \ 

—  F'c[F(^,  A)— E(^,A)]  +  E'cF(^,A). 


J'observe  maintenant  que  la  quantité  sin  ê  cot /-t  —  Z'^cos/Asin  A  se 
réduit  d'abord  à  ^^  (i  —  Z-^sin^A)  =  ^^  (cos^A  +  c'sin'A);  elparce 

Il  'l'i'*  •>  COS  A 

que  c*  =  tane' a  cot' A ,   elle    se  réduit  ultérieurement  a  -r— 

z=. rr-  .  -~5-  :  donc  enfin  on  aura 

A'-— B^^      sinf  ' 

Par  cette  formule ,  on  peut  déterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra 
l'angle  $  que  décrit  l'axe  moyen  autour  de  la  directrice  AD,  pen- 
dant la  durée  r  d'une  demi-oscillation. 

35.  Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  (p  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque t ,  on  fera,  comme  ci-dessus  ,  t-=i2kx  ±  t' .  On  cherchera  , 
par  ce  qui  a  été  déjà  dit,  l'angle  4^',  qui  répond  au  temps  ^'  <  T; 

puis 
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puis  calculant  par  la  formule  générale  la  valeur  de  (p  qui  corres- 
pond à  l'angle  4'>  et  appelant  cette  valeur  9',  on  aura  généralement 

<p  =  2R$  zh  (p'. 

Ainsi,  au  moyen  de  la  seule  constante  <5  une  fois  calculée  avec  toute 
la  précision  nécessaire,  on  connaîtra  exactement  cp  pour  toute  valeur 
de  t  multiple  de  r  :  on  pourra  encore  déterminer  cp  algébriquement, 
et  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle,  si  t  est  comraensurable  avec  t; 
dans  tout  autre  cas,  on  déterminera  (p  par  les  formules  d'approxima- 
tion connues  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

55.  Nous  observerons  qu'il  y  a  un  moyen  très-sinjple  de  trouver 
la  valeur  approchée  de  la  fonction  FI  (tang',w,  -v^),  lorsque  l'ampli- 
tude "4/  n'excède  pas  i5  ou  20°.  En  effet,  on  a  en  général. 

Supposons  que  ^  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  remplacer,  dans 
le  second  membre,  {/(i  —  c'sin*^)  P^f  i  — ^6"sin='4'j  c'est-à-diré 
pour  qu'on  puisse  négliger  les  quantités  de  l'ordre  ^  c^sin^^l.. 

Alors  si   l'on   prend  un  nouvel  angle  ^  tel  que  tang  ^  =    ^""^^ 

le   second   membre    de   l'équation    précédente    aura    pour    valeur 

— j—  ^  cos  fA>  —  (———\  4  j  ce  qui  donnera   . 

Dans  le  même  cas  on  pourrait  faire  F  {'^)  =  (i-\-l  0^)-^^ — ^c'sin  2^. 
Développement  du  cas  particulier  où  Von  a  m  =  —  i . 

36.  Quoique  ce  cas  suppose  C  =  A,  et  retombe  ainsi ,  à  la  nota- 
tion près,  dans  celui  qui  a  été  traité  n'  i3  ,  cependant  le  nouveau 
point  de  vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement,  et  les 
intégrales  exactes  que  nous  obtiendrons,  ne  peuvent  que  répandre 
un  nouveau  jour  sur  cette  matière. 

43 
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'A-f-B 


Soitdoncw  =  —  i  ou  G  =  A,  on  aura  fz=:^ ,  cot  C=  tangg. 


W  sin  e,  et  les  variables  ct) ,  B,  (p  seront  donne'es- 


tan  g  4' 


par  les  e'qualions 

it  z=  n[/,         tang  Ç  : 

(p  =  ^L  —  ç 

tang  &)  =  tang  /a  sin  -vf, , 
sin  ô  =  sin  yW  ces 'xf,,     cos  G  cos  o)  =  cos  ^tt. 

Voici,  d'après  ces  e'qualions,  comment  on  de'lerminera  la  position 
du  corps  au  bout  du  temps  t. 

On  connaît  d'abord  l'arc  4  par  la  valeur  ^j,  =  i^,  et  l'arc  ^par 

l'ëquation  tang  ^  =  — -— ,  où  il  faut  observer  que  Ç  —  4  ^^^  ^^^"^ 

jours  moindre  que  90°.  Par  ces  deux  arcs  on  a  la  valeur  de  (p ,  qui 
détermine  la  position  du  méridien  DL.  On  a  ensuite  les  angles  6  et  ût) 
par  les  équations  sin  ô  =  sin  /ut,  cos  4  >  t^^g  ^  =  tang  /u  sin  ^  j  1^ 
première  fait  connaître  la  distance  DL  =  90°  —  0 ,  el  la  seconde 
donne ,  avec  le  signe  convenable  ,  l'angle  DLM  qui  détermine  la 
position  de  l'axe  AM,  et  par  conséquent  celle  de  tout  le  corps  par 
rapport  à  l'axe  AL. 

57.  Cette  solution  doit  revenir  au  même  que  celles  qu'on  déduirait 
du  n°  i5;  mais  comme  elles  paraissent  très-difterentes  au  premier 
coup  d'oeil,  il  sera  bon  d'en  démontrer  l'identité. 
Fig.  5.  Soit  BL°I°DM°  le  méridien  primitif  où  se  trouvaient,  lorsque  t=o, 
les  axes  AL,  AM,  et  l'axe  de  rotation  AI  aux  points  marqués  L°,  M°,  P. 
Supposons  qu'au  bout  du  temps  t,  les  axes  AL,  AM  forment,  avec 
la  directrice  AD,  le  triangle  sphériquc  DLM;  la  position  des  points 
L  et  M  sera  déterminée  par  ce  qui  précède,  au  moyen  des  élémens 
BX  =  (P,  XL  =  6,  DLM=:«,  LM  =  9o°. 

Dans  le  triangle  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  90°,  on  a  cos  DM  = 
cos  DLM  sin  DL  ==  cos  a>  cos  9  =  cos  ju  ;  donc  DM=^.  Donc  l'axe 
principal  AM  (celui  qui  n'est  point  semblable  aux  deux  autres)  esi 
toujours  également  incliné  à  la  directrice  AD, 
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Le  même  Irianele  donne  sin  MDL  =     .    ^„    =  ?^^  :  mais  les 

"  sin  DM  sm  f<,  ^ 

formules   tang  cej  =  sin  4  ^^ng  yw  ,  tang  -vf,  =  cos  fx  tang  t,  donnent 

$in  ^  =  -7-^;  donc  l'angle  ^  est   e'gal   à  l'angle  MDL,   ou  à  sou 

supple'ment  MDx.  Or,  lorsque  i  =  o,  le  point  M  e'iant  en  M%  c'est 
le  supplément  MDo:  qui  devient  zéroj  donc  on  a  en  géne'ral 
^  =  MDo:. 

Il  suit  de  là  que  l'angle  MDM%  parcouru  par  l'axe  AM  autour  du 
pôle  D  dans  le  temps  ï,  =  (p  -}-  ^  ;  de  sorte  qu  on  aura 


MDM°  =  <?)  -h  C 


2A  4     2A        W^  sin  e 

A — B  *  cos^         A-f-B  *     cos  f* 


Donc  Taxe  AM  se  meut  uniforme'ment  autour  du  point  D  avec  la 

«,                      1   •          2 A        W  sin  i  2 A  o 

Vitesse   angulaire  -— -^  . :  et  parce   que  -—m  =  cot  Q  cot  € 

W  cos  £ 
=  col  ^  col  6,  cette  vitesse  peut  aussi  s'exprimer  par  — : . 

Enfin  ,  le  même  triangle  DLM  donne  encore  sin  DML  = 
sm  DL  sin  MDL  =  cos  8  s;n  ^  ==  — -  .  -. —  =  — ^-  ==  sin  4  ;  et 

cos  a     sin  fc         tangt*  ' 

puisque  l'angle  DML  estze'roen  même  temps  que  -^,  on  a  DML=4- 
Donc  le  corps  tourne  uniformément  autour  de  l'axe  mobile  AM,  dans 

le  sens  CB,  avec  une  vitesse  angulaire  —  =     ~    W  sin  e. 

Ces  mouvemens  sont  pre'cise'ment  ceux  que  nous  avons  indique's 
n*  i5,  pourvu  qu'on  e'change  entr'elles  les  lettres  A  et  B,  afin  que  la 
supposition  actuelle  C  =  A  revienne  à  celle  du  n°  i3,  G  =  B. 

application  des  formules  au  second  cas  du  problème  ,  art.  25. 

38.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  celui 
où  Taxe  du  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque 

oscillation,  dans  le  même  plan  avec  l'axe  moyen  AL  etla  directrice  AD. 
Venons  maintenant  au  second  cas,  où  l'axe  du  plus  petit  moment 
AN  est  celui  qui  se  trouve  périodiquement  dans  le  même  méridien 
que  l'axe  moyen  AL  ,  tandis  que  Taxe  du  plus  grand  moment  reste 
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toujours  éloigné  de  ce  méridien  à  une  distance  qui  n'est  jamais 
moindre  que  go°  —  i^. 

Il  suffit ,  pour  la  solution  de  ce  second  cas,  d'échanger  enlr' elles  les 

lettres  B  et  C  ;  et  comme  on  suppose  constamment  m=  — j^tzz^i — > 

afin  de  conserver  l'ordre  de  grandeur  C  >  A  >  B ,  il  faudra  en  même 
temps  changer  le  signe  de  îii.  Par  Teflet  de  cette  permutation,  la 
constante  i  deviendrait  négative  j  ainsi  il  convient  de  changer  le  signe 
de  4'?  ce  qui  change  en  même  temps  le  signe  de  œ ,  comme  l'exige 
la  nature  de  la  question  (art.  23).  Cela  posé  ,  voici  les  formules  paï 
lesquelles  on  déterminera  la  situation  du  corps  et  les  vitesses  de  ses 
dififéréns  mouvemens  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

A  -4-  R 

5g.  Connaissant  Q  par  l'équation  cot^  =:  ^      ^  tangg,  on  trouvera 

l'angle  />t.  <<  90°  par  la   formule  sin''yM.= sin'^  =  r'— B^^^*^'^' 

Faisant  ensuite 

W  cos  £      C  —  A 


tang^     *  A  -f-  B  * 
on  aura  l'équation 

it  =  F(c,4), 

qui  servira  à  déterminer  t  par  -nJ^j  ou  réciproquement  -n]^  par  t.  Soit  r 

le  temps  d'une  demi-oscillation,  on  aura  t  =  -  F'c. 

Connaissant  t  avec  toute  l'exactitude  nécessaire,  on  pourra  sup- 
poser qu'un  temps  quelconque  i,  aussi  grand  qu'on  voudra,  soit 
représenté  par  la  formule 

«  =  2At  ±  t', 
k  étant  un  entier,  et  t'  un  temps  <;  t.  Soit  -],'  la  valeur  de  -\,  qui 
répond  au  temps  t'^  ensorle  qu^on  ait  it'  zziz'F  [c ,  4/')  ,  on  aura  en 
général , 

4  ==  2A-.|7r  rt  4'. 

4/  étant  connu,  on  déterminera  la  distance go°  —  ô  de  l'axe  moyen 
AL  à  la  directrice,  et  l'angle  cù  que  fait  l'arc  LN  avec  le  méridien 
DL,  par  les  formules  suivantes  : 

/i  sin  ?cos  -J/  .  .  •       I 

''"^  =  7(r=r^^>     tanga,=— tung^_sm4^ 
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où  l'on  a  6*  =  tang'^.  Ces  formules  détermineront  toujours 

B  ei  ù)  sans  ambiguïté,  parce  qu'on  sait  que  ô  est  compris  entre  les 
limites  +  ^  et  —  ^,  de  même  que  co  entre  les  limites  +/>t  et  — /u; 
d'ailleurs  il  faut  se  rappeler  que  û)  négatif  suppose,  comme  dans  la 
figure  2  ,  l'angle  DLN  formé  du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se 
porte  l'axe  AL  par  son  mouvement  autour  du  point  D ,  et  que  o)  positif 
suppose  l'angle  DLN  formé  de  l'autre  côté  de  DL. 

40.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  position  du  méridien  DL, 
ce  qui  se  fera  par  l'arc  BX  =  tp,  dont  la  valeur  est 

^  ==  ilïïf^  [^  F  (- ,  +)  +  n(tang>,  c,  4,)], 

en  supposant  toujours  7i  =  ^"^^^-  ,  et  '~  =  -^. 

Si  l'on  appelle  O  la  valeur  de  <p  correspondante  à  4  =  90%  ou  au 
temps  d'une  demi-oscillation,  on  aura 

^  =  -^ F'c  —  H'  (tane»a,  c)     : 

et  en  prenant  un  angle  auxiliaire  Ad'après  l'équation  tangA=i/(^^-t^V 
on  aura 

l_        C^ — 1>"  sin^ticos^     '         ^     '      -'_] 

—  F(Z',A).(F'^— E"c). 
Soit,   comme   ci-dessus  ,   t  =  2kr  =b  t' ,  on  aura   (p  =:  2A<I>  d=  <p', 
<p'  étant  la  valeur  de  (p  qui  correspond  au  temps  t' ,  ou  à  l'angle  •\>' 
déjà  déterminé. 

Formules  particulières  pour  le  cas  oit.  l'axe  de  rotation  primitif  est 
très-près  de  Vaoce  du  plus  grand  moment  AM. 

41.  Alors  il  faudra  supposer  €  =  ^7r  —  é" ,  S'  étant  une  quantité 
tres-petite,  dont  on  pourra  négliger  les  puissances  supérieures  au 
second  ordre.  Appliquant  donc  les  formules  du  premier  cas,  on  aura 
d'abord  les  valeurs  suivantes  : 


542  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

d'où  il  suit  que  la  nutalion  de  l'axe  AL ,  et  les  oscillations  du  corps 
autour  de  cet  axe,  seront  très-petites  de  l'ordre  «T. 
On  aura  ensuite 

.__A-B     WsinJ;_^    /(^^     C-B\    (^ C(C4-A)  A 

^  — ÂTG*  tang^  —  ^^V  \A-i-B'C+B/''V  (C+B)  (A-f  B)  ^  P 

et  l'équation   «7  =  F  (c^  •\)  •=  '\  {\ -\- \  c^)  —  ^  c''  sin  24  donnera 
réciproquement 

4  =  (  I  —  \e)  il'\-\c''û\i  2it. 

On  en  tire  le  temps  d'une  demi-oscillation 

et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  précision  des  quantités 
du  second  ordre,  on  aura  en  général 

L'angle  4/   étant  connu  pour  un  temps  quelconque ,  on  aura  les 
valeurs  de  où  et  Ô,  savoir: 

cà  •=.  fM  sin  4     et     6  =  ^  cos  -^f. 

42.  Enfin  la  valeur  de  cp,  au  bout  du  temps  t,  sera  donnée  par 
la  formule 

(p=:W^(i-icr»+^^^)+i^/^(4~^sini4), 

oii  l'on  pourra  substituer  la  valeur  4  =  '^• 

Soit  ^  l'angle  décrit  par  l'axe  AL  autour  de  la  directrice,  pen- 
dant le  temps  r  d'une  demi-oscillation,  on  aura 

O  —  Wr  (  1  —  i  J^  '  +  i  ^0  H-  i  ^  A^  •  ^' ^ . 

ou  ,  en  substituant  la  valeur  //./  =  .     ^  cTW , 


O 


=  WT(I-lc^^^-^a)  =  WT(I~i^^^). 


Ainsi  l'axe  AL  tourne  autour  de  la  directrice  AD  avec  une  vitesse 
très-peu  différente  de  la  vitesse  angulaire  initiale  W.  Cela  s'explique 
en  observant  que  l'axe  de  rotation  primitif  AI  est  très-rapproché  de 

la   directrice   AD,  puisque  la  dislance   DI  ==  cT  —  ^  =  Â+C  '^'* 
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quanlité  qui  sera  très-petite,  même  par  rapporta  cT,  si  Ton  suppose 
le  corps  peu  éloigné  de  la  figure  sphérique,  ou  A — B  très-petit 
par  rapport  à  A+G. 

Au  reste,  on  voit  que  dans  le  même  cas,  le  temps  d'une  oscillation 
représenté  par  2T  est  très-grand,  puisqu'en  négligeant  les  quantités 
de  l'ordre  S"",  on  a 

W  V  VA.— B     C— B/* 

Ayant  déterminé  la  constante  O  avec  toute  la  précision  nécessaire, 
on  pourra  mettre  la  valeur  générale  de  <p  sous  cette  forme, 

(0  =  -  O  — .  ;i-  b  A*  sm  — . 

Ainsi  l'on  voit  qu'il  ne  s'en  faut  que  d'une  très-petite  quantité 
\  QfjL  sin  —,  que  le  mouvement  de  l'axe  AL  autour  de  la  directrice 

ne  soit  uniforme.  Lorsque  t  sera  un  multiple  de  r,  on  aura  exac- 

t 
tement  (p  =  -  $. 

T 

Cas  où  le  mouvement  est  le  plus  conipliqué. 

45.    La  valeur   de    c*   étant   exprimée  directement   par   l'angle 

donné  e,  on  a 

1  ,    C  — B    C-f-A  , 

>^  =  '  +  c  + B  •  c=:â  ^^°§;'- 

De  là  on  voit  que  c  est  d'autant  plus  près  de  l'unité,  que  l'axe 
de  rotation  initial  est  plus  près  de  l'axe  moyen,  cas  où  la  distance  £ 
est  très-petite  sans  être  nulle.  Comme  on  a  d'ailleurs  C >  A  >■  B,  il 
en  résulte  (C  — B)  (C  +  A)>(C  +  B)  (C  — A);  ainsi,  dans 
aucun  autre  cas,  on  ne  peut  avoir  c  très-peu  différent  de  l'unité. 
Dans  ce  cas  donc  la  nutation  de  l'axe  moyen  est  de  près  de  180°,  et 
les  oscillations  autour  de  cet  axe  sont  les  plus  grandes  qu'il  est  pos- 
sible. Ainsi  le  mouvement  du  corps  sera  d'autant  plus  irrégulier, 
que  Taxe  de  rotation  initial  sera  plus  près  de  l'axe  moyen. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'axe  de  rotation  initial  est  fort 
près  de  l'un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a  déjà  vu,  dans 
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les  art.  4i  et  42,  et  on  de'montrera  plus  en  détail  dans  la  suite, 
qu'alors  le  mouvement  du  corps  est  presqu^uuiforme ,  et  que  l'axe 
de  rotation  ne  varie  que  Irès-peu. 

Il  y  a  cependant  un  cas  [n.°  2j)  où  l'axe  moyen  s'approche  con- 
tinuellement de  la  directrice,  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  au 
bout  d'un  temps  assez  court  j  de  sorte  qu'après  la  réunion  de  ces 
deux  axes  ,  le  mouvement  devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté ,  et 
celui  où  l'axe  de  rotation  initial  serait  précisément  l'axe  moyen ,  un 
corps  ne  peut  tourner  d'une  manière  sensiblement  uniforme  autour 
de  son  axe  moyen.  Si  donc  un  corps  paraît  avoir  un  mouvement 
presqu'uniforme  autour  d'un  axe  sensiblement  fixe,  cet  axe  ne  peut 
être  son  axe  moyen.  Les  planètes,  les  comètes,  et  en  général  tous  les 
corps  sujets  h  quelque  variation,  ne  tourneront  jamais  uniformément 
autour  de  leur  axe  moyen. 

Seconde  solution  ,  AL  étant  l'axe  du  plus  grand  moment. 

44-  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité,  par 
les  formules  précédentes,  qui  supposent  w  <  i  ,  il  ne  sera  cependant 
pas  inutile  d'examiner  aussi  le  cas  de  m  ^  i  :  les  formules  qu'on 
trouvera  dans  ce  cas  seront  plus  immédiatement  applicables  au 
mouvement  de  rotation  des  planètes.  Mais  pour  ne  pas  entrer  dans 
des  détails  superflus,  nous  supposerons  qu'onaC>B>A;  alors 
l'axe  AL  aura  le  plus  grand  moment  d'inertie  B  +  C  ;  l'axe  AM, 
dont  le  moment  d'in»crlie  est  A  +  C  ,  sera  l'axe  moyen,  et  l'axe  AN 
aura  le  plus  petit  moment  A+B.  Dans  cette  supposition,  la  quantité' 

jn=.^'^f~Z-^ —  sera  toujours  positive  et  plus  grande  que  l'unité. 

Cela  posé,  l'équation  (i)  donne 

.      A  771  sin='y  +  cos  2«  cos^y — cos(26;  +  2«) 

sin'b  = 7- i c , 

m  —  cos  (  2<a  4*  2«  J 

çt  elle  offre  trois  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  m  sm'^y -}-  cos  2a  cos*;.- <<  i. 

45.  Comme  le   dénominateur  ?n  —  cos  (  2:y  +  2a)  est    toujours 

positif. 
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positif,  il  faut  que  le  nume'rateur  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  que 
û)  ne  s'elende  pas  de  6°  à  180°.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut 
faire  que  des  oscillations  autour  de  son  axe  principal  AL, 

Pour  en  déterminer  l'étendue,  on  prendra  un  angle  //.  <<  go°, 
tel  qu'on  ait 

cos  2^  =  —  771  sin^y  —  cos  20,  cos*y; 

cette  valeur  donne  cos  (180° — 2//-)  —  cos  2a  =  (/« — i)sin*^,  quantité 
positive;  donc  /^>  go° — et.  Maintenant  pour  que  sin^ô  soit  positif, 
il  faut  que  cos  2^-|-cos  {icù-\-2ct)  ou  2  cos(ût)-|-a-j-/>t,)  cos  (a-f-a — ^^) 
soit  négatif;  donc  co  positif  a  pour  limite  +  (go°  —  et  -f-/w)  ,  et  «  né- 
gatif a  pour  limite  —  (a 4-/* — 90°)  ;  l'étendue  de  chaque  oscillation 
est  donc  l'arc  2fjL  <  180°. 

45.  On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement ,  le  milieu 
d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  a  =  go°.  Soit  alors  9  =  ^,  et 
on  aura  les  équations 

cos''  0  ==:  ^^ — -, — ,     sin'u  =  —^ —  sm*b . 

m  4-  cos  2.6Û    '  '  2. 

Ce  cas  suppose ,  comme  on  vok,  sin  Q  <  \/(—Trj  ^  \/(r'— aO^ 

et  puisqu'au   commencement  du  mouvement  on  a  a  =  go"  =  L , 

cot  ^  =  ^^        tange,il  faut  qu'on  ait  aussi  tang6>  t/(gTrÂ  '  r_p)' 

c'est  le  symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  l'équation  précédente  on  déduit 

sm»8=  ,  ,      /^   , -.-r-, 

i  (  m  4-  I  )  —  sin"«  ' 

et  réciproquement , 

.    „  771+1      sin^Ô — sin^fl 

sm"  cà  — 


*     2      '         cos'ô 

Soit  sin  9  =  sin  ^  cos  4  ,  et    c«  =  ^î^::^  tang"  ^  =  i  —  ^, 
on  aura 

„•     ,    sin  |e«  sin  4  cos  ?  1/(1 — c'sin*4") 

\/{\  —  tin'to  coa^4  )  '  \/  (  1  —  sin'C  co3^4) 

On  a  mis  le  signe —  à  sin  cû,  parce  qu'en  faisant  i  =  o  et  û>  =  o,la 
première  valeur  de  jj  (n°  i4)  est  négative. 

44 
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D'après  ces  formules,  la  correspondance  entre  w,  9  ei-^  dans  les 
quatre  premières  demi-oscillations,  est  telle  qVon  le  voit  ici: 

4  =  o%         90°,         180°,         270",         36o°, 
9  =  ^,  o,       —  €  ^  o,  €  f 

û)  z=  o  ,    —  f^  ,  o  ,      -i-  M'  9  ^• 

46.  Maintenant,  si  dans  Téqualion  (2)  du  n°  14,  on  fait  a  =  90% 
et  qu'on  substitue  la  valeur  de  -r-^  lire'e  des  formules  précédentes, 

on  aura 

71  —  m         s\n  ju,  d^ 


Kdt  = 


m-\-i  '  siniJcos?'  \/{^\  —  c'-'sin^-v}-)* 


_,  .,,  T7-  W  cos  £  ^  p       A-f  B  ,  .n — m         A+B 

D'ailleurs  on  a  R  =  -^-,  cot  C  =  j^^^tang  6,  et;^^-^^  =  ^::^; 

donc  si  l'on  fait 

WcosECosS     C— A        ^TTj    .  //C— A     C— B\ 

^  =  — ihr7—  •  Â+-B=^^^^"^  V(c+Â  •  c+b;> 


idt-^  ^ 


on  aura 

^(;i_c^sin='4)' 
et  en  intégrant , 

iV  =  F  (c,  4)- 

Soit  T  le  temps  d'une  demi-oscillation  ou  celui  d'une  demi-nula- 
tion  ,  on  aura  t  =-^  F'c;  en  général,  si  Ton  fait  Z  =  2^Tdz^',  A  étant 
un  entier,  et  i'  <  r,  on  aura 

.  4  =  2k,l  TT  db  4^, 
4'  étant  déterminé  par  l'équation  zV  =  F  (c,  4')- 

Si  -  n'excède  pas^,  on  aura  d'une  manière   suffisamment  ap- 
prochée, 

c/i'r=  logtang(45°  +  ^c4'), 

ce  qui  servira  à  déterminer  fort  simplement  4'  P^i'  1^  moyen  de  t' , 
et  réciproquement. 

On  pourra  donc  connaître,  par  ces  formules,  aussi  exactement 
qu'on  voudra;  l'angle  4  <îui  répond  à  un  temps  t  quelconque,  et  on 
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voit  que  cet  angle  augmente  proporlionnellement  au  temps,  toutes 
les  fois  que  t  est  un  multiple  de  t. 

L'angle '\[.  étant  connu,  on  connaîtra,  par  les  formules  précédentes, 
les  quantités  <w  et  ô  qui  déterminent  la  position  de  l'axe  principal  AL 
par  rapport  à  la  directrice  AD,  et  celle  du  corps  par  rapport  à  son 
axe  principal. 

47.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  <p ,  qui  fixe  la 
position  du  méridien  J)L  dans  l'espace.  On  a  pour  cet  effet  l'équa- 
tion (3)  ,  savoir, 

sin  â  ' 

qui  devient 

sinCcos^VC— A  •  \/(i— c^àin^4)  "^  (i -}-tang^osin*4;  |/(i— c-'sm^4)y  » 
et  dont  l'intégrale  est 

Soit  0  la  valeur  de  (p  lorsque  ^[/  =  go°,  on  aura 

Pour  avoir  la  valeur  de  W  (  tang*  C,  c),  on  observera  que 
c*  = ——- Idivx^'' Q  ;  ainsi  en  procédant  comme  dans  l'art.  33,  et 
faisant 

.a„gX  =  i.a„gC=^(,-i-)=^(^:), 

On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  de  <^. 
Faisant  ensuite  t  =  2kr  zt:  t',  ou  ^  =  2A-.f  77-  ±  d'^  on  aura 

(p'  étant  la  valeur  de  <p  correspondante  à  4^. 


on  aura 

si 
sin  i 
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!  Second  cas  :  m  sin^y  +  cos  2a  cos'j/ >«  i." 

/^8.  Dans  ce  cas  on  voit  par  l'équalion  (i),  que  cû  n'a  plus  de 
limites  ,  et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dans  le  même  sens 
autour  de  son  axe  principal  AL.  Si  l'on  prend  pour  époque  du 
mouvement  l'instant  d'une  révolution  où  l'on  a  a  =90*'  et  0:=:^, 
l'équation  (i)   donnera 

cos*6  =  -î: . 

m  -f-  ces  Q.6) 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  0  =  o;  c'est-à-dire  que  l'axe  AL  qui  fait, 
au  commencement  du  mouvement,  un  angle  aigu  go° — C  avec  la 
directrice  AD,  ne  pourra  jamais  faire  un  angle  droit  avec  cette  direc- 
trice. Soit  C  la  plus  petite  valeur  de  S  ;  cette  valeur  aura  lieu  lorsque 

cos  2ct)  =: —  I  ;  ainsi  on  aura 

,  /o,  m  -4-1  .  o 

cos*  G'  =  — ——  cos*  b . 

m  —  1 

49.  Ayant  fait  a  =  90°,  les  formules  de  l'état  initial  du  meuve- 

A  -X—  R 

ment  donnent  cot  ^  =  jTXt^  tang  £ ,  et  par  conséquent  DL°  <  I°L°  ; 

Fig. /{.  cet  état  est  représenté  par  la  fig.  4>  ^^  ^'on  voit  qu'à  cause  de 
a  =90°,  il  faut  qu'on  ait  aussi  L  =  90°,  et  qu^ainsi  l'axe  AN  du 
plus  petit  moment  se  trouve  en  N°  sur  le  premier  méridien  DL°. 
Pn  voit  en  même  temps,  par  la  formule  du  n°  14 >  que  la  première 

valeur  de  -^  est  négative,  et  qu'ainsi  où  est  toujours  négatif;  c'est-à- 
dire  que  pendant  que  Taxe  AL  tourne  autour  du  point  D  dans  le 
sens  BC,  le  corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l'axe  AL  dans  le 
sens  opposé  GB. 

D'après  cette  observation,  soit  tang  o)  =  —  h  tang'vf.,  h  étant  une 
constante  que  nous  déterminerons  de  manière  à  simplifier  les  for- 
mules ;  en  faisant  cette  substitution  on  aura 

•       ^^^  ^  (  m  4-  1  )  cos^4 -Km  —x)h^  sin»  4* 

c,    .     ,  „        m  + 1  7  cos  b' 

Soit  /î'  =  — —-,  ou  h  =  — ^,  on  aura 

jn  —  1  '  cos  &  ■' 


cos»  9  =  cos*  C  cos*  4  H-  COS*  Q'  sin*  4  » 
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sin*Ç' 


et  si  l'on  fait   c^^iCh" —  i )  col"C  =  — ^  001"^=  i  —  ^^,  on 


aura  aussi 

sin''  6  =  sin=^^  (  i  —  <?•  sin'4). 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  «y  et  de  9  en  fonctions  de  'vj,  ; 
sur  quoi  il  faut  observer  que  6  est  toujours  compris  entre  les  limites 
C  et  Q',  mais  que  cù  négatif  croît  continuellement  avec  '^ ,  ensorte 
que  la  difïerence  -^/-f-ce),  déterminée  par  l'équation  tang  («xf, -{- «y) 
(h  —  1  )  sin  QxL  ...  I 

=  —  r~, — ^ — -r,— :r-^ r ,  est  touiours  plus  petite  que  qo". 

h-}-  i  —  (^  —  i)  cos  2-4,  '  r         r  -1       j 

5o.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  l'équation  (2)  la  valeur  de 
a>  tirée  de  l'équation  tang  cù  =  —^  h  tang  •^'j  et  celle  de  sin9  en 
fonction  de  4?  ce  qui  donnera 

TTT, ("—  rn)  h  d^ 

^^  Tr  WCOSE         ^    n 771  A-f-B  .        j 

Or  on  a  K  =  — r-^s-  et  — r—  =■  t — r  'y  soit  donc 

sm  w  771+1  L — A 

*=WC0S..;^-P5y/(^=WC0S.^(^-.^-), 

€t  on  aura  en  intégrant, 

it  =  F  {c,  >|/). 

Si  l'on  fait  >[/  =  go%  t  sera  le  temps  d^une  nutation  dans  laquelle 
B  passe  de  la  valeur  ^  à  la  valeur  ê',  ou  réciproquement;  soit  T. 
ce  temps ,  on  aura 

i 

Lorsqu'il  y  aura  peu  de  différence  entre  les  quantités  C,B,  A, 
ce  qui  a  lieu  lorsque  le  corps  est  composé  de  couches  peu  éloignées 
de  la  figure  sphérique ,  la  quantité  i  sera  très-petite,  et  le  temps 
d'une  nutation  sera  fort  grand;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  de 
nutation  sera  très-lent. 

Si  -  est  un  nombre  entier,  on  aura  exactement  ^|/  =  |7r.-, 
et  par  conséquent,  w  =  — «vl/^  —  ^tt.-.  On  voit  par  conséquen>t 


55a  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

que  le  mouvement  particulier  du  corps  autour  de  son  axe  AL ,  dans 
le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  sera  très-lent,  puisqu^il  ne  décrit 
no°  que  dans  le  temps  r,  qui  est  celui  d'une  nutation;  mais  ce  mou- 
vement s'exécute  toujours  dans  le  même  sens ,  c'est-à-dire  en  sens 
contraire  au  mouvement  de  l'axe  AL  autour  du  point  D. 

5i,  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  dernier  mouvement 
mesure  par  l'angle  (p  ;  or  on  a 

,donc 

J    _A-fB     Ji__  dl  h        J4.(i— c'sinH)"^ 

^P  —  C^^^Â'  sinS  '  \/(i— c^am-'4)  "^  sin  C  *  i -j-C/i^— i  )  siaU' 

et  en  intégrant, 

Soit  O  la  valeur  de  (p  lorsque  ^j/==9o%  on  aura 

Mais  par  la  formule  du  n°  35,  on  trouve 

sm  te  cos  Ç     ■     >  o      ^      /         l_     sin  &  \    ?     /_j 

Dadleurs   la    quantité   -:— 5 ;?  .  -^ -r-  +  ■ ^-^—  se    réduit   a 

1  sin  b  cos  o       Ci  —  A  s  in  £ 

cosê'cot(ê+6  —  i'7r);donc 

O  =  [cosê'cot(^-f-g~|'7r)  +  E(^,  Ç)]FV 
—  F  (^,^),(F-c  — E-c). 

52.  Si-  est  un  entier,  on  aura  (p  =  -€>;  ona  en  même  temps, 

J,  =i^  TT.-j  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement 

au  bout  d'un  temps  quelconque  t ,  multiple  du  temps  r  d'une  nu- 
tationj  on  pourra    déterminer    exactement   cette   même  situation 
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lorsque  -  sera  rationnelle ,  par  les  proprie'tés  connues  des  fonctions 
elliptiques. 

En  gëne'ral ,  soit  t  =  2kr  zfc  t' ,  k  e'tant  un  entier ,  et  «'  <  ^,  on  aura 
4  =2^.i  TT  ±  4'?  et  (p=:2A-.0  =i=  <p',  4'  étant  la  même  fonction 
de  t'  que  4  est  de  t,  et  <p'  la  même  fonction  de  4'  que  <p  est  de  4- 

Au  reste,  si  —  est  une  fraction  plus  petite  que  ^ ,  on  aura,  avec 
une  exactitude   suffisante , 

cit'  =  l  tang  (  45°  +  ^  c4')  ; 
4'  étant  connu ,  on  en  de'duira 

tang  a>'  =  —  h  tang  4', 
sin^Q'  =  sin^^  cos=4'  -f  sin'^^'sin*4', 

ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  t. 

Du  cas  oîi  l'axe  de  rotation  initial  est  ti-es-près  de  Vaxe  du  plus 

grand  moment  AL. 

53.  Alors  l'arc  e  est  très-petit;  et  si  on  rejette  les  puissances  de  g 
supérieures  à  la  seconde,  les  quantités  C  et  C,  qui  de'terminent  l'éten- 
due de  la  nulation  de  l'axe  AL,  seront  ainsi  exprimées  ; 

de  là  on  tire 

fi       f>t        A  +  B,,  ,  C  — B        £ 

^ -^  =  B  + c  (^^-0  ^  =  b:i:^  .  npT- 

Si  la  différence  G  —  B  est  beaucoup  plus  petite  que  B —  A,  ainsi 
que  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre,  A  sera  très-peu 

différent  de  l'unité,  et  on  aura  ^—  ^'  =  ^^  '-^\^^  sorte  que  l'arc 

de  nutalion  ^ —  ^'  sera  beaucoup  plus  petit  que  €.  Dans  la  même- 
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hypothèse,  on  aura 

•^  ,  ^sin'S'  __  C  — B     B+A  ^ 

^  ^  sin'C  C-f-B*B  —  A^» 

'  =  w(.-i.-)v/(§^^.|=^), 

/^  =  F  (c,  4)  =  (^i  +  ^)  4  —  f  c»  sin  24, 
4  =  ùfi  —  ^  j  +  ^  sin  2it. 

54.  Désignons  toujours  par  r  le  temps  d'une  nutalion,  ou  celui 
pendant  lequel  le  corps  fait  un  quart  de  révolution  autour  de  son 
axe  AL  ,  on  aura 

r  =  |^(.+..+  ,.)^(§±^.|±^), 
et  l'expression  de  4  pour  un  temps  quelconque  t  deviendra 

4  =  ^7r.;^-ic»sin^; 
4étantconnu,onaura9par^e'quationsin'9=sin''^cos*4^-sin''ê'siu'4; 
et  comme  on  peut  négliger  le  carré  de  ^ —  C,  on  aura  avec  une 

exactitude  suffisante , 

6  =  ^  —  (^— ^')  sin*4. 

Quant  à  l'angle  o),  il  est  donné  exactement  par  l'équation  tang  « 
=  —  A  tang  4  ?  ou  d'une  manière  approchée  par  la  valeur 

«  =—  4  —  l(§Èr5  ''"  ""+' 

si  toutefois  C  —  B  est  très-petit  par  rapport  à  B  —  A. 

55.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  (p.  Pour  cela ,  nous  remar- 
querons que  la  formule  du  n°  5i  peut  se  réduire  à 

^  '       6in  10    1  -|- (/z" — i)sin*-N}. 

Or,  l'équation  tang  û)  =  — /^  tang  4  donne  û?a)  =  —  ^^  ^f^^_^-^j--^, 
et  par  conséquent,  (A* — i)  fdco  sm"'^  =  — 7^4  —  ^;  donc 

Or 


'S' 
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Or  on  a  c*=  C^»-i)  cot"^;  donc  1^  .  H±^  =  i^^  (H  +  «); 

^  '  /2^ —  i        sin  b  sin  b    ^      '     '       ''  ' 

d'ailleurs  comme  cos"^  est  une  quantité'  très-petite  du  second  ordre, 
cette  quantité  se  réduit  à  ~  cos^^  (A^(/^-aJ).  On  peut  semblablement 

réduire  ^-^  à  &)  (i -f- ^cos»^);  ainsi  l'intégrale  précédente  devient 

—  «(i  4-TCos»^)-f-icos*^(A4  +  a,),=--û,-|-±  A^cos*^, 
==— '  û>-f- i  A  cos*^./^;  donc  enfin  on  a 

(p  +  ^  =  (  R  +  i-  /z/  cos'^^)  t. 

Ainsi  l'angle  (p  -|-ûe>  croît  proportionnellement  au  temps,  sans  aucune 
inégalité  sensible  j  d'ailleurs  eu  substituant  les  valeurs  de  K  çt 
de  i,  on  a 

K4-y»C0S'>^  =  WC0S£(l-f-^C0S'^.g|)=Wc0S£(l-|-lÉ».|-±-^); 

donc  enfin, 

ce  qui  fait  voir  que  l'arc  (p -|- «  est  décrit  par  un  mouvement  uni- 
forme ,  dont  la  vitesse  diffère  très-peu  de  la  vitesse  initiale  W,  puis- 
qu'elle est  W  (i  —  -Lg'.^—^Y 

Si  l'on  appelle  <&  la  valeur  de  cp  lorsque  ^  =  90%  ou  pendant  le 
temps  d'une  nutation ,  on  aura 

\    ^'^      ^^       B-+-C;  V  VC— A'B— a/ 

56.  Voici  comment,  dans  l'hypothèse  précédente,  on  déterminera,  pig.  fi. 
au  bout  du  temps  t,  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps  situé 
au  commencement  du  mouvement,  sur  le  rayon  AP"  déterminé  par 
les  deux  élémens  DL°P°  =  CL  ,  L°P°  ==:?. 

Ayant  fait  l'arc  BX  =  cp ,  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien 
DX;  prenant  ensuite  LX=:Ô  =  ^  -  (^  —  g')  sin>  4,  on    aura  la 
position  de   l'axe  AL  ;   enfin  si  l'on   fait  l'angle   DLP  z=  a  —  of 
puis  l'arc  LP=  P,  on  aura  le  lieu  clterché  du  rayon  AP. 

45 
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Supposons,  pour  plus   de  simplicité,  que-  soit  un   entier,  on 
aura4  =  7'^'">  <»=— •n}'^^^  —  l'^-'j  (p='Wt — &>,  en  supposant 

:=::^-Y.  6  Ti  +T'pi^~rï  sin'  4)-    Connaissant   DL  ,  LP  et  l'angle 

DLP  =  11  —  &),  la  résolution  du  triangle  DLP  donnera  les  formules 
suivantes  pour  déterminer  l'angle  BDP=  x  et  la  distance  DP=j^\ 

Soit  y=        ^  6  (i  +r-ra^  A^  Sï"^*  4)  ^  ^^  ^^^  néglige  les  quan- 
tités de  l'ordre  é%  on  aura 

LDP  =    TT    —  n  —  4  —  /cotP  sin  (n  +  4), 

a;  =  W^+  TT  ■—  a  —  /cotPsin  (a  +  4), 

jr  =    P    — /cos(n  +  4)- 

On  voit  quej"  varie  depuis  P — /jusqu'à  P  +y,  et  que  l'angle  BDP 
ne  croît  pas  tout-à-fait  proportionnellement  au  temps,  puisqu'il  y  a 
dans  son  expression  une  équation  ou  inégalité/ cot/?  sin  (n-f-4)  j 
dont  l'argument  est  n  +  4-  Cette  équation,  qui  ne  peut  monter  qu'à 
la  petite  quantité  f  coip,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  qui 
d'ailleurs  ne  peut  que  varier  très-peu  pendant  une  révolution  autour 
de  l'axe  de  rotation  diurne,  sera  toujours  insensible  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre. 

Troisihne  cas  :  m  siu^y  -|-  cos  2ct  cos*  ^  =  i. 

Fig. î2.      57.  Ce  cas  où  l'on  a  sin'a^r: tang*}/ ,  revient  à   celui  de 

l'art.  26,  et  n'exige  aucun  nouveau  développement.  En  effet,  la 
ligure  2  représentant  l'état  des  choses  au  commencement  du  mou- 
vement, suppose  DLM:=:a,  LD  =  \  tt — y.  Prolongeons  l'arc  LD 
à  la  distance  DL'  =  tt  —  DL,  et  soit  DML' =  a',  DM=  ^  tt  —  y, 
afin  que  les  quantités  al  et  y'  représentent,  pour  l'axe  AM  ,  des 
quantités  analogues  à  a  et  9/  pour  Taxe  AL.  Dans  le  triangle  sphé- 
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rîque  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  90%  on  aura 

#  siny  siny' 

—  COS  au  =  ,  ,       ces  ÙL  =  ; 

COs  y   '  COS  y  ' 

donc 

j    / sînV   sin*y  tang'y  » 

cos^y'         1  —  cosV  cos''«         tang'y  -f-  sin^a         m-^  i  ' 

et     COS  la!  = 


3  —  m. 


/n  -}-  1  ' 
substituant   la   valeur   m= — ^,  _    — ,  il  viendra 

C0S2a^=        ^,_^.        : 

c  est   ce  que   devient  1  équation  cos  2a  =  — '   _     — ,  lorsqu  on 

e'change  entr'elles  les  lettres  B  et  A,  afin  que  l'axe  AM  de'signe, 
dans  le  cas  présent,  le  même  axe  que  AL  dans  l'art.  27. 

Recherche  de  Taxe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  a  chaque 

instant, 

58.  Quoique  le  mouvement  du  corps  soit  de'terminé  par  ce  qui 
précède  ,  d'une  manière  complète  ,  cependant  comme  les  trois  mou- 
vemens  de  rotation  ,  continus  ou  alternatifs ,  que  nous  avons 
considérés,  peuvent,  pour  chaque  instant,  se  réduire  à  un  seul 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  variable ,  il  sera  utile  de 
déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angulaire  à  l'instant 
donné. 

Supposons  qu'au  bout  du  temps  t  l'axe  de  rotation  rencontre  la  Fig.  7. 
sphère  au  point  I,  et   que  la   vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe, 
dans  le  sens  BG,  soit  w.  Faisons  l'angle  LDI  =  A ,  et  la  distance 
DI  =  j/,  on  trouvera  comme  au  n'  10  , 

-jT  =  —  TV  sin  X  sin  v, 

du  .  .  COS  A 

-7-  =  IV  sin  V 


dt  COS  â  ' 

■^  =  w  {  cos  V  —  smp  lang  (j  cos  A). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  difFérentielles  du  n"  58, 
on  aura  les  équations  suivantes  pour  déterminer  les  trois  quantités 
W  )  ^p  V y  relatives  à  l'axe  instantané  de  rotation  : 


tang  A  =  ,       ,    '        —  .  ^- 

"  cos  (  2» -}- ia«) — m     sin 


m.  *  sin  9  * 

(cosoti  —  m  ■)  cosV  tango 

tanff  V  =  ^^ 7 ; — .  — 2_ 

°  n  —  m  —  (cos  2«  —  m  )  cos  y      cos  A   ' 

K     F"       ,     /m  —  cos  2«\  „    "X 

W  =  ■ I  H-  ( )  COS>    . 

5g.  Par  la  théorie  précédente  on  connaît,  pour  un  temps  donné, 
les  quantités  o)  et  ô;  on  connaîtra  donc,  par  la  première  équation, 
la  valeur  de  Xj  par  la  seconde,  celle  de  v,  et  par  la  troisième,  celle 
de  la  vitesse  angulaire  w.  Ainsi  Taxe  de  rotation  et  la  vitesse  angu- 
laire sont  déterminés  à  chaque  instant. 

La  troisième  équation  offre  ce  théorème  remarquable,  que  la 
'Vitesse  angulaire  est  toujours  réciprof/uement  proportionnelle  au  cosinus 
de  la  distance  de  ïaxe  de  rotation  a  la  directrice.  Il  s'ensuit  que  ce 
cosinus  n'est  jamais  zéro,  et  qu'ainsi  l'axe  de  rotation  qui,  au  com- 
mencement du  mouvement,  fait  un  angle  aigu  avec  la  directrice, 
fera  perpétuellement  un  angle  aigu  avec  elle ,  et  ne  s'en  écar- 
tera plus  ou  moins  que  par  un  mouvement  de  nutation  qu'il  est 
facile  de  déterminer. 

Cette  propriété,  au  reste,  confirme  ce  que  nous  avons  déjà  dit, 
n°  1 1  ,  sur  l'invariabilité  de  la  directrice,  quel  que  soit  celui  des 
trois  axes  principaux  dont  on  se  sert  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps. 

Nous  observerons  enfin  que  les  valeurs  de  A  ,  v ,  w  sont  indépen- 
dantes de  (p ,  et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

6o.  Si  du  point  I  on  mène  l'arc  IQ  perpendiculaire  au  méridien 
mobile  DX,  la  position  du  point  I  pourra  être  déterminée  assez 
simplement  par  les  coordonnées  DQ  =  j:,  QI=j^;  or  on  a 


tangx=tangj'COsA,  sm/=smj'smÀ,  cosj"= — - ,  lang  j^s^smo^taugAf 
ainsi  les  valeurs  de  x  ç,\j  seront  données  immédiatement  par  les 
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équations 

r  h  r  (  COS  Oit  —  m  )  COs'y 

tang  X  =  /tang  9 ,         /  =  ;7zr;;7::p^-zrcos 2« )  cosV ' 

sin.r       sin  (  2<y -f- 2«0__ 

o -^    """  ?in  Ô'cos  (2<ii+ 2<«)"— ^* 

Comme  les  valem-s  de  «  et  de  9  reviennent  toujours  les  mêmes  après 
deux  nutations  de  l'axe  AL,  il  s'ensuit  que  dans  cet  intervalle  de 
temps,  le  point  I,  extre'mité  de  l'axe  de  rotation,  de'crit,  relative- 
ment au  me'ridien  mobile  DL,  une  ovale,  ou  en  général  une  courbe 
rentrante,  et  revient  au  point  d'où  il  est  parti.  Nous  examinerons  plus 
particulièrement  la  figure  de  cette  ovale  dans  les  difFérens  cas  géné- 
raux qui  ont  été  traités  jusqu'ici. 

6i.  Lorsque  le  mouvement  de  l'axe  AL  est  tel  que  les  valeurs 
de  Ô  sont  alternativement  positives  et  négatives,  la  nutation  de  cet 
axe  s'étendant  depuis  9  =  ^  jusqu'à  9  =  —  ^,  alors  on  voit  par 
l'équation  tang  a:=ytang  9,  oùy  est  un  coefficient  constant,  que 
la  valeur  de  x  sera  aussi  alternativement  positive  et  négative;  de 
sorte  que  les  limites  de  x  seront  +  «'  et  —  a! .  Dans  le  même  cas, 
on  verra  que  les  limites  de  y  sont  -\-y  et  —  h' \  d'où  il  suit  que 
le  point  I,  considéré  relativement  au  méridien  mobile  DL,  décrira 
une  espèce  d'ellipse  dont  D  est  le  centre,  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  2«',  dirigé  suivant  le  méridien,  l'autre  2^»',  perpendiculaire  au 
méridien. 

62.  Considérons ,  par  exemple ,  le  premier  des  deux  cas  qui  peuvent 
avoir  lieu  lorsque  AL  est  l'axe  moyen;  alors  on  a  (art.  19)  a  =  o, 

^  =  ^,  sin"//  =  sin*  ^  ,  ce  qui  donne 

r (  1  — m)cos''g  (A  — B)  cos' S 

J  n  —  m  —  (  1  —  771  )  cos^Ç         A  +  C  — (A  — B)cos^£* 

Soit  a'  la  valeur  de  x  qui  répond  à  9  =  € ,  on  aura 

,  r  p  (A  —  B)sinfcosÇ 

tang  a    =/tang  g  =  a+ C  -  (A-B)  co.T 

Soit  h'  la  valeur  dej*  qui  répond  à  9  =  o,  on  aura 

tang  y  =    /^'"  "^'^     __/taTig^C  __  tang  d  tang  g ^ 
^  cos  9/«  —  771  tang  f^  tang  (^       ' 

donc  ^~-,  =  J^^^  ;  or  on  a  a  <  ^:  donc  a!  <  h'^ 

tango  tang^'  r    .^     7  -^ 


358  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Fig.  8,  Dans  ce  premier  cas,  l'axe  de  rotation  AI,  conside'ré  toujours  par 
rapport  au  méridien  DL,  comme  si  celui-ci  était  fixe,  décrit,  dans 
le  sensl"!'  ou  BC,un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  t d'une 
demi-oscillation,  ou  pendant  que  l'axe  AL  passe  de  L°  à  L'  ou  B. 
Il  continue  son  mouvement  dans  le  mêoie  sens  pendant  les  trois 
demi-oscillations  suivantes;  de  sorte  qu^après  le  temps  /^r y  qui  est 
celui  de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutalions  ,  l'axe  a  parcouru 
son  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  1%  d'où  il  était  parti. 
Pendant   ce   mouvement,  la  vitesse  angulaire,  qui  est  toujours 

comme ,  ne  varie  qu  entre  les  limites  VV  et  — -77-  ;  la  première 

COS  V  »  COS  0        ^  ^ 

a  lieu  aux  points  du  méridien  1°,  P;  la  seconde  aux  points  T,  P, 
qui  en  sont  les  plus  éloignés;  d'ailleurs  puisqu'on  a  a'  <^b' ,  on  voit 
que  la  vitesse  hors  du  méridien  est  toujours  plus  grande  que  la  vitesse 
dans  le  méridien. 

65.  Dans  le  second  cas  du  mouvement  de  l'axe  moyen  (art.  25),  on  a 
et  =  90°,  p.  =  b  ,  sin^//.== sin'b  ,  ce  qui  donne 

lanff  X  ^=1  f  tan»  y      /  =  —    .    ,\  ,  ,' — r^ rs , 

sin  ,r       sin  lu                    sin  x  C* — B'  tans  «  sin  -J/ 
tan£f  Y  —  -; ,  ■ — —  — .  ^ , 2-1 ; — —^ 

o-^  sin  6  *m-f-cos2â)  sin  Ô  *  C* — K"-' \  —  c'^sin^-v)/* 

Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  on  suppose  C  >-  A  >•  B; 

ainsi  y  est  négative,  et  par  conséquent  la  première  valeur  de  j:, 

lorsque    f  =  o,  est    aussi    négative  :  faisant  alors  x-=-  —  «',  on  a 

,  r^  o  (  C  —  A  )  sin  »  COS  «        T"        «■  .^ 

tannf  rt  =  —  /  tanfir  g  =  -r-^,  „   ,    .  ^ n: r-^.  En  eflet ,  nous  savions 

°  -^         ^  A-|-B-fr(C  —  A)  cos'^e  ' 

déjà  ,  par  l'état  initial  du  mouvement,  que  le  point  D  doit  se  trouver 

Fig.  9.  entre  P  et  L°.  Ayant  fait  d'ailleurs   L°  P  =  g,  DL^zzr  jtt  —  ^,  et 

ayant  trouvé  cot  Ç>  =  ^-t^c  *^°S  ^  >  ot^  ^  DP  ou  a'  =  é — (^  ^ —  é")  , 

_                       '           1  .            /          tang  E  —  cot  b  .  1    .'i 

et  par  conséquent  lang  a  =  -—' ^;  ce  qui,  en   substituant 

la  valeur  de  tangg  en  cot^,  revient  à  la  valeur  précédente. 

Les  valeurs  j^  = — a'yj^=.o  répondent  à  tz=o  ou'\J,==o.  Soit 
maintenant  tz=.r  ou  -vj/  =  90%  on  aura  ô  =  o  et  xz=  o }  ensuite 
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faisant  y  =  b',  on  aura 

tana  b' —  ^  f  ^^H^    tang^_____  .C^— B»     tang^cos>  _  ^ /tang'-g 

•  j  tan 2  y         tane  f         ,  />  «^  «i 

ce  qui  donne  encore  — ^  =  — ^—  ;   et   comme  on   a   b  >»  m  ,   il 

*  tanga  tang^  ^    r  j 

s'ensuit  b' "^  a'  :  de  sorte  que  l'ovale  de'crite  par  le  point  I  autour 
du  centre  D ,  a ,  comme  dans  le  premier  cas ,  son  grand  diamètre 
perpendiculaire  au  méridien. 

Il  re'sulte  de  ces  formules,  que  l'axe  de  rotation  passe  de  1°  en  T, 
c'est-à-dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans  le  temps  r  d'une  demi- 
oscillation  :  il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi-oscillations  suivantes , 
et  son  orbite  entière  est  parcouriie  dans  le  temps  /^r,  qui  est  celui 
de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations.  Ce  mouvement,  qui  a 
toujours  lieu  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  dans  le  sens  CB ,  se 
renouvelle  de  la  même  manière  dans  les  périodes  suivantes,  et  ainsi 
à  l'infini. 

On  fera  d'ailleurs  la  même  remarque  que  dans  l'art,  précédent,  sur 
la  variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  =  W  sur  le 
méridien  en  P  et  1%  et  la  plus  grande  en  V  et  \\  lorsque  le  point  I 

est  le  plus  éloie^né  du  méridien ,  où  sa  valeur  est  W  ^^^  f, . 

cos  b 

Tels  sont  les  mouvemens  que  l'axe  de  rotation  AI  exécute  par 
rapport  au  méridien  où  se  trouve  l'axe  moyen  AL ,  dans  les  deux 
cas  qui  peuvent  avoir  lieu,  selon  que  Taxe  AM  ou  Taxe  AN  est  au 
commencement  du  mouvement  dans  le  même  méridien  que  l'axe  AL 
avec  l'axe  de  rotation  primitif  AI". 

64.  Si  m  est  positif  et  plus  grand  que  l'unité ,  ce  qui  a  lieu , 
comme  nous  l'avons  vu,  dans  l'hypothèse  C  >  B  >  A,  où  AL  est 
Taxe  du  plus  grand  moment,  et  AM  l'axe  moyen, il  faut  distinguer, 
comme  ci-dessus,  deux  cas  qui  donnent  lieu  à  des  mouvemens 
très-différens. 

Premier  cas.  Si  la  position  initiale  de  l'axe  de  rotation  est  telle 
que  le  corps  ne  puisse  faire  que  des  oscillations  autour  de  l'axe  AL, 
alors  on  trouvera  des  résultats  analogues  aux  précédens,  mais  avec 
des  différences  qui  méritent  d'être  remarquées. 
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11  faudra,  da 
ce  qui  donnera 


11  faudra ,  dans  ce  cas ,  faire  et  =  j7r,y=C,  sin^yw  =  "^^-^  sin*C , 


tang^=/tang9,     /=  —  a +  B  + (C  -  A)  cos^^' 

sin  X  sin  2»        r  cosx  sin  2» 

S  y    '        «in  ô    '  ni  -4-  cns  2ii)  «^     i 


m -|- cos  2iiw        "^    coso,     m  4"  cos  2«  ■' 

Mais  par  les  formules  du  n°  45,  on  a 

_jiîL£fL_  ==  _  _-fil^_. sin 4  v/(i  —  ^*  sin*^^ 
m  +  cos2«  (7n+i)co3f  ^  ''  ^  ^^  ' 

donc 

tang  r= —  7 — ^^ — f-^^  • ô-sm-xL  / (i— ^  sm*4}. 

o-^  (m-{-i)cosb     cos  9  T   r    \  w 

Au  commencement  du  mouvement   où   Z  =  o  et  «^^o,  on  aura 
y  z=.o\  et  si  l'on  fait  x.-=.  —  ^',  on  aura 

tang  «  =  ~/lang  ^  =  a  + B +  (C-A)  cos-g> 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  donnée  immédiatement  par  l'e'tat  initial 

A  +  B 
du  mouvement  «'  ==  €  —  (i  tt—  €) ,  où  l'on  a  cot  Ç  =  g-qp-^  tang  g. 

Pour  avoir  la  position  de  l'axe  de  rotation  au  bout  du  temps  r,  qui 

est  celui  d'une  demi-oscillation ,  on  fera  ^[/=i7r,  ô  =  o,  ce  qui 

donnera  x  =  o;  et  si  l'on  fait  j-  =  ^',  on  aura 

1, /sin^         cos^__ /^ang^g^ 

lang  d^  (/n  +  OcosTcos  C  tang^    ' 

d'où  résulte  encore  ||^— r  =  ^^^J  "^^^^  comme  dans  ce  cas  ^</*, 

il  s'ensuit  qu'on  a  è'<C  «'• 

On  voit  par  là  que  pendant  le  temps  r  d'une  demi-oscillation, 
Fig.  10.  l'axe  de  rotation  décrit  un  quart  de  son  orbite  en  passant  de  P  enP; 
il  continue  ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois  autres 
demi-oscillations;  de  sorte  que  dans  le  temps  4^,  qui  est  celui  de 
deux  oscillations  ou  de  deux  nulations  ,  l'axe  de  rotalion  parcourt 
son  orbite  entière,  et  les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  état 
qu'au  commencement  du  mouvement. 

L'ovale  décrite  par  Taxe  de  rotation  a  pour  centre  le  point  D, 

commq 
\ 
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comme  cela  a  lieu  dans  les  mouvemens  rapportés  à  l'axe  moyen  ; 
mais  il  y  a  celte  différence  dans  le  cas  présent ,  que  l'ovale  est 
alongée  dans  le  sens  du  méridien  ,  puisqu'on  a  trouvé  b'  <C  a', 
tandis  que  dans  les  deux  cas  qui  sont  relatifs  à  l'axe  moyen ,  on  a 
b'  >  a'. 

Dans  ce  cas  donc  la  plus  grande  vitesse  W  aura  lieu  dans  le 
méridien ,  lorsque  l'axe   de  rotation  répondra  aux  points  P  et  1% 

et  la  plus  petite -r—  aura  lieu  aux  points  V  etP,  les  plus  éloignés 

du  méridien. 

65.  Second  cas.  Si  l'état  initial  du  corps  est  tel  qu'il  doive  tourner 
sans  cesse  autour  de  l'axe  AI. ,  cet  axe  ne  peut  plus  s'éloigner  de  go" 
de  la  directrice  AD  ,  et  sa  nutation  est  limitée  depuis  G  =  ê  jusqu'à 
ô  =  ^',  valeurs  entre  lesquelles  on  a  cette  relation  : 

„/0/  771+1  ,x»  C'^ A*  ^o 

COSV  =  --^-  COS'  G  =  s- rr  cos'^; 

77X 1  B"'  A"  ' 

de   sorte    que  pour  que   ce  second  cas  ait  lieu,  il  faut  qu'on  ait 
cos  Q  <  y/(|Gx^)  ,  ou  sin  ê  >  ^(^^^^.  Soit  alors  c» =^^  cot*^, 

ou   c*  =  I  —  :t^>  I^s  équations  qui  servent  a  déterminer  oj  et  9 
par  le  moyen  de  la  variable  -^y  sont 

lat,g«=-/aang4,         A  =  î^^=^(^), 
sin  6  ==  sin  ^  \/{i  —  c=*  sin'  -^  ). 

Pour  avoir  maintenant  les  coordonnées  x  ei  y  qui  déterminent  la 
position  de  l'axe  de  rotation  à  un  instant  quelconque ,  on  fera,  comme 
dans  l'art.  49,  ^=î  't^,  >  =  ^,  et  les  formules  du  n°  6o,  combinées 
avec  les  précédentes,  donneront 

,  _  sin  o;  sin  2«  2/2  sin -4- cos -J-     sinx 

tane  r  =  -: — -  . =  — x x  .  — -, 

^  "^  sin  8      771  -j-  cos  2«  771  -f-  1  sio  ô 

Comme  6  est  toujours  positive ,  on  voit  que  x  est  toujours  négative, 
et  qu'ainsi  l'ovale  décrite  par  l'axe  de  rotation  est  toute  entière 

46 
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d'un  même  côlé  du  pôle  D;  en  quoi  ce  cas  diffère  de  tous  les 
pre'ce'dens,  où  le  point  D  était  le  centre  de  l'ovale  décrite  par  l'axe 
de  rotation. 

Les  limites  de  9,  savoir,  ô  =  ^  et  G  =  €',  ont  lieu,  la  première 
lorsque  t  =  o  et  -vj/  =  o,  la  seconde  lorsque  i  ==  t  et  4"  =  7*^. 
Soient  dans  ces  deux  mômes  points,  x  =  —  a'  et  x  =  — «",  les 
limites  de  x  ;  on  aura 

tang  a'  =z  —  f  tang  ë     et     tang  a"  =  —  f  tang  C; 

on  a  ^  >•  C,  on  aura  donc  aussi   a  >  a".  Dans  ces    deux  points , 

jz=zo;  d'ailleurs  en  faisant  -si/  <  ^  tt  ,  on  voit  que  tang  j  est  positive. 

Donc,  pendant  le  temps  r  que  l'axe  AL  emploie  à  parcourir  son 

arc  de  nutalion  de  L°  en  L*,  l'axe  de  rotation  parcourt  la  moitié  de 

Fig.  11.  son  ovale  \°uV  dans  le  sens  CB. 

Lorsque  l'axe  AL  reviendra  de  L'  à  L°,  l'axe  de  rotation  par- 
courra l'autre  moitié  de  son  ovale,  et  reviendra  au  point  P  en  même 
temps  que  l'axe  AL  au  point  L%  et  ainsi  à  l'infini. 

Ainsi,  pendant  que  Taxe  de  rotation  fait  une  révolution  entière 
dans  son  orbite ,  l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux 
arcs  de  nutalion  qui  le  ramènent  au  point  d'où  il  était  parti,  et 
le  corps  fait  une  demi-révolution  autour  de  l'axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W  au  point  1%  et  la  plus 

W  cos  a'  •    *  1, 

petite  sera  —  au  pomt  r. 

Ç)Q.  Si  l'on  suppose  g  infiniment  petit,  comme  dans  l'art.  53,  les 
points  1°  et  T,  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le 
sens  du  méridien,  seront  déterminés  par  les  valeurs  - 

C  — A 

Si  l'on  suppose  C — B  beaucoup  plus  petit  que  C  —  A,  ensorle 
qu'on  ait  C" — B'  =  cT  (C —  A") ,  i  étant  très-petit,  on  aura 

,  ,,  C  — A,.  ^C  — B 

et      «  —  «'=  ê-:^.i<^«  =  ^«'C  +  A' 
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donc  a! — ci'  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  Tare  de  nutalion 
C  —  ^'y  puisqu'on  a 

a!-— a"  est  Taxe  de  l'ovale  dirige'e  dans  le  sens  du  méridien.  Pour 
avoir  l'autre  axe  perpendiculaire  au  méridien,  il  faut  chercher  la 
valeur  àej-  lorsque  4/  =4^%  et  on  aura 

C— J  ^ 

Celle  valeur  de  j  est  e'gale  à  a'  —  «".  Donc,  dans  l'ovale  de'crile 
par  l'axe  de  rotation  ,  l'axe  perpendiculaire  au  méridien  est  double 
de  l'axe  dirigé  dans  le  sens  du  méridien. 

La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  P,   où  elle   est 
égale  à  la  vitesse  initiale  W;  elle  est  la  plus  petite  au  point  1',  où 

elle  est  W  ^  =  W  [  i  —  1  {d^—  a"^)],  c'est-à-dire 


^     \  "        C+B'C  +  A/ 

Mais  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu'on 
peut  regarder  comme  fort  au-dessous  du  second  ordre. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  Vaxe  de  la  Terre. 

67.  Comme  il  est  infiniment  probable  que  l'axe  de  rotation  pri- 
mitif de  la  Terre  n'a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  prin- 
cipal, ou  du  moins  que  ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque 
variation  arrivée  à  la  surface  ou  dans  l'intérieur  du  globe ,  il  est  à 
présumer  que  les  inégalités  qu'on  vient  de  calculer  ont  lieu  effecti- 
vementdans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  Mais  comme  elles 
sont  extrêmement  peu  sensibles  ,  et  que  la  quantité  e ,  beaucoup  plus 
grande  que  a\  ne  peut  monter  tout  au  plus  qu'à  quelques  secondes, 
ce  n  est  que  par  une  longue  suite  d'observations  très-délicates  qu'on 
pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

Soit  D  le  point   fixe  du  ciel,  très-voisin  du  pôle  mobile  autour  Flg.  la. 
duquel  la  Terre  parait  tourner  à  peu  près  dans  un  jour,  la  distance 
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de  ces  deux  points  étant  tellement  petite  qu'elle  ne  pourra  jamais 
devenir  sensible  par  l'observation.  Soit  L  Textrémité  de  l'axe  prin- 
cipal de  la  Terre,  voisin  du  pôle,  de  manière  que  la  distance  DL, 

ou  T,>Q  ^  ïi'est  peut-être  pas  insensible  j  on  peut  au  moins  la  re- 
garder comme  constante,  et  ne'gliger  la  nutation  €  —  C.  Soit  P  le 
zénith  d'un  lieu  de  la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort  près  de  L  ;  soit 
la  constante  LP  =  /?,  et  tangle  variable  DLP  =  Q.  —  «y ,  on  aura 

A  4-  C 
jyP  =  p —  „  g  cos  (n  —  &)).   D'où  il  suit  que  la  distance  du 

zénith  au  pôle  variera  pour  un  lieu  quelconque  ,  depuis  p —  „  & 

jusqu'à  yP  -}-  p  £.  Donc  si,  par  des  observations  exactes  de  la 

hauteur  du  pôle,  dégagées  de  la  réfraction,  de  l'aberration  et  des 
Mutations  dues  aux  causes  externes,  on  trouve  que  cette  hauteur 
n'est  pas  constante ,  ce  sera  une  preuve  qu'il  y  a  un  mouvement 
naturel  dans  l'axe  terrestre;  mouvement  dont  la  cause  est  dans  la 
Terre  même,  et  qui  doit  être  distinguée  de  la  nutation  causée  par 
l'action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  peut-être  par  ce  mouve- 
ment qu'on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observa- 
teurs exacts  ont  trouvée  entre  l'obliquité  de  l'écliptique,  déduite  des 
solstices  d'hiver,  et  l'obliquité  déduite  des  solstices  d'été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  la  plus  petite 
hauteur  du  pôle  pour  un  lieu  quelconque,  la  Terre  fait  une  demi- 
révolution  autour  de  son  axe  principal.  Le  nombre  de  jours  écoulés 

dans  cet  intervalle  est  donc, d'après  nos  formules,  ^  \/ (nlIT- ô^ir\\ 

C-f-A 
OU  f .  p^^ij-r ,  si  l'on  admet ,  ce  qui  est  fort  vraisemblable  ,  que  C 

diffère  beaucoup  moins  de  B  que  de  A.  D'un  autre  côté,  il  paraît, 

C 
par  le  phénomène  de  la  précessîon  des  équinoxes ,  que  la  valeur  de  — 

est  comprise  entre  ^ —  et  ^ —  ;  donc  le  temps  dont  il  s'agit  est  d'en- 
viron i5o  ou  160  jours.  Ces  résultats  auraient  encore  lieu,  quand 
même  on  aurait  exactement  B  =  C  ,  ce  qui  est  le  cas  de  l'art.  i5^ 
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Remarque  généralei 

ÇiS.  Quelles  que  soient  la  figure  et  la  constitution  intérieure  d'uri 
Corps  solide  qui  peut  librement  tourner  dans  tous  les  sens  autour 
d'un  point  fixe,  et  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
accélératrice ,  le  mouvement  de  ce  corps  peut  toujours  être  assimilé 
à  celui  d'un  ellipsoïde  homogène  de  même  masse,  dont  les  demi- 
axes  principaux  a',  h',  c\  dirigés  dans  le  même  sens  que  les  axes 
principaux  du  corps  proposé,  ont  les  mêmes  momens  d'inertie,  et 
qui  aurait  reçu  la  même  vitesse  initiale,  dans  le  même  sens  et  autour 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  élémens  qui,  dans  la  théorie  précédente,  dé- 
pendent de  la  figure  du  corps  et  de  la  loi  que  suit  la  densité  de  ses 
différentes  molécules,  sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se 
forment  les  momens  d'inertie  du  corps  relativement  aux  trois  axes 
principaux.  Donc  si  ces  quantités  sont  égales  dans  deux  corps,  et 
si  l'impulsion  primitive  est  la  même  ,  ces  deux  corps  auront  né- 
cessairement la  même  position  et  les  mêmes  vitesses  au  bout  d'ua 
temps  quelconque. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

Du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes, 

6g.  iN  ous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  du  corps  est 
dirigée  toute  entière  dans  un  plan  qui  passe  par  les  deux  centres 
fixes ,  et  qu'ainsi  le  corps  est  assujéli  à  se  mouvoir  dans  ce  plan.  Cela 
posé,  nous  suivrons  l'analyse  qu'Euler  a  donnée  le  premier  de  ce 
problème,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1760. 
Nous  donnerons  ensuite  les  développemens  que  fournit  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  pour  en  compléter  la  solution. 

analyse  du  problème. 

Fig.  i3.  70.  Soient  F  et  G  les  centres  vers  lesquels  sont  dirigées  les  deux 
forces  attractives;  soient  A  et  B  les  intensités  de  ces  forces  ,  mesu- 
rées à  l'unité  de  distance^  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t. 
Ayant  abaissé  MP  perpendiculaire  sur  l'axé  EFG,  nous  ferons 

FG  =  «,  GP  =  x,  PM=jr,  FM=:r,  GM  =  ^, 

Tangle  EFM  =:  (p  ,     l'angle  EGM  =  û>  , 
ce  qui  donnera 

X  —  a  ■=.  r  cos  <p ,  jy  =  ;•  sin  <p  ■=.  s  sin  w  ^  x  •=.  s  cos  (a. 

Au  pointMle  corps  est  sollicité  par  la  force  —  dirigée  suivant  MF, 

et  par  la  force  —dirigée  suivant  MG;  donc,  en  supposant  dt  cons- 
tant, les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 

ddx    A  (  j:  —  a)         B.r 

é^y.  _      Ar  _  5z 


df"  r 


c3 
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Multipliant  la  première  par   dxy  la  seconde  par  dj)  ajoulaul  les 

produits,  et  inle'grant,  on  aura 

,.  âx^+dy^_X     ,     B  C 

équation  qui, après  avoir  de'terminé  la  constante  C,  donnera  la  vitesse 
du  corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  11  en  résulte  que  si  le  corps 
passe  deux  fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  ce 
point,  mais  avec  une  direction  qui  pourra  être  différente  ou  même 
opposée.  On  voit  aussi  que  la  vitesse  sera  la  même  dans  deux  points 
de  l'orbite  qui  seraient  semblablement  situés  au-dessus  et  au-dessous 
de  l'axe  FG. 

71.  Pour  obtenir  une  seconde  intégrale,  considérons  les  aires 
élémentaires 

da,  =  Çx  —  ^)  df  —  jdjc  =  r'dip  , 
d€  =  œdj  —  jdx  =  s'^dca , 

dont  les  différentielles  sont 

ddx  =  [x  — a)  ddj  —  jddx  , 
ddC  =  xddj  —  jddx. 

Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddj  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

IF        ~^  '     TF  r^» 

donc 

duddô  -\-  dSddct oB  yd?         a  A  yda 

dF  ~T^  H~* 

Mais  on  a  j^d€  =  s^dct)  sin  co  eijdct  =  j^d<p  sin  (p  ;  donc 

duddS  -f-  dSddce         t>  j       •  »    ?        . 

^^- =  Hdoû  sin  û)  — .  Ad<p  sni  (p. 

Cette  équation  est  intégrable  immédiatement,  et  son  intégrale  est 

dxdo  . 

■^^  =  A  ços  (p  —  B  cos  o)  +  C, 
ou,  en  substituant  les  valeurs  de  dcL  et  d^^ 
^^)  adi^  "•  =  A  cos  ^  —  B  COS  &)  +  C- 
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Au  moyen  de  ces  deux  intégrales,  le  problème  peut  être  réduit  aux 

quadratures. 

72.  En  effet,  soient  p  e\  q  deux  nouvelles  variables,  telles  qu'on 

^  ~  p"^  ~  Y-^-    ait  taiig  ^cù  T=z  pq  j  tang  |  (p  ==  -,  ce  qui  donnera 

^Iv  z  M'-  '^P  sin  <p  =  -~—^ ,        cos  (p  =  ^~^^ , 


!3.pq  1  —  p^cf^ 

sm  ù>  =  — ~— 1 ,      cos  û)  =         ^  ^ 


dans  le  triangle  FMG  on  aura 


sin  i<p  —  c^)         (i_p-)  (1  -f.^^)  i_p-  14- g"' 
osiiKp       a(i+p"ç*)       a  aq"^ 

^  ""  sin(?— «)  ~" (i— p^)  (i+g^)  "~ r^^/^ *"■  r+"^- 

Par  ces  valeurs  on  trouve 

r^^<pa^—  (i-pOHi+7^)^  ' 

mais  par  les  équations  (i)  et  (2)  on  a 

r^s'^  cîpJeû  i  a  (  A  cos  (f>  —  B  cos  4)  +  C'  ) 

dx^  -t-  dy  A       B        C  • 

r        j        a 

Donc  si  l'on  exprime  toutes  ces  quantités  en  fonctions  de  p  et  ^,  on 
aura,  entre  ces  deux  dernières  variables,  l'équation  ' 

'A^'~^'       'B  ^— ^'^'  I    'C^ 

qui  se  réduit  à 

4.=  [(fA-lB)(i-/)  +  C^'+i:C'(H-^»)T 

Soit  donc 

P  =  (lA4-lB)(i~;>4)  +  C;..__|C' (1-/70%      -    ^ 
Q^(iA-^B)(i~^0  +  C7-H-iC'(i+7'')%    ^   l^v 

et 


o 
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et  on  aura  l'equalion  différentielle  sépare'e 

(3)  -4-ÈL  —  Jl.  -     U*^ 

^^  — \/P — ^/Q'  ^    -"T" 

laquelle  sufiit  pour  déterminer  la  courbe  de'crite.  Quant  au  signe 
ambigu  du  premier  membre,  on  verra  bientôt  comment  il  se  de'* 
termine  d'après  l'état  initial  du  mouvement. 

73.  Il  reste  à  trouver  la  valeur  de  ^/.  Pour  cela  soit  M=---f-  —  +C 

r     *     s 

et  N  =  7  A  cos  (p  —  j  B  cos  û)  -f-  ^  G',  afin  qu'on  ait,  comme  dans 
l'article  pre'cédent, 

pWç'  —  qrWp'  N 

Celte  équation ,  d'où  Ton  a  déduit  Q4?»=  PJ^%  donne 

P'^  —   ^T  =  N  (;.«  +  ^*  )  (  I  -\-p^q^). 
Soit  dp-"  =  PJR%  on  aura  ^^^=  Q^R%  et  par  conséquent, 
P^dq^—q'dp^  =  C/D'Q  —  <7"P)  dV^  ==  N^R*  {p-  +  q^)  (i  -\-p-q% 
Or  on  a  par  l'équation  (2)  , 

r^,^d(^d.^  r-  o^iv^^.—  4^npW-7°4^')  (p'+  7')  Çt  -f-pV). 
donc 

et  par  conséquent. 

Mais  JR  =  zfc  -^  =  -A.J  donc  on  a  enfin 

^^^  av/Caa)  ~"  (  i  —  p' )"  '  \/P  ^  C  i  +  7')'  '   WQ  * 

Celte  formule,  ainsi  que  la  formule  (3),  est  écrite  dans  la  supposition 

47 
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que  —  est  positif,  au  moins  dans  les  premiers  instans  du  mouve-' 

ment;  car  il  faut  que  ses  deux  termes  soient    tous  deux  positifs, 
puisqu'ils  re'sultent  du  produit  de  dKy  qu'on  doit  regarder  comme 

positif  par  la  somme  des  deux  quarres  .  ^a-y  "^  (i  4-  q-'y' 

On  voit  par  ce  re'sultat  que  la  valeur  de  t,  qui  correspond  à  des 
valeurs  donne'es  àe  p  et  cj ,  dépend  en  ge'ne'ral  des  fonctions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espèce,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de 
cas,  être  réduites  aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce.  D'ailleurs  l'équation  (5),  qui  ne  dépend  que  des  fonctions 
elliptiques  de  la  première  espèce,  donne  la  relation  entre/?  et  q, 
nécessaire  pour  déterminer  la  courbe  décrite. 

Fîg.  i3.  74.  Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  C.  Pour 
cela  nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  A 
de  l'axe,  situé  sur  le  prolongement  de  FG  du  côté  de  F,  et  faisant 

^  =  m%on  auraFA=—~,GA  =  —^-.  Cela  posé,  soit  Via 
vitesse  initiale  suivant  la  tangente  AH,  et  soit  l'angle  EAH=^; 
il  faudra  qu  on  ait    a  la  lois  if  =  o,cp  =  o,ût)  =  o,  r-=  ^ ^^^ , 

s  =:  ^—,  îiil±i'=  V%  '-^=  -^^  V  sina;  de  plus,  en  vertu 
*  —  1  —  m°  '  dV"  '    dt  dû  ^  '         ^       ' 

des  valeurs  de  /•  et  de  5,  on  aura  en  même  temps  p^z^m^  et  ^  =  0. 

Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (2), 

on  en  déduira 

C  =  i«V^-(A  +  b)(i -;««), 

et  on  remarquera  que  la  supposition  faite  sur  la  situation  du  premier 
point  A  satisfait  à  la  condition  que  -^  soit  positif. 

75.  Pour  déterminer  le  signe  ambigu  des  équations  (5)  et  (4) , 

j  observe  qu  on  a  en  gênerai  (art.  72}  j'-j-  s=z  — ^   ,  cl  ou  u  suit 

que  l'équation  p'  =  m°  appartient  à  l'ellipse  dont  A  est  le  sommet, 
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F  elG  les  deux  foyers.  Or,  dans  le  temps  dt,  le  corps  décrit,  suivant 
la  langenle  AH,  l'espace  Ax  =  Yclt,  faisant  avec  Taxe  un  angle 
EAH  =  /M ,  et  on  voit  que  le  point  x  sera  situé  dans  l'ellipse  ou 
hors  de  l'ellipse ,  selon  que  cos  y^  sera  négatif  ou  positif;  donc  en 

général  -j-  aura  le  même  signe  que  cos  f/.  ;  c'est-à-dire  que  dans  les 
équations  (3)  et  (4)  on  devra  prendre  -^  avec  le  signe  +  si  cos^ 

est  positif,  et  avec  le  signe  —  si  cos  fx  est  négatif. 

Pour  savoir   quel   est  le  signe  qui   doit   avoir  lieu,  lorsqu'on  a 
cos^=o   ou   [j.z=:\7r,    il   faut    observer   qu'alors  P  aura  pour 

facteur  /y" —  m",  de  sorte  qu'en  faisant,  pour  abréger,  0=  '-^  _  -  , 
on  aura 

p  =  (,;,•  -  m') [HzlA _  (D  +  B)  p'']. 

Soit,  dans  un  temps  très-petilG,  /7'=  m°  (i  -f-Ç),  pétant  une  quan- 
tité très-petite  de  l'ordre 9,  on  aura  P  =  ^[D(i  — m"")  —  A  —  Bw°=']. 
Ainsi,  en  général,^ sera  du  même  signe  que  D  (i — in°^)  —  A — B/7i°'; 

or,  -^  est  aussi  du  même  signe  que  /?* — jn°-=:nfZ^\  donc  lorsqu'on 
a  yW==^  TT,  on  devra,  dans  les  équations  (3)  et  (4)  ,  prendre  ■— p 

avec  le  sio;ne  4-,  si  D  >  -—^ — —  ou  si  V*  > ^7=3-?  et  avec  le 

.   ,^,    ^   A-fBm°^  •   •   ro       I        i+m°         .  ^ 

Signe  —,  si  V^<      ^,p     :  on  suppose  ici/°=>.^-^:::^,  =  AC, 

C  étant  le  milieu  de  FG. 

A  _l_tî™o2 

Si  l'on  a  exactement  Y"  = ^=3-?  o"  voit  que  la  quantité  ;?' — m* 

devra  être  zéro,  au  moins  pendant  quelques  instans  ;  mais  il  est 
facile  de  s'assurer  qu'elle  sera  toujours  zéro ,  et  qu'ainsi  la  courbe 
décrite  par  le  corps  sera  l'ellipse  p^'^zm"  :  c'est  un  cas  que  nous 
examinerons  ci-après  avec  le  détail  nécessaire. 

76.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  sera  bon  de  faire  voir  quelles  sont 
les  limites  de  la  vitesse  initiale,  pour  que  l'orbite  s'étende  ou  ne 
s'étende  pas  à  l'infini.  Lorsque  /•  et  s  sont  infinis,  le  second  membre 
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c      .    . 
de  rëquation  (i)  se  réduit  à  —  ;  ainsi  pour  que  ce  cas  ail  lieu,  ît 

faut  que  G  soit  positif.  Or,  quel  que  soit  le  point  A  où  commence  le 
mouvement,  soit  qu'on  le  prenne  sur  l'axe  EFG  ou  hors  de  cet  axe, 
si  l'on  appelle  V  la  vitesse  initiale,  h  et  h'  les  distances  AF ,  AG 

C                       A         B 
du  point  A  aux  deux  centres  F  et  G,  on  aura  —  =  ^  V*  —  t -jy, 

gA       sB 
donc  en  ge'néral  le  corps  s'éloignera  a  l'inlîni  si  l'on  a  V*>  -jr'i'jrt 

au  contraire ,  l'orbite  sera  renfermée  dans  un  espace  fini ,  si  Ton  a 

V  <;  -T-  +  p-  :  en  cas  d'égalité,  le  corps  s'éloignera  à  l'infini. 

Si  l'on  faitB=  G,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps 

soumis  à  l'attraction  de  la  force  A  décrive  telle  ou  telle  section 

qA 
conique.  En  effet,  on  sait  que  l'orbite  sera  une  ellipse  si  V^-r-j 

une  parabole  si  V*=  y-,  et  une  hyperbole  si  Y">  -r-. 

77.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  à 
l'intégration  des  formules  générales  du  problème;  mais  pour  ne  pas 
donner  trop  d'étendue  a  nos  recherches ,  nous  nous  bornerons  à 
considérer  les  cas  où  l'orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini. 
Ces  cas,  dont  le  symptôme  vient  d'être  déterminé  par  la  limite  de 
la  vitesse  initiale,  sont  les  seuls  qui  aient  quelque  rapport  au  mouve- 
ment des  planètes  et  autres  astres  qui  ont  des  retours  périodiques. 
Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de  p"  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  m  plus  petite  que  l'unité  ;  car  dès  qu'on 
Si  p^  =  i ,  les  valeurs  des  rayons  vecteurs  /•  et  s  deviennent 
infinies. 

Cela  posé ,  le  polynôme  P  ne  pourra  être  que  de  l'une  des  deux 
formes 

P  =  M  (m— yo')  (/?*  — m'),  / 

P  =  M  (m— •;?'^)  (yo'+w'). 

Dans  le  premier  système  ,  /?'  sera  toujours  compris  entre  les  limites 
m  et  fn',  où  Ton  suppose  m'  <i  m;  dans  le  second,  ^^  pourra  avoir 
toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  7?^.  Il  s'agit  donc  de  développer 
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les  formules  ge'ne'rales  dans  ces  deux  systèmes,  qui  doivent  com- 
prendre tous  les  cas  possibles. 

Le  premier  système  se  de'veloppera  sans  difficulté  dans  la  suppo- 
sition que  nous  avons  faite  sur  la  situation  du  point  A,  où  commence 
le  mouvement;  mais  pour  de'velopper  le  second  d'une  manière  com- 
plète, il  conviendra  de  placer  le  point  A  entre  les  deux  centres 
F  et  G,  ce  qui  donnera  une  autre  forme  aux  constantes  G  et  C  ; 
sans  celte  précaution,  il  pourrait  y  avoir  des  cas  que  les  formules  ne 
représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  l'orbite  ne  coupe  l'axe  qu'entre 
les  deux  centres  F  et  G. 

78.  Dans  le  premier  système  on  aura  d'abord  à  substituer  les 
valeurs  des  constantes  G  et  G'  de  l'art.  74,  dans  l'expression  du 
polynôme  P,  savoir, 

P  =  iA+iB—LG'  +  (G  +  G)y.»~(fA  +  iB+iC');.S. 

et  pour  que  cette  expression  soit  aussi  représentée  par  M.{m — p*) 
{p" —  m'),  il  faudra  qu'on  ait 

mm'  =    s^"V'^°si"V  — A(i— m°)» 
i aY^m°sin>  *{-  B  (  1  —  m^y  ' 

i  aV"  (1  —  2m°cos>  +  m°0  —  (—,  —  B/nA  (i  —  m° V 

^^  i  a\^m°  sin>  -f.  B  (1  — -  rn^y  ' 

(1  —  m°y     ^  1  —  mm" 

Ainsi  les  quantités  m,  m'  et  M,  par  lesquelles  on  exprime  le  poly- 
nôme P  dans  le  premier  système,  sont  faciles  à  déduire  des  données 
immédiates  du  problème  m°j  V,  fJL. 

79.  De  même  puisqu'on  a  Q  =  1 A  —  ^ B-f-^G'-f- (G-f- G')  «7» 
+  (tC' — ^A4-|B)(7^,  on  pourra  donner  au  polynôme  Q  la 
forme  correspondante 

Q  =  M  — B  +  M(/;i  +  /7/)^*+(M— A)(7^, 
d'où  résulte 

(i^mm')  Q  =  A  +  B/7z/w'+(A  +  B)  (m-^m')  f~\-{B  +  Amm')çK 

Nous  allons  suspendre  un  moment  la  suite  de  ces  calculs,  pour 
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nous  occuper  d'une  remarque  sur  l'emploi  des  variables  /?  et  </  ,  et 
de  la  conside'ralion  de  quelques  cas  particuliers. 

Remarque  sur  l'emploi  des  variables  p  et  q. 

So.  L'emploi  des  variables  /?  et  ^,  pour  exprimer  les  deux  rayons 
vecteurs  r  et  s ,  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par 
le  mobile ,  exige  quelques  dévelôppemens  qui  pourront  d'ailleurs 
être  utiles  dans  d'autres  recherches  d'analyse. 

Il  résulte  d'abord  des  valeurs  de  r  ei  s ,  données  dans  l'art.  72 , 


quon  a 


Donc,    1°.  si  yo  est  constant,   r^s  sera   constant,    et  la   courbe 
décrite  sera  une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  foyers,  et  le  grand  axe 

AL  =  5/=!^^-^. 

Vi^.  14.  2°.  Si  q  est  constant,  s  —  r  sera  constant;  ce  qui  fait  voir  que  la 
courbe  décrite  sera  une  hyperbole  dont  F  et  G  sont  les  foyers.  Mais 
alors  le  point  A  ne  peut  se  trouver  sur  le  prolongement  de  FG;  il 

.  .    FA 

devra  être  situé  entre  les  points  F  et  G;  et  si  l'on  fait  -r-^  =  m ,  on 

.  a  (  1  —  nî)         ,     .    1 

aura ,  au  pomt  A,^'  =  7;z,/?*=o,  et  5  —  /■  = — :  c est  la 

valeur  de  Taxe  transverse  AL  =  2CA. 

81.  Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  veut  déterminer  un  point  de  la 
trajectoire  par  des  valeurs  données  de  /?*  et  //%  savoir,  yp'=a ,  ^"^é", 
on  peut  regarder  ce  point  comme  étant  l'interseclion  de  l'ellipse  où 
yo*=— a  avec  l'hyperbole  où  <7'==  ^.  Mais  cette  construction  laisse- 
rait incertain  si  le  point  cherché  est  au-dessus  de  l'axe  ou  au-dessous. 
Pour  éviter  à  cet  égard  toute  anibiguité,  il  convient  de  déterminer 
chaque  point  de  la  courbe  par  des  coordonnées  rectangles,  telles 
Fig.  i3.  que  GP  =  .r,  PM==j^',  dont  les  valeurs  sont 

c  (  1  —  p*<7')  ^avq 
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82.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  son  axe  me'ritent  une 
attention  particulière  :  voici  les  symptômes  par  lesquels  ils  doivent 
être  distingués  suivant  les  diffe'rens  cas. 

1°.  Si  la  courbe  rencontre  l'axe  en  un  point  B  situe  au-delà  de  G  Fig.  i5. 

par  rapport  à  F,  on  aura  en  ce  point/*  —  s=:a,  et  par  conséquent 

^  =  ce  ;  c'est  le  symptôme  de  ce  premier  cas.  On  aura  en  même 

r  A-  s  —  a         GB        •      •  i         i  j       ,  '     i 

temps  p^  =  —7; — ^1^  =  Y\\  f  3i"si  la  valeur  connue  de^''  sera  égale 

GB 
au  rapport  -^  qui  détermine  la  position  du  point  B.  C'est  ce  qu'on 

trouverait  directement,  en  considérant  un  point  M  infiniment  près 
de  B;  car  dans  ce  point  on  aura 

, tangfa tang  {  MFB  sin  MFB GM GB 

P  tang^^        tang  ^  MGB         sin  MGB         FM  FB* 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G,  on  aurait  toujours  ^^  =  00  ,  mais 
en  même  temps  p^  =  o. 

2.°.  Si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  I  situé  entre  F   et  G  ^  Fig.  iG* 

on  aura  dans  ce  point  r  -{-  s  =  a  ,  et  par  conséquent  p  z=  o;.  c'est 

le   symptôme    de   ce   second  cas  :   on   aura   en    même   temps... 

,         a  +  r — s        r        FI        .      .   1  ,  i        „     i' 

q  =  — ; =  -  =  -—:  amsi  la  valeur  connue  de  <?''  determmera 

la  position  du  point  I. 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G,  on  aurait,  comme  ci-dessus, 
^  =  o  ,  <y  =  co  ;  si  elle  a  lieu  en  F  ,  on  aura  à  la  fois  ;o  =  o  , 
^  =  0. 

3°.  Enfin  si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  A  situé  sur  le  pro-  Fig.  i3. 

longement  de  FG,  du  côté  de  F,  on  aura  en  ce  point  s —  r=  a,    , 

ce  qui  donne  (/  z=o  pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura 

A          .                ,         r  -^  S  —  a         r         FA         •      •  i  i 

en  même  temps  p^  = ; —  =  - 1=  ;^--  ;  amsi  la  valeur  connue 

de  p"  déterminera  la  position  du  point  A. 

83.  On  voit,  par  ces  détails,  que  la  quantité  q,  relative  à  l'hyper- 
bole, peut  avoir,  suivant  lesdifïérens  cas,  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  mais  que  la  quantité  p, 
relative  à  l'ellipse,  est  toujours  comprise  entre  -f-  i  et  — i.  Lorsque 
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p»  ^—^  i  on  a  ;•  +  5  =  co  ;  et  par  conséquent  le  point  M  est  infini- 
ment éloigné.  Dans  ce  cas,  si  l'on  appelle  6  l'angle  que  Tasymplote 
de  la  courbe  fait  avec  l'axe  GF,  cet  angle,  qui  est  alors  la  valeur 
de  Ce),  se  déterminera  par  l'équation  tang  {^=pq ,  ce  qui  s'accorde 

d'ailleurs  avec  la  valeur  ^  =  tan^w  =  — ^^. 

84.  Il  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  courbe 
serait  quelquefois  incomplète,  si  l'on  n'attribuait  a  p  ei  a  q  que  des 
valeurs  réelles;  car  il  y  a,  dans  certains  cas,  des  branches  qui  ne 
sont  représentées  qu^en  donnant  a  p  el  q  des  valeurs  imaginaires. 
Ces  cas  se  rencontrent  dans  le  problème  des  deux  centres  d'attrac- 
tion ;  c'est  pourquoi  il  convient  de  donner  d'avance  l'explication  de 
cette  difficulté. 

Fig.  17.  Supposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe,  soit  parvenu  de 
A  en  G,  où  l'on  a  ^==00  et  p  =  o;  s'il  continue  sa  marche  au-delà 
de  G,  les  formules  ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM^ 
située  au-dessous  de  l'axe,  du  moins  en  donnant  a  q  et  p  des  va- 
leurs réelles. 

/-,  •        ,  aC\  ■4-p'^q^)  ap^       ,  a 

Car  puisqu  on  a  5  =  - — Ht— -~-,t  =  — ^  -f-  7 — ; — ^w ^>  ^^ 

conçoit  que  s  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  p  devient  plus 
petit  et  (j  plus  grand.  Enfin  au  point  G,  où  l'on  fait  à  la  foisyC»  =  o 
et  q  =00  y  on  a5  =  o;  mais  passé  ce  point,  comme  la  valeur  ^'=0 
ne  peut  être  suivie  d'une  valeur  p*  >>  i ,  il  n'y  a  aucunes  valeurs  réelles 
de  p  et  q  qui  rendent  s  négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les 
formules  représentassent  la  portion  de  courbe  GM'. 

85.  En  effet,  dans  le  cas  où  l'arc  GM'  et  l'arc  GM  sont  situés  du 
même  côté  de  la  tangente  commune  TGT',  les  valeurs  de  «  et  de  <p 
varient  infiniment  peu  du  point  G  au  point  M',  que  nous  supposons 
infiniment  près  de  G.  On  a  au  point  G,  (p  =  7r,  co  =  FGT,  et  au 
point  M',  (P  =  '7r-f-GFM',  co  =  FGT  +  TGV,  GV  étant  le  prolon^ 
gement  de  la  corde  M'G.  Il  faudrait  donc  que  la  valeur  de  s,  qui 
ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devînt  négative  pour  répondre 
a  sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à  GV.  Or,  on  vient 
(de  voir  que  la  valeur  analytique  de  s  ne  peut  devenir  négative,  tant 

que 
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que  p  Qi  q  sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc,  dans  ce  cas,  à 
repre'senter  la  branche  GM';  car  puisque  s  ne  peut  pas  devenir 
négative,  après  avoir  fait  ce  =  FGT  au  point  G,  il  faudrait  tout 
d'un  coup  augmenter  œ  de  tt  +  T'GM',  pour  passer  du  point  G 
au  point  infiniment  proche  M',  ce  qui  ne  s'accorde  point  avec 
la  loi  de  continuité  à  laquelle  doivent  être  assujéties  les  quantités 
algébriques. 

86.  II  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d'inflexion 
en  G ,  et  qu'elle  se  continuât  dans  la  branche  GM",  située  de  l'aulre 
côté  de  la  tangente  GT'.  Le  passage  du  point  G  au  point  M"  ne 
peut  plus  se  faire  en  augmentant  par  degrés  cù ,  même  en  admettant 
que  s  devînt  négatif;  car  si  Ton  fait  a  =  FGV,  FGV  différant  infi- 
niment peu  de  FGT,  la  droite  GV,  prolongée  au-dessous  de  FG , 
ne  rencontre  pas  la  branche  GM".  Ainsi  il  faut  admettre  que  l'angle  co 
passera  tout  d'un  coup  de  la  valeur  FGT  qu'il  a  au  point  G,  à  la 
valeur  FGT  +  -tt—  T'GM"  qu'il  a  au  point  M";  supposition  qui 
est  encore  contraire  à  la  loi  de  continuité,  et  qui  ne  peut  subsister  en 
donnant  h  p  et  q  des  valeurs  réelles. 

87.  Voici  maintenant  la  seule  manière  de  passer  analytiquement  de 
la  branche  MG  à  la  branche  inférieure  GM'. 

Soit  FM'=/',  GM'=/,  HGM'  =  a;',  HFM'  =  (p',  iangi<p'=p'q\ 

tang^  &)'=;  -7,  on  trouvera,  par  les  formules  du  n"  72  ,  en  acceu- 

r 

tuant  les  lettres  ,  et  changeant  /•  en  s  , 

Mais  si  l'on  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour 
la  branche  MG ,  il  faudra  changer  r  en  r'  et  5  en  —  s\  ce  qui 
donnera 

Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu ,  à  moins  de  supposer  que^*  et  q*  ne 
deviennent  tout  à  coup  négatives  en  passant  du  point  G  aux  points 
situés  au-dessous  de  l'axe;  et  pour  qu'il  j  ait  identité  entre  les  deux 

48 
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résultais,  il  faut  supposer 

n*  —  /?'*      Pt      a^  =:  —  -r. 

p    —        y        ei     y    —        ^/^^ 

D'ailleurs  les  premières  valeurs  de  jt?'  et  </',  au  point  G,  sonlp  ==o, 
^'  =  o,  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  de  /?  et  //  en  ce  même 
point ,  savoir,  p  •=  o,  qzrzco  . 
Fig.  18.  88.  Pour  confirmer  celte  théorie  par  un  exemple  très-simple, 
soit  FMG  un  arc  de  cercle  plus  petit  que  la  demi-circonférence, 
et  soit  Ole  centre  de  ce  cercle.  Ayant  faitFC=  GG=^«,CO=^, 
FO  =  ^=:  /(c"+i«"),  GP  =  X,  PM  =jK,  on  aura,  suivant  les 
formules  générales, 

d'ailleurs ,  par  la  nature  du  cercle,  on  a  (j+c)'+  (^^— x)»=^% 
oujr'  +  2cj+.x'  — rt^  =  o.  Soit  M  un  point  infiniment  proche 
de  G  ,  ensorte  que  œ  etj  soient  infiniment  petits  et  positifs;  si  l'on 
'  appelle  G  l'angle  que  fait  la  tangente  en  G  avec  l'axe  GC,  on  aura 
tang  9  =  — ,  et-^.  aura  pour  limite  tang  ô.  En  effet,  soit  x  =  «cT, 
^  étant    infiniment  petit,  on    aura,  par    l'équation   du    cercle, 

ce  qui  donne  /?^=langi  G  (i  —  ^^).  Pour  avoir  séparément;?  et  q, 

il  faut  combiner  celte  équation  avec  1  équation  «T  =  ^j—^^jçj-^-^- 

Cette    dernière  ,   où   l'on   voit   que  f  doit  être    de   l'ordre  j, 
donne 

OU  en  tire  i^'  =  cT  (  i  +  cT  ) ,  et  ^.  =  ^^^^£^  ;  substituant  la 
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valeur  de  pq  donnée  par  la  première  équation ,  on  aura 

i_ £;_cos_6_cos^i  9  (  1  -}-  <^) 

j «rcosSsin'^e  (  1  -H^ 

Ces  valeurs  de  ;?"  et  —  sont  positives  tant  que  J"  est  positif;  elles 

sont  nulles  lorsque  <^  =  o.  Mais  si  on  fait  cT  négatif,  elles  deviennent 
négatives,  et  par  conséquent  p  ei  q  sont  imaginaires. 

Au  reste,  ces  valeurs  s'accordent  avec  les  formules  de  l'art.  87  , 

lesquelles,  en  supposant/?"  et  —infiniment  petits,  donnent 

et  comme  en    changeant   le  signe  de   cT ,  on  a  /?*  =  — 1- , 

-^  =  — û—  5  11  en  resuite 

q^  C03  â     ' 


/• 


=  «-«/(i^). 


cos  6 


cos  a  '         \    c    / 

Ce  sont  en  effet  les  vraies  valeurs  de  r'  -\- s'  et  /•'  —  s'  au  point  M', 
en  faisant  GP'=  ^. 

Du  cas  particulier  oîi  Vune  des  forces  est  nulle. 

89.  Soit  B  =  o;  alors  la  distance  FG  devient  arbitraire,  ainsi  Fig.  i3. 

que  m%  et  il  n'y  a  de  déterminé  que  la  distance  AF  == ^ ,  que 

nous  nommerons  h.  Dans  ce  cas,  on  sait  que  la  courbe  décrite  doit 
être  une  ellipse,  ou  plus  généralement  une  section  conique,  dont 
F  est  l'un  des  foyers.  Il  faut  donc  voir  comment  ce  résultat  peut 
être  déduit  de  nos  formules,  en  les  considérant  dans  leur  plus  grande 
généralité,  et  sans  s'asti'eindre  à  l'hypollièse  de  l'art.  77. 

J'observe  d'abord  que  comme  la  direction  de  l'axe  FG  est  à  volonté, 
on  peut  prendre,  pour  origine  du  mouvement,  un  point  déterminé  A, 
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dans  lequel  AF  sera  perpendiculaire  à  la  courbe.  Ainsi,  sans  dimî* 
ïiuer  la  géne'ralilé  de  la  solution,  on  pourra  supposer  ^=i7r- 
et  en  mettant  simplement  m  au  lieu   de  m°,  on  aura  (art.  74  ), 

C=Î-«V=^  — -(i  —  ^ï),  C'  =  ^-^-_^  — A,  valeurs  où  il  reste 

deux  indétermine'es  a  et  m  ;  mais  comme  on  a  entr'elles  la  relation 
amz=:h{i  —  /«),onpeut  ne  conserver  que  l'inde'lermine'e  w,  ce 

qui   donnera  G  =  (  f  W*  —  A  )  ('i-=^V   C'  =  -^— A.  Soit 

D  =  '__  ,•  les  valeurs  des  polynômes  P  et  Q  (art.  72)  pourront 
être  mises  sous  cette  forme 


^  =  {^  +  ^9%+""l'). 

et  l'equalion  de  la  trajectoire  sera,  en  faisant  D  —  A=/??A:D, 

àzdp dq^ ^ 

V{p'—m-).V{k—p-)'^  V/Ci  +  '^'çO-i/Ci  +  ^^O* 
Dans  cette  e'quation  on  peut  rendre  le  second  membre  semblable 
au  premier  en  faisant  mq""  =  ,  ~  ^ ,  et  on  aura  la  transformée 

dp qr  dz 

go.  L'intégrale  complète  de  celte  équation  ,  comprenant  la  cons- 
tante arbitraire  c,  est 

mk  (p'^-^z'^  —  c)  —  cyoV  =  q=  2pz  \/[mk(m^c)  (k  —  c)]  ; 

et  comme  on  doit  avoir  simultanément  p''c=m,  ç  =  o,  z''=mf 
on  trouvera  c=o,  et  l'intégrale  deviendra  simplement  z  =  :^  p , 
d'où  résulte 

Soit  /'  -f-  -s  =  auy  s  —  r==  «t^,  on  aura  u  =  ^-^-, ,  p=  -^^^^ ,  ce 
qui  donne  réciproquement  ;?*=  J^-^,  7*  =^-.  Substituant  ces 
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Valeurs    dans  l'équation   précédente,   et   faisant,  pour    abréger, 

m/c  -h  9771 4-  1      ^         mk  —  2m  +  I  /, 

ût  = -, — ,  b  = j — ,  on  aura  u —  ^^=0.— bwp',  ou 

2ar  =  età*  —  C  (s'*  —  /'*). 

Soient  AP=JC,  PM=jk,  on  aurar'==7''+(^— .r)%  s''-^r*=a*^2a{h—xy, 
doncr  =  ^a(c& — C)  —  C  (h  —  jc).  Cette  équation,  qu'on  peut 
mettre  aussi  sous  la  forme 

appartient  en  général  à  une  section  conique,  dont  A  est  un  sommet 
et  F  un  foyer  ;  elle  appartiendra  en  particulier  à  l'ellipse  si  Ton  a 
^"  <  1 ,  à  la  parabole  si  ^"=  i ,  et  à  l'hyperbole  si  ^^>  i. 

91.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  point  G  peut  être  pris  à  volonté, 
on  pourra  supposer  que  G  est  le  second  foyer  de  l'ellipse.  Alors  on 

aura  r  -h  s  z=  a  ^  2h=z  ~(i  -\-  m)  ,  ce  qui  donnera  ^"  =  m  ,  et  par 

suite  k=:m.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation D — A  =  mkD 

on  en  tire  D= j,  et  par  conséquent  V"=  rr^ •  C'est  le 

quarré  de  la  vitesse  nécessaire  pour  décrire  l'ellipse  dont  le  grand 

axe  est  —  (i-f-w) ,  et  dans  laquelle  m  représente  le  rapport  — . 

Si  l'on  a  m=o,  le  grand  axe  devient  infini,  et  l'ellipse  se  change 
en  parabole;   ainsi   la   courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l'on  a 

2A 
V'  =-^  ;  elle  serait  une  hyperbole  si  7?i  était  négatif,  ou  si  l'on  avait 

^  h' 

92.  Pour  avoir  le  temps  du  mouvement  dans  le  cas  de  l'orbite 
elliptique,  il  faut  reprendre  Téqualion 

^t    __  /     P'  ,    , f \  _dq_ 

a\/2a       \(i  ^p'^y  "^(14-  g')v  \/Q  * 

et  y   substituer  les   valeurs  p^z=zjn,  Q  =  D  (  i -j- An<7*  )%  ce  qui 
donnera 


Jty^    __.  / m q^ \       dq 

a  ^/(ao)         \{i  —my  "*"  (i  -f-  q^y)  i  -f-  r 


-j-mq 


,2  f 
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ou,  en  faisant  le  demi-grand  axe  1^.7:1—=/, 
dt\/A 1  {m-\-q'')dq 

Soit  q=.  tang  ^,  et  on  aura  l'inte'grale 

faisant  '(^:=z\7r ,  et  doublant  la  valeur  de  t,  on  aura  le  temps  d'une 
révolution ,  savoir, 

T   —  ^fyi 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 

Du  cas  paHiculier  ou  Von  à  m-:=.m' ,  dans  le  premier  système,  art.  77. 

95.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P  se  réduit  à  la  forme 

p  =  _  M  (;?'  —  mf. 

A      I     R 

Or,  M  est  essentiellement  positif,  puisqu'on  a  M=:  — — - — i  ;  de  là  on 

voit  que  l'équation  (3)  ne  peut  subsister,  à  moins  qu'on  n'ait  dans 
toute  l'étendue  de  la  courbe  décrite, 

yO*  —   7?ï  =   o  ; 

cette  courbe,  dans  laquelle/-]- 5  est  constant,  sera  donc  une  ellipse, 
dont  P  et  G  sont  les  deux  foyers. 

Cela  posé,  le  point  A,  intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ne 
peut  être  que   le  sommet  de  l'ellipse,  et   on   aura,  en  ce  point  y 

u-=.-7r.  m°  =  77z,  ce  qui    donnera    M  =  7 rr-|-JD  = -, 

et  par  conséquent  V= — ; ,  — ; —  ;  ou,  en  substituant  la  va- 

leur  ma  =  /i  (  i  —  m) , 

V»  —  ^-^  +  ^^^'^^  . 
/7(i  +m)   ' 

donc  avec  une  vitesse  initiale  ainsi  déterminée,  le  corps  décrira  la 
même  ellipse  qu'avec  la  vitesse  \l \jrF~T — â)î  si  la  force  A  agissait 
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«eule,  ou  qu'avec  la  vitesse  yj (i  /  ^ — ^},  si  la  force  A  était  nulle. 
On  peut  tirer  de  là  un  théorème  assez  remarquable. 

"  «  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers  ; 

«  soit  V  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite 

j)  en  vertu  de  la  force  A  placée  au  foyer  E;  soit  pareillement  V  la 

»  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de 

a  la  force  B  située  à  l'autre  foyer  G;  si  ces  deux  forces  agissent 

fi  à  la  fois  sur  le  mobile  ,  et  que  sa  vitesse  initiale  V  soit  telle ,  qu'on 

»  ait  V*  =  Y'"  -\-  ¥"%  il  décrira  encore  la  même  ellipse.  » 

94.  Pour  avoir  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque 
de  cette  ellipse,  déterminé  par  la  variable  </,  on  observera  que  dans 
ce  cas  particulier,  la  valeur  de  Q  se  réduit  à  cette  forme, 

ce  qui  donnera  la  formule  à  intégrer 

^fVf^    ^      ^         (I  +  q'T  V^[A-f-  BATi^  -f  2  (  A+U)  mq^  +  (A/n'^  +  B  )  q^' 

SoitR==v'[A(i  +  w<7')'  +  B(w  +  ^'^)^],  onaura,parlesréduc-  ":  VVt(/- 
lions  connues ,  / 


/   a 


On  voit  que  la  valeur  de  Z  ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiques  '       '^'^^        *"  ^^ 

de  la  troisième  espèce,  si  l'on  a  A=  B;  c'est  pourquoi  nous  nous 

bornerons  à  développer  ce  cas  particulier.  ,  ' ♦  f)  i  <»>  î- fi  (^)  ^if^-^ -*< (f^fij,  U  /- 

95.  Soit  donc  A  =  B ,  ce   qui   donne   le  quarré  de  la  vitesse 
initiale 

A  (i  +  7n)  rnf         ' 

on  aura  immédiatement 

(i  -hm)dt[/A  _  (m-hq-)  (i^r7w')dq 

4f\/f  Cl  +  g'y  VLU  -h  771»)  (1  ^qi)  +  4mq-2' 
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Soit   q  =  tang  i  4  ,  cos  ô  =  ~^,,  c  =  sin  |  ô  ,  ^  =  cos  ^  ô ,  on 

aura  la  transformée 

fVf     "^  \/Ci-c«sinSiô         >■ 

dont  rinlégrale  est 

Dans  le  mouvement  que  nous  conside'rons,  la  vitesse  est  la  même 
aux  deux  extrémités  du  grand  axe;  elle  est  aussi  la  même  aux  deux 
extrémités  du  petit  axe.  En  appelant  celle-ci  V,  on  aura 

■\T^  —   ^(^  +  ^^')  V'^  — -   ^  • 

V       . 7=  *  »         —       c    f 

mj  J 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  va  en  diminuant  de  l'extrémité  du  grand 
axe  à  l'extrémité  du  petit. 

Il  est  évident ,  d'ailleurs  ,  que  chaque  quart  d'ellipse  est  parcouru 
dans  le  même  temps  qui  sera  le  quart  du  temps  d'une  révolution  ;  de 
sorte  qu'en  appelant  ce  dernier  temps  T,  on  aura 

3 

b  \/2A  ^  ' 

g6.  Les  deux  forces  A  et  B  sont  égales;  elles  agissent  aux  deux 
foyers  de  l'ellipse.  Si  l'on  voulait  que  la  même  courbe  fût  parcou- 
rue en  vertu  d'une  seule  force  attractive  2 A ,  placée  dans  l'un  des 

foyers ,  le  temps  de  la  révolution  serait ,  comme  nous  l'avons  vu 

3 

n-92,  T'=::^|^.^;doncona 

T  :  T'  ::  a^F'c  — ^E'c  :  -. 
Pour  savoir  lequel  de  ces  deux  temps  est  le  plus  grand,  j'observe 
qu'on  a  en  général ,  E= ^^F  +J       ^       ;  donc 

2^F'c  —  1  E'c  =  Z^F'^  —  y  Z>, 

^'  étant  l'intégrale  r^^^^^-,  prise  depuis  (p=  o  jusqu'à  (p  =  {^. 

Mais 
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Mais  lY^c  représente  l'intégrale  y^^^J^^^H^,  prise  entre  les  mêmes 

limites;  et  puisque  i  —  c»  est  plus  petit  que  i  — c*  sin"  (p ,  cette  inté- 
grale est  plus  petite  que  fd<p  ou  ^  tt  :  donc,  à  plus  forte  raison, 
2^F'c—  IE'c  <-  ±  ^.  donc  on  a  T<T'.  Ainsi  la  masse  2 A,  partagée 
également  dans  les  deux  foyers,  agit  plus  fortement  que  la  même 
masse  réunie  dans  un  seul  foyer,  c'est-à-dire  fait  circuler  le  corps 
dans  un  moindre  temps. 

97.  Pour  juger  de  la  différence  numérique  de  ces  temps  dans 
un  cas  particulier,  soit  c  ==  sin  3o%  on  aura  par  la  table  des  fonc- 
tions complètes , 

IF'c  =  0.226795  ^SgjSS, 

lE'c  =  o.i66566  925942, 
ce  qui  donnera 

T 

^  =  0.780066  670223. 

Ainsi  les  deux  temps  dont  il  s'agit  seront  h  très-peu  près  dans  le 
rapport  de  78  à  100. 

Au  reste,  les  vitesses  aux  extrémités  du  grand  axe,  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  les  deux  cas,  et  leur  différence  sert  à  expliquer  en 
grande  partie  la  différence  des  résultats.  Si  l'on  appelle  V  et  V" 
les  vitesses  aux  absides  supérieure  et  inférieure,  dans  le  cas  d'une 
seule  force  attractive   2A ,  concentrée  dans  l'un  des   foyers ,  on 


aura 


y 'a  j_.   sAm         y,,^ 2  A 


et  dans  le  cas  des  forces  séparées,  on  a  y»  — :  ^  C  ^  +  "^12 .   donc 

fm  ' 

V*  =  1  (  V'"-f  V"^)  ,  c'est-à-dire  que  V^*  tient  le  milieu  juste  entre 
V"  et  V».  Quanta  l'effet  de  ces  vitesses  sur  le  temps  périodique, 
il  n'y  a  que  le  calcul  qui  puisse  l'apprécier,  et  à  cet  égard  il  ne 
reste  rien  à  désirer. 

Solution  d'une  difficulté  analytique. 

98.  Puisque  l'ellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces 
attractives  A  et  B  sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers 

49 
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F  et  G,  on  peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  faire  les  sutslî- 
tutions  dans  les  équations  ge'ne'rales  (i)  et  (2) ,  afin  d'en  déduire  les 
conditions  nécessaires  pour  que  ce  mouvement  puisse  avoir  lieu. 

Ayant  donc  fait  CA  =/,  CF  =  CG  =  ^  =  j  « ,  w  =  fTr  >  ^^^' 
de  plus  «=  f.^_r  ^)  on  aura  par  les  propriétés  de  l'ellipse, 

J      "T"  5 
f-\-gCOSÇ^  f gCOSOi  J'-\-gCOè<p 

f'^-\-g^     I  +  «  cos  «p  '  ^  f-\-  gcos<p    ' 

Ces  valeurs,  et  celles  des  constantes  C  et  C  (art.  74)  j  où  l'on  feriir 

fA,z=z^  Tt ,  et  pour  abréger ,  D  =-^       '^   V%  étant  substituées  dans  les 

équations  (i)  et  (2),  on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent 
également,  et  sans  aucune  condition  ,  à  cette  valeur  de  dt, 

jf     /(_2E. ^  (/'  — g')C^  -\rn  cos  (p)d(p 

V\p-g'J'~       if+gcoscpys/^       > 
dans  laquelle 
N=2D(i+«cos(p) — A(i — cos(p)(i4-/zcos(p)+B(i— /z)  (i — cos(p). 

Ce  résultat,  qui  n'impose  aucune  condition  à  la  vitesse  initiale,  a  de 
quoi  surprendre,  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s'il  y  a  une  vi- 
tesse initiale  propre  à  faire  décrire  l'ellipse  donnée,  toute  vitesse  plus 
grande  ou  plus  petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe. 

99.  Pour  rendre  raison  de  ce  paradoxe ,  il  faut  considérer  que 
les  équations  (1)  et  (2)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  diffé- 
rences ^(p  ,  dcû ,  dt  y  et  qu'un  facteur  qui  est  nul  dans  l'ellipse,  a 
pu  satisfaire  à  ces  équations,  sans  qu'on  soit  en  droit  d'en  conclure 
que  ces  deux  équations  se  réduisent  absolument  à  une  seule. 

Toute  incertitude  à  cet  égard  disparaitra,  si  l'on  remonte  aux 
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équations  différentielles  du  second  ordre,  et  qu'on  fasse  les  substi- 
tutions convenables  dans  ces  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la 
condition  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  des  deux  forces 
d'attraction  et  de  la  vitesse  initiale  V,  dirigée  perpendiculairement 
a  la  ligne  des  centres  FG. 

Faisant  donc ,  comme  au  n°  70,  œ  =:  a  -\-  r  cos  (p ,  j  z=  r  sin  <p y 
les  équations  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédia- 
tement, 

ddr  —  rci<p'^ A  Bcos(<p  —  ») 

dF        "~  F  s^  > 
rdd<p  -}-  o,drd(p        B     .     .             v 
df^ =  ^-sm((p-a)}. 

Ces  équations  servent  en  général  à  déterminer  la  courbe  décrite  et 
le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Maintenant  si  cette  courbe 
est  l'ellipse  qui  a  pour  équation  r^  {f -{- g  cos  <p)  = /''  —  g% 
on  aura 

^  r  t  ^^  ^^^ — '"^'P"  •  /rdd(p  -4-  Qdrd(p\  r     di^ 

(f+S cos ?)  —j^  -gsm<p  (     "X.      -)  =/'■  •  5^- 

Au  moyen  de  ces  trois  équations  et  de  la  valeur  de  -r-7 ,  tirée  du 
résultat  de  l'article  précédent,  on  trouve  l'équation  de  condition 

(  f-l-p-cos  (D^  -  _t  /^^o^C'P  — ^)  +  .?PcQs*'  _        C/+ffcos<?)^N/t 
\j-rs        ^Jj^-T-  ^,  ■""  (/=^  — ^T(l^-ncos(p)-• 

Substituant  les  valeurs  de  r,  s,  cosco,  cos  ((p  —  c»)  en  fonctions 
de  <p,  on  aura  enfin, 

N«  =  A(i+«cos(p)»+B^£^^Y. 

Comparant  cette  valeur  de  N  avec  celle  de  l'article  précédent,  on 
trouve  qu'elles  sont  identiques,  si  l'on  a  2//D  =  A(i+«)-f-B(i — n)  , 
c'est-à-dire  si  la  vitesse  initiale  V  est  telle  qu'on  ait 


V 


.  __  A  (/-fg)^  +  B  (/-  gy  _  A  +  Bm' 


/(/-r)  '~         fr 


m 


y 


ce  qui  s'accorde  entièrement  avec  les  résultats  précédens. 
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Du  cas  particulier  ou  B  =  ^—  A. 

100.  Dans  ce  cas,  la  force  placée  au  second  foyer  G  est  re'pulsive, 
et  égale  en  intensité  à  la  force  attractive  placée  au  foyer  F.  Pour  que 
l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  ces  deux  forces,  il  faut,  d'après  la 
formule  précédente,  qu'on  ait 

V»  —      4Aff     _  A(i  — mp 

Alors  la  vitesse  v  en  un  point  quelconque  est  donnée  par  l'équa* 
tion  (i)  ,  savoir, 

sA        sA    ■    ^j.^  sA       .      G  A 


Mais  on  a  ,  par  hypothèse ,  V"  ;=  ^7  ^  ,  =  ^^ -^^ —  ;  donc 

^      •'^  '         f—g     f—s     f+s' 


2  A  2  A 

r  s  ' 


On  voit,  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plus^ 
a  mesure  que  le  corps  s'éloigne  de  l'extrémité  du  grand  axe;  elle 
sera  nulle  à  l'extrémité  du  petit  axe,  où  l'on  a  r=  s.  Ainsi,  à  partir 
de  ce  point ,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas ,  et  décrira  le  quart 
d'ellipse  dans  le  sens  contraire.  Arrivé  au  point  A  avec  une  vitesse  V 
égale  à  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  il  continuera 
son  mouvement  sur  l'ellipse ,  jusqu'à  ce  qu'il  parvienne  à  Fautre 
extrémité  du  petit  axe,  où  sa  vitesse  sera  nulle.  Ainsi,  dans  le  cas  où 
les  deux  forces  situées  aux  deux  foyers  sont  égales,  mais  agissent 
en  sens  contraire,  le  mobile ,  en  supposant  sa  vitesse  initiale  telle 
que  nous  l'avons  fixée,  parcourra  la  demi-ellipse,  d'une  extrémité 
a  Tautre  du  petit  axe,  par  un  mouvement  analogue  à  celui  d'un 
pendule  qui  oscillerait  dans  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe 
serait  vertical.  Cet  exemple  d'un  mouvement  d'oscillation,  que  des 
forces  accélératrices  produisent  sur  un  corps  parfaitement  libre  , 
s'il  n'est  pas  le  premier  que  la  mécanique  ait  offert  jusqu'à  présent, 
est  au  moins  digne  de  remarque. 
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lOi.  Pour  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B= — A 
dans  la  formule  du  n°  94 ,  ce  qui  donnera 

Soit  c^  =  l,  y==  v/(^-"-i-^)>  V^(i-c^sinS)  =  A,  on  aura 

donc  le  second  membre  de  l'dqualion  pre'ce'dente  étant  nomme' ^V^ 
on  aura 

ce  qui  donne  en  inte'grant , 

Mais  on  a 

/A^^sP  =  i  c»A  sin  4  cos  4+ E  (c,  4)  —  f  c»F  (f?,  4.)  j 
donc 

V  =  g-  (i  4-4/72  +  w»)  F  (^,  4)  —  ^  (i  —  77z)»  A  sin  4  cos  4. 

Cette  inte'grale,  qui  ne  comprend  que  la  fonction  de  première  espèce 
F  (c,  4),  est  la  valeur  de  l^~  (i-hm)  y/(i—.m')-  et  en  faisant 
/»=  T-r-^j  oii  Gn  de'duit 

'  =  ^  [^^  F  (o,  4  )  -  A  sia  4  cos  4]. 

Si  l'on  fait  ^  =  i ,  ou  4  =  î  -Tf ,  on  aura  le  temps  employé  à  par- 
courir le  quart  d'ellipse.  Ainsi  en  appelant  T  le  temps  d'une  oscilla- 
tion ,  on  aura 

T  =  -^tr^  FV. 

Du  cas  particulier  oit  Von  a  C  -|-  C'=  o. 
102.  Dans  ce  cas,  les  polynômes  P  et  Q  se  réduisent  à  deux 
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termes,  savoir, 

P  =  a  —  ^^7^, 

Dans  le  premier,  les  coefficiens  et  et  C  sont  toujours  positifs;  dans 
l'autre,  les  coefficiens  ^  et  cT  peuvent  être  tous  deux  positifs,  ou 
l'un  positif  et  l'autre  ne'galif. 

D'après  ces  valeurs,  chaque  membre  de  Fe'quation  t^  =  tTq" 
pourra   touiours  se  réduire   a  la  lorme  —77 r--T-^  y  ^^  1  on  a 

^  '  1/(1  — c"  sin-'(p)  ' 

c*=  i  ;  donc  l'e'quation  dont  il  s'agit  peut  être  représenle'e  en  gé- 
néral par  k  -— — ~r-—r  =  —7 \^Tr^  y  ^^  son  intégrale  sera 

ÂF  (c,  4)  =  F  (c,^)  H- const., 

ou  simplement  AF  (4)  =  F  (Q  +  const. ,  le  module  commun  à  ces 
fonctions  étant  c  =  y/^. 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement, - 
l'une  des  variables  -^ ,  ^  est  nulle.  Soit  cette  vaft'iable  ^,  et  soit  en 
même  temps  ^|/  =  6,  alors  l'équation  de  la  courbe  sera 

/i:(F4  — Fe)  =F^; 

et  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  Ç,  telle  que  F^  =  F4  —  Fg, 
on  aura  plus  simplement  AF^  =  F^. 

io3.  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l'équation  de  la 
trajectoire,  lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à  la  condition  C+C'=o. 
Dans  cette  équation,  k  sera  en  général  une  fonction  donnée  des 
quantités  A,  B,  «,  et  de  celles  qui  sont  relatives  à  l'état  initial  du 

corps;  si  l'on  suppose  que  k  est  égale  à  une  fraction  rationnelle  -, 

prise  à  volonté  entre  des  limites  convenables,  cette  condition  établira, 
entre  les  données  du  problème,  une  relation  au  moyen  de  laquelle 
la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe  algébrique,  puis- 
qu'il y  a  toujours  une  équation  algébrique  qui  représente  l'équation 

transcendante 

iFÇ  =  eF^. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  cas  où  la  courbe  décrite  par  un  corps 
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allîré  vers  deux  centres  fixes,  est  une  courbe  algébrique.  Celte 
courbe  sera  nécessairement  rentrante  sur  elle-même ,  lorsque  la 
vitesse  initiale  sera  telle,  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  Tinfîni; 
alors  il  y  aura  une  période  composée  d'une  ou  de  plusieurs  révo- 
lutions, laquelle  se  répétera  à  l'infini;  de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer 
le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes,  pour  pouvoir 
assigner  le  lieu  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement  au 
bout  d'un  temps  quelconque. 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  seront 
déterminées  d'une  manière  plus  particulière  dans  Texamen  que  nous 
ferons  des  différens  cas  principaux  du  problème,  sont  les  seules 
qu'Euler  ait  données  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1760.  Mais 
nous  ferons  voir  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes 
algébriques  qui  peuvent  également  satisfaire  au  problème;  et  cette 
multitude  de  solutions  est  une  nouvelle  preuve  des  avantages 
que  peut  procurer,  dans  les  applications  j  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. 

104.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  particuliers* 
nous  allons  maintenant  procéder  à  l'intégration  de  l'équation  (5), 
Pour  cela,  il  faudra  distinguer  dans  chacun  des  deux  systèmes 
indiqués  art.  77  ,  les  difïerens  cas  principaux  qui  peuvent  y  être 
renfermés  ,  et  qui  donnent  lieu  à  des  résultats  de  forme  différente.    " 

En  général,  on  sait  que   chaque  membre  de  l'équation  (3)  peut 

être  réduit  à  la  forme  ^^^  J^J^-^,^;  cette  équation  sera  donc  tou* 
jours  de  la  forme 

^  dl  ^ d^ 

et  son  intégrale  sera  ,  par  conséquent, 

/-F(c,  4)  =  F  (;6,^)  +  const. 
En  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  situ^ 
sur  l'axe  EFG,  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre 
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les  deux  centres  F  et  G,  on  pourra  toujours  faire  ensorte  qu'une  des 
variables  4  »  C  soit  nulle  au  point  Aj  alors  on  devra  supposer  que 

—  et  -7^  sont  tous  deux  positifs,  ajfîn  que  les  angles  -^  el  ^  croissent 

continuellement  avec  le  temps  ;  c'est  sur  ce  principe  que  seront 
dirige'es  les  transformations  par  lesquelles  on  obtient,  dans  les 
4iffërens  cas ,  rëquatioji  de  la  courbe  décrite 

^F(c,  4.)  =  F(;c,0  +  const. 

Celte  équation,  de  même  forme  dans  tous  les  cas,  et  facile  à 
résoudre  pour  déterminer  tant  de  points  qu^on  voudra  de  l'orbite  , 
est  remarquable  surtout  en  ce  que  le  coefficient  k  s'exprime  toujours 
très-simplement  par  les  deux  modules  c  et  k;  d'où  il  suit  que  les  cas 
les  plus  variés  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres 
fixes ,  sont  toujours  résolus  par  une  équation  finale,  oii  il  n'y  a  que 
deux  constantes  arbitraires  pour  représenter  toutes  les  données  du 
problème. 

io5.  Dans  le  premier  système  que  nous  nous  proposons  maintenant 
de  développer ,  le  polynôme  P  est  de  la  forme 

P  =  M  (m  — ;?»)(;?'— w'), 

où  l'on  suppose  m  et  iji'  positifs ,  et  m  >  m'.  La  valeur  de  /?*  est 
donc  toujours  comprise  entre  les  limites  7?i  et  77i'.  Or,  le  lieu  de 
tous  les  points  où  l'on  a  p''^  tji,  est  une  ellipse  décrite  des  foyers 

_ F  et  G,  et  dont  le  sommet  E  est  placé  à  la  dislance  EF  =    ^^    ; 

de  même,  le  lieu  de  tous  les  points  où  l'on  ap^z=  7?i',  est  une  ellipse 
décrite  des  mêmes  foyers,  et  dont  le  sommet  D  est  placé  à  la  dis- 

in'a 

tance  FD  =  — — — 7.  Donc ,  dans  tous  les  cas  qui  appartiennent  au 

premier  système ,  la  courbe  décrite  par  le  mobile  sera  toujours 
comprise  dans  l'espace  que  laissent  entr'eux  les  périmètres  des  deux 
ellipses  que  nous  venons  de  déterminer;  de  sorte  que  les  intersections 
de  celte  courbe  avec  l'axe  ne  pourront  se  faire  que  dans  les  parties 
de  cet  axe  ED ,  KL  comprises  entre  les  deux  ellipses. 

106.  Nous  appellerons  absides  supéiieures ^  les  points  de  l'orbite 
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S',  S*,  S^,  etc.,  où  l'on  a  ^''  =  /w,  et  absides  inférieures  les  points 
r,  1%  1%  etc. ,  où  l'on  a  p""  =  m'.  La  raison  de  cette  de'nominalion 
est  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  r+5  est  un  maximum  dans 
les  premiers  points  ,  et  un  minimum  dans  les  autres;  mais  il  importe 
surtout  de  remarquer  une  propriété'  ge'nérale  des  absides,  tant  supe'- 
rieures  qu'inférieures,  savoir,  que  dans  ces  points  Torbite  est  toujours 
tangente  à  l'ellipse  terminatrice  y?"  =  m  ou  p"^  =  m' . 

En  effet,  si  l'orbite,  qui  a  un  point  S  commun  avec  l'ellipse  supé- 
rieur/?'=/w,  coupait  cette  ellipse,  il  y  aurait  des  points  de  l'orbite 
qui  appartiendraient  à  une  ellipse  plus  grande  ,  et  pour  lesquels,  par 
conséquent,  on  aurait  p""  >  m;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque 
m  est  la  plus  grande  valeur  de  p".  De  même  si  Torbite,  qui  a  un 
point  I  commun  avec  l'ellipse  inférieure  /?'*  =  m',  entrait  dans  cette 
ellipse,  il  y  aurait  des  points  de  Torbite  qui  appartiendraient  à  une 
ellipse  plus  petite,  et  pour  lesquels  on  aurait  yy*  < /«';  ce  qui  ne 
peut  encore  avoir  lieu,  puisque  m'  est  la  plus  petite  valeur  de  /?*. 

Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  à  celte  propriété  générale ,  que  dans 
Je  cas  où  l'orbite  aurait  un  point  de  rebroussement  qui  aboutirait  à 
l'une  des  ellipses  terminatrices,  ou  bien  dans  le  cas  où  la  vitesse  du 
corps  serait  zéro  au  point  S;  car  alors  il  reviendrait  sur  ses  pas ,  en 
suivant  le  même  arc  de  courbe. 

107.  Pour  procéder  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3), 
il  faut  transformer  convenablement  les  deux  membres.  Et  d'abord 

puisqu'on   a  P=  M(w  — ;?")  (yy»  — /?/)  ,  si  l'on  fait  c»  =  i  —  —      ::   ^ ,^P 
el  p^  =  m(i  —  c"  sin^^^P)  j  on  aura  la  transformée 

dp    1  d^^ 

Ï/P  v7(mM)  '  j/(i  — c''sin^4)* 

On  a  ensuite,  d'après  les  formules  de  l'art.  7g, 

(  I  —  mm')  Q  z=  A  +  Bmm'-]-  (m  +  m')  ( A  +  B)  ^»  -f-  (Xmm'  +  B)  y^- 

mais  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  les  facteurs  du  second 
membre  sont  réels  ou  imaginaires. 

108.  Premier  cas.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires,  ou  si  l'on  a 

m  —  m'  Q^/AB 


A  +  B  ' 

5o 
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ou  pourra  supposer 

Q  =  (M  — B)(i  +  2acosô.9^-i-aY), 
a  et  ô  étant  déterminés  par  les  équations 

^ Amm  +  B  n  ^^-f  ^')  ÇA  +  B) 

•    ^    —  A  +  Bmm'   '      COS  0  —    ^/(A/n/n' +  B).  V/(A  +  Bm7n')  ' 

d'ailleurs  on  a,  comme  dans  l'art.  'jS^M.^zj—^^,  M— B=  ^_J"J  - 

Cela  posé,  si   l'on  fait   x  ==  sin  ^  8,  </  =  --^  tang  ^  Ç ,  on  aura  la 

transformée 

</(/ i__^ c?^ 

"Tq  """  2V/(M«  —  B«)  •  V/Ci  —  "-'sint)* 

/A(M— B)\         ^    //«(A+BmmO\_     //2m  +  2m\ 
Soit  enfin  A^  =  2  y/  (-^m-;  =  2  y/  (^—-^^-^-^ j  _  ^  (^-^^-y-; 

^^  ./(^  ~  ^^!^  ^  et  l'équation  (3)  deviendra 

mais  j'observe  qu'on  peut  mettre  -tt — 4/  à  la  place  de  4?  sans 
changer  la  valeur  supposée /?''  =  m  (i  —  c'sin''4);  ainsi  on  peut 
supprimer  le  double  signe  de  celte  équation ,  et  écrire  simplement 

,  c/4-  _,  ^C    

ce  qui  donnera ,  en  intégrant , 

AF  (.,+)  =  F  (;6,^)  +  C". 

109.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  constante  C".  Or,  d'après 
l'élat  initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dans  l'art.  74,  on 
doit  avoir  au  point  A ,  ^  =  o  e\.p^z=:m°.  Faisant  donc  ^=  o  et  4  =  e? 
ce  qui  donnera  m°  =  tn  (i  —  c^sin^g)  ,  ou 


sm'^Ê  = 


..ic^  m,  —  m  ' 

on  aura  C"  =  ^ —  AF  (c,  c)  ;  ainsi  l'équation  de  la  courbe  sera 

AF(c,4)  -  AF(^,0  =  F(;c,^). 
Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  € ,  déterminé  par  la  valeur  de 
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sin'g,  est  aîgu  ou  obtus;  car  1  équation  de  la  courbe  ne  serait  plus 
la  même  si  l'on  mettait  tt  —  g  à  la  place  de  ê. 

Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  faire  ensorte  que 

les   coefliciens  -^,  -j-  soient  tous  deux  positifs  au  commencement 

du  mouvement.   Or  on  a,   au  point  A,  (p=:o,  «  =  0,  q  :=  o , 
yp=  v/m°,  drz=Ydt  cos  juc  ,  rd<p  =  V^^  sin  />c;   d'un   autre   côte'  les 

e'quations /•=  — — ^ X~^î  t^ngi^  =  -e'tanldiffe'rencie'es,  donnent 

au  même   point   A    où    <7  =  o,  dr=  ,  ^^^  ^,  .  ^  d<p  =  ~  i   donc 

dq p     d(p  p  .  {i  —  mP')  \/ m°  ^r     • 

■j7=---i7  =  ~y  smu:=  ^: '-^ V  sm  At  :   mais   on  a    en 

dt         2.     dt         Q.r  '  2am°  ~  ' 

général  7=-^^^  tang  Kj   ce  qui  donne  au  point  A,  j^  =  ~^  •  §i 
donc 

d^         1  —  m°      //  ««  \   Tr    • 


celte  valeur  est  toujours  positive.  Pour  avoir  celle  de  -^^ ,  j'observe 


dt 

irc    Tkrkci  f  iTrA      Pr»nr»   ovrkir»    r»f>ll£«  no    

dt 

quonsidr='Vdlcosu=-r-^^^'.  doncau point  A,-^=^^^^^-4-.Vcosu; 
^  '         (1 — pY'  '^  'dt        aaym"  '^^ 

d'ailleurs  l'équation  yo':=m(i — c'sin*'N}/)donne/7d'/7= — /wc'sin'\J,coS'\[-â?%|,; 

donc  au  point  A ,  où  -n}/  =  é  ,  on  a 

^4 y/ m"  dp  (1 — m°yYcos  fi 

dt  mc^àin  i  cos  i  '  dt  zamc^ain  i  cos  £ 

De  là  on  voit  que  pour  rendre  -j-  positif,  il  faut  toujours  prendre 

cos  Ê  de  signe  contraire  à  cos//.,  c'est-à-dire  que  les  angles  é  ei  ju 
seront  toujours,  l'un  aigu,  l'autre  obtus. 

Par  cette  condition,  l'angle  e  sera   entièrement  déterminé,  et  la 
courbe  décrite  parle  mobile  se  construira  au  moyen  de  l'équation 

qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations  p''=:7?i  (i  —  c*  sin'-J.)  , 
g  = —  lang  l  ^.  On  voit  par  ces  dernières,  que  p  restera  toujours 
positive,  mais  que  g  prendra  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives. 
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depuis  zéro  jusqu'à  Tinfini.  On  déterminera  d'ailleurs  les  coordon- 
ne'es  œ  et  f  par  les  formules  de  l'art.  81  ,  où  l'on  voit  que  Tor- 
donne'ejr  change  de  signe  en  même  temps  que  la  variable  </. 

110.  L'e'quation  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  de'crite  , 
peut  en  ge'néral  se  réduire  à  deux  termes  ;  car  en  faisant  F  (4)  —  F  (0 
=  F  (^)  î  ^  ^'^^"*  ^^  module  commun  à  ces  fonctions,  on  aura 

mais  alors  il  faudrait  exprimer  p  en  fonction  de  Ç.  Or,  d'après 
réqualionsupposée,ona(n''i8,p.i),  en  faisant  /(i— c'sin='|)=A(f) 
et  \/(i--c=sin"6)=  A(é), 

.       AeAI  —  c^  sin  £  cos  e  sin  |  cos  | 

P  ^      '  1  —  c'^sin'*  £  sin'^  I 

Mais  celle  expression  étant  assez  compliquée,  il  est  préférable  de 
laisser  Téquallon  de  la  courbe  dans  sa  forme  à  trois  termes,  laquelle, 
d'ailleurs  ,  n'est  pas  moins  facile  à  résoudre ,  lorsqu'il  s'agit  de  déter- 
miner 4.  par  le  moyen  de  Ç,  ou  réciproquement. 

Cette  équation  se  simplilîe  d'elle-même  dans  les  deux  cas  parti- 
culiers où  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  une  abside  supé- 
rieure ou  inférieure. 

m.  Si  le  point  A  est  une  abside  supérieure,  ce  point  ne  pourra 
être  qu'un  des  sommets  de  l'ellipse /?'  =  /w;  on  aura  par  conséquent, 
dans  ce  point,  w°  =  m  et  /A  =  ^7r,  ce  qui  donnera  €  =  0,  et 
l'équation  de  la  courbe  sera  simplement 

AF(^,4)  =  F(x,0. 
Si  le  point  A  est  une  abside  inférieure ,  ce  point  sera  un  sommet  de 
l'ellipse  p^  =  JJi',  et  on  aura  m°z=m',  f/.:=^'7r,  ce  qui  donnera 
g  __  i  ^.  Dans  ce  cas ,  l'équation  de  la  courbe  contient  encore  trois 
termes,  savoir,  ^F(c,  4)-"  Â'F'c=:  F  (;t,0;  niais  en  faisant  la 
même  transformation  que  dans  l'article  précédent,  et  substituant  dans 

1)1/ m  \/m 

la  formule  la  valeur  £= ^  tT,  on  trouve  p  =  ^7^7^:^731^) —^(TZirT^si^^)  ' 
JfF  (c  ,P)  ='P  ('^f  O  f  ^^  comme  rien  n'empêche  de  mettre  4  an 
lieu  de  g  dans  ce  résultat,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  de 
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la  forme 

mais  on  aara  ;,  =  ^^^^-^.j^  et  9  =  :^  tang  K. 

112.  Second  cas.  Si  les  fadeurs  du  polynôme  Q  sont  re'els,  ou 
si  l'on  a 


A+B  ' 
on  pourra  supposer 

CL  et  a'  étant   des   quantite's   réelles  et  positives  donne'es   par  les 
e'qualions 

^^»'  —  Ç!!L±L^LL(A4-B)  ,  _  Amm'+B 

^"^"^   —  A  +  ^mm'         '  "^"^  —  A  +  Bm^"' 

Soit  a  >  a',  si  l'on  fait  ;c'  =  i  —  —  et  a  =  ——  tancr  r    on  aura  la 

Iransforme'e 

dq    1  d^ 

\7Q  \,'{aM  —  «B)  *  \/(i— ;i^sin^O* 

Soit  enfin  A-  =  1/  T— ^ — ^ — ^  j  =  \ /(— ^— 3)?  et  on  aura  l'équalion 
de  la  courbe 

AT(c,4)-ÀF(o,.)  =  F(;c,0, 
€  e'tant  la  valeur  de  ^^  au  point  A,  donnée  par  l'équalion 

.    „  m  —  m° 

sm'€  = ,. 


On  trouvera,  comme  ci-dessus,  que  l'angle  €  est  toujours  de  même 
espèce  quc^r — /-c,  ce  qui  achèvera  de  déterminer  cet  angle.  Ensuite, 
pour  construire  la  courbe ,  il  faudra  joindre  à  l'équation  précé- 
dente les  équations 

p"  =  w  (i  —  c^  sin*  4)  ,      q  ^  -^^  tang  ^. 

II 3.  Si  le  point  A  est  une  abside  supérieure,  on  aura  6=0,  et 
l'équation  de  la  courbe  sera  simplement 
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Si  le  point  A  est  une  abside  inférieure,  on  aura  g  ==  ^  tt  ;  alors 
l'équation  de  la  courbe  sera  encore  de  la  même  forme,  mais  on  aura 

Les  deux  cas  principaux  que  nous  venons  de  développer  sont 
les  seuls  qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons 
donc  passer  à  l'examen  des  cas  qui  appartiennent  au  second  système; 
mais  pour  cet  effet  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  déterminer 
les  constantes  C  et  C  dans  l'hypothèse  que  le  point  A,  origine 
du  mouvement ,  est  situé  sur  l'axe  entre  les  deux  centres  des 
forces  F  et  G. 

Piecherclie  des  cas  principaux  contenus  dans  le  second  système. 

114.  On  a  déjà  vu  que,  dans  le  second  système,  la  valeur  de  P 
doit  toujours  être  de  la  forme 

P  =  M  (/»—/?=')  (/?'+/«'), 

dans  laquelle  m  est  positif  et  <  i ,  m'  étant  positif  aussi,  mais  d'une 
grandeur  non  limitée. 

Dans  ce  système,  la  valeur  de  /?"  varie  entre  les  limites  zéro  et  m} 
tous  les  points  oi:i  p^  =  m  sont  les  absides  supérieures  S',  S%  S%  etc. , 
dans  lesquelles  Torbile  est  tangente  à  l'ellipse  terminatrice /?^=  m; 
tous  les  points  où  p^=^o  peuvent  être  regardés  comme  des  absides 
inférieures  I',  1%  P,  etc.,  puisque  la  somme  des  rayons  vecteurs 
FI  +  IG,  égale  à  EG ,  est  un  minimum;  ces  points  sont  en  même 
temps  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  entre  les  deux 
centres  F  et  G. 

Fig.  19.  ii5.  Soit  A  le  point  de  l'axe  Situé  entre  F  et  G  ,  qu'on  prend 
pour  origine  du  mouvement;  soit  V  la  vitesse  initiale,  et  /a  l'angle 
EAH  que  fait  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l'axe  :  les  angles 
fA,  (p  ,  œ  sont  ouverts  d'un  même  coté;  ils  prennent  naissance  lors- 
que leurs  côtés  sont  confondus  avec  la  partie  de  l'axe  dirigée  dans 
le  sens  GFE. 

Cela  posé,  on  aura,  au  point  A,  les  valeurs  z  =  o,<p=7r,  ce>=o, 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  e'quations  (i)  et  (2),  afin  de  déter- 
miner les  constantes  G  et  C,  on  en  déduira 


C'=:  A  +  B  — 


aV^/n°  sin°j«6 


Mais  puisqu'on  a  en  général 

et  que  cette  même   quantité  est  représentée ,  dans  le  second  sys- 
tème^ par  la  formule 

P  =  M  [mm'  +  (  /7z  —  m'  )p^  —  p^],  * 

on  aura  pour  déterminer  M,  m,  m',  les  équations 

i  ûY^  m°  sin'  u 


mm 


m —  m'  z=. 


(A+B)  (1  +771°)=^  — ^aV^7n"sin>' 

(i  «V—  — o  —  Bw°)  (1  4-  m°)^  —  aV^  771°  sin> 


(A-f  B)Ci  -f-77i'')^~ia\'='77i"sinV  ' 

ensuite  la  valeur  de  Q  sera  donnée  par  la  formule 
(  I  ^_  mm')  Q  =  A  —  V>mm'  +  (  A  +  B  )  {m  —  m')  q^-^  (B — Aww')  /. 
116.  Procédons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3),  et 
soit  d'abord  ;?=  /wcosÇ,  c"  =  — ^— 7,  on  aura  la  transformée 

j^ c_ cil 

mais  il  convient  d'obtenir  un  résultat  positif,  parce  que  la  première 
valeur  de  p  étant  zéro,  celle  de  ^^-  doit  être  positive. Or,  en  faisant 

F'c  —  F  (c,g)=:  F  (c,  4),  ou  algébriquement' lang  Ç  lang4=:^, 

on  aura -k ^^  i,  » 

""*  ^/(i  —  c^«m»  4)  —  ""  "i/(i~c*Ma»4)  '•>  ^^    comme   1  équation 
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supposée  donne   cos  $  =  ^(.LT-stnH)^  '^  ^'^"'"'^  "^"^  ''  ^''''  ^^'^ 


on  aura 


c^m'  s  in  -p 

directement  p  =  ^^^__^.,;^.^y 

dp    c d^ 

Cette  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second 
système;  mais  celle  de  -^  sera  d'une  forme  différente  ,  suivant  les 
différens  cas ,  c'est-à-dire  suivant  les  différentes  formes  que  peuvent 
prendre  les  facteurs  dont  le  polynôme  Q  est  composé.  Nous  allons 
examiner  successivement  ces  diflérens  cas,  mais  nous  nous  bornerons 
toujours  à  ceux  qui  supposent  les  quantités  A  et  B  positives. 

117.   Premier  cas.    Supposons  qu'on  ait  à   la  fois   A  >  B/??/?/    et 
B  >  Amm',  ensorle  que  nmi'  soit  non-seulement  moindre  que  l'unité, 

mais  moindre   que  le  plus  petit  des  rapports -^ ,  g.   Soit  de  plus 

(  A  +  By{m  —  fji'y<4{  A^Bmm')  (B  — A/w/) ,  ou,  ce  qui  reviept 

au  mème^ 

m-\-m'  2\/AB 

1  -f-  mm  A  -[-  B 

Ces  conditions  ayant  lieu,  on  pourra  faire 

Q  =  (M  — B)(i  -J-2acosô.^'-Hay), 
a  et  G  étant  déterminés  par  les  équations 

B— Amm'  û  1  (m  — m')  (A  +  B) 

^"  =  â::=b7;w'    ^  c««  q  =  — âitbw— ' 

Cela  posé,  soit  <7  =  t^  tang  ^  ^ ,  x  =  sin  1  G,  on  aura  la  transformée 

Y  Ci 

dq     _  1  ^C       ^ 

V/Q  2\/(M^—  B«)  '  y'(i  —  x^sin^'O* 

Soit  enfin 

l'équation  (5)  deviendra 

et 
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et  sou  intégrale  sera 

^F(c.,4)  =  F(:c,^)-F(;6,£), 

É  étant  la  valeur  de  ^  lorsque  t  =  o  :  alors  on  a  ^r  =  y/m"  ;  ainsi  £  est 
donne' par  l'équation  lang^  e=  ^/(a/w°). 

11 8.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  -7^  et -4  lorsque  t==zo. 
Puisqu'on  a  /•=  •^— —  —  TTE^»  *^"g  «  ^  =/^7>  ces  équations  étant 
différenciées,  donnent  pour  le  point  A  où  0=0  ela=o,dr=-^^^-, 
'^deàz=:qdp;  donc  ^  =  ^  . -^  ==  I-±i^°.  V  sin  Ac.  Cette  valeur  est 
positive;  donc  -^,  qui  est  du  même  signe  que  ^,  est  aussi  positif. 
Il  reste  à  faire  ensorte  que  ^  soit  aussi  positif. 

r  d'un  autre  côté,  l'équation  7  =  -^  tang  i  Ç  donne  ^y  =:-V  •  -^  ; 

donc  au  pomt  A,  on  aura 

Ainsi  la  valeur  de  ^  ne  sera  positive  que  lorsque  l'angle  ju,  sera 

plus  grand  qu'un  droit.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  de  l'article 
précédent  est  exacte,  et  il  n'y  a  aucune  ambiguité  sur  la  valeur  de 
l'angle  e  déduit  de  l'équation  tang  l  &=  y/(am'). 

119.  Mais  si  l'angle  yw  est  moindre  qu'un  droit,  alors  le  coeffi- 
cient  ^  deviendra  négatif,  et  l'équation  (3),  dans  laquelle  nous 
avions  négligé  le  double  signe ,  devra  être  écrite  ainsi , 

f<d^    d^ 

l/( i  —  c»  sin»  -4^)  "~"         \/(i--*»sin"C)' 

Pour  la  ramener  à  la  forme  ordinaire,  nous  prendrons  une  nouvelle 
variable  g,  telle  que  tang  Ç  tang  C  =  ^  =  7/ç~^y  ce  qui  donnera 

5i 
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-  V(i-^ii"'C)  =  TÔZ^Ti)  ;  alors  cj  devra  être  exprimée^n  fonc- 
tion de  ?,  et  on  aura  ^  =  -j;^  •  ^/^^-^^^l) +/>ainr  ^^^  ^^  ^^^^^ 
de  celte  valeur  substituée  directement   dans  la    quantité --;^-,  on 

aurait  trouve —  =  — T7n ■^"^  •  "^tt^ t  •  ■.>■-.  î  aiiisi  1  equa- 

tion  (3) ,  qui  est  alors  -^  =  -^  — r ,  a  pour  transformée 

et  son  intégrale  est 

£  étant  déterminé   par  l'équation   t/ra'w'*)== -77 --^  ,  ^   ,  ,  .     ; 

d'où  l'on  tire 

I  —  ctmP 

120.  Il  résulte  de  cette  analyse,  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation 
de  la  courbe  sera  représentée  par  la  même  formule 

AF(c,4)  =  F(;6,C)  -F(;6,£); 

que ,  dans  tous  les   cas ,  la  valeur  de  p   sera  p  =  •  ,,^  !— :^^^  * 

mais  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  la  variable  q  et  de 
la  constante  e,  seront  différentes,  selon  que  l'angle  ytt  qui  détermine 
la  direction  de  la  vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'ua 
angle  droit. 

Si  l'on  a  ffc>»  f^r,  les  formules  dont  il  s'agit  seront 

tang  i  €  =  v/(a;72°)  ,     ^  =  ^  tang  \  ^  j 

si  l'on  a  fz  <C.  ^"tc ,  ces  formules  seront 

_       1  —  um°  1  Gos  J^ 

langé        ^(;;;p:)  >       9^         -^  •  ^(1  ~;.-sm^Q"-f.  CsinC 

121.  On  pourra  éviter  la   distinction  de  ces  deux  cas,  et  s'en 
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tenir  au  premier,  qui  est  le  plus  simple,  si  l'on  désigtle  constamment 
par  F  celui  des  deux  centres  où  l'angle  FAH,  formé  par  la  tan- 
gente AH  avec  l'axe  du  côte'  de  F,  est  un  angle  obtus.  Cette  hypothèse 
ne  diminue  en  rien  la  ge'ne'ralité   de  la  solution,   puisque  d'ailleurs 

nf,  qui  représente  le  rapport  -r-^,  peut  avoir  une  valeur  quelconque 

depuis  zéro  jusqu'à  l'infîni,  et  qu'il  n'y  a  aucun  avantage  à  supposer 
le  point  A  plus  près  de  F  que  de  G,  ce  qui  rendrait  m°  <C.  i. 

Pour  éviter  une  subdivision  inutile ,  nous  choisirons  de  même  , 
dans  les  autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à  examiner,  le  centre 
relativement  auquel  la  solution  se  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple,  lorsque  cette  solution  sera  susceptible  de  deux  formes. 

122.  Nous  pourrions  passer  sous  silence  le  cas  de  ^=:^7r,  parce 
que  ce  cas  particulier  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  général  dont 

nous  nous  occupons.  En   effet ,  comme  on  aurait  alors  -^  =  o ,  il 

faudrait  qu'on  eût  en  même  temps  Q  ==  o ,  et  qu'ainsi  ef"  —  m"  fût 
facteur  du  polynôme  Q  ;  ce  qui  n'a  pas  lieu  ,  puisque  les  facteurs  de  Q 
sont  imaginaires,  excepté  dans  le  seul  cas  de  â=o,  où  ils  deviennent 
égaux  et  de  la  forme  i  -f-c(<7%  non  semblable  à  «7*  —  m*. 

Au  reste,  si,  dans  la  supposition  de  /-t=i7r,  on  cherchait  à 
vérifier  la  condition  (  A+B)*  {m— m'y  <  4  {K—bmm)(fi—Amm'), 
d'après  les  valeurs  de  mm'  et  m — m\  données  art.  119,  on  trou- 
verait que  cette  condition  n'a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour 
résultat, 

[1  aV^  (i  — ;;zo)  _(A  ^  Bm-)  (i  +  m»)]«  <  o. 

Amsi  lorsqu  on  a  ^  ,  ^^^,  <  ^  ,  ^  ,  1  orbite  ne  coupera  jamais  laxè 
à  angles  droits  entre  les  deux  centres  F  et  G. 

123.  Second  cas.  Soit  encore  A  ;>  Vtmm'  et  B  >•  Amm',  et  sup- 
posons de  plus  qu'on  ait 

ni  4- m'  2  y/AB  ^ 

I  -f-  mm'  ^  A  4-  B  ' 

ces  conditions  ayant  lieu,  les  facteurs  du  polynôme  Q  seront  réels; 
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mais  il  y  aura  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  m  —  w'  est  positif 


ou  ue'gatif. 

324-  Soit,  i".  m' <Cmf  on  pourra  faire 

Q  =  (M  — B)(i  H-a^>)(i+aV), 

CL  et  a!  étant  des   quanti le's  re'elles  et   positives   donne'es  pa?"  les 
équations 

j_    / {m^m)  (A  +  B)  , B  —  Amm' 

Soit  et  >  a/ f  si  l'on   fait  x*  =  i et  y  =  —7-  tang  ^  ,   on    aura 

—%  zi=  — -—^ — î;-t  •  —Tf ,  ■  ,y..  Soit  ensuite 


l'équation  (5)  deviendra  k^^^-^^  =  p^^—,-^,  et  son 


I 
intégrale  sera 

€  étant  la  valeur  de  ^  au  commencement  du  mouvement,  valeur 
connue  par  l'équation 

tang  6  =   \/{oLm°). 

Mais  pour  que  l'équation  générale,  dans  laquelle  nous  avons  sup- 

primé  le  signe  ambigu^  soit  exacte,  il  faut  que  ^  soit  positif.  Or  on  a, 

au  point  A,  comme  dans  l'art.  118,  -1^  =    QgJ^^to   -^  ^^^  (^ — /*)• 
D'ailleurs    l'équation    ^  =  -^  tang   ^ ,   donne    au    même    point' , 

^  =  \/ct. cos^e.^  ;  donc  ^  sera  positif  si  cos  (vr — jlc)  est  positif, 

ou  si  l'on  a  ^  >>  ^  7T. 

Dans  le  cas  contraire ,  il  faudra  transformer  la  variable  Ç*  comme 
on  l'a  fait  dans  l'art.  119;  mais  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul,  en 
clioisissant,  pour  le  centre  F,  celui  des  deux  pour  lequel  l'angle/^  est 
plus  grand  qu'un  angle  droit. 
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125.  Soit,  2".  m'"^  m,  les  autres  conditions  étant  les  mêmes  que 
dans  l'art.  i23,  on  pourra  faire 

Q  =  (M- A)  (9"-a)  (?•-»'), 

a  et   et'   étant  des    quantités  réelles  et  positives  données  par  les 

équations 

/       (m'— m)  (A -f  B)  , A  —  Bmm' 

'^  +  ^= B-Am;;7 '      ''^  —  B  -  Am/T.'' 

Soit  a  >•  a';  si  l'on  fait  ;:"  =  —  et  û'  =  4^  ,  on  aura ^  = 

'  «e  '  sin  Ç  '  y/Q 

et   l'équation  (  3  )  deviendra ,  en  supprimant  le  signe  ambigu  et 
intégrant, 

^F(c,4)  =  F(x,0~F(;c,0; 

c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équalîonè 

c  \/Tn'  sin  -^  \/» 

P  ^/(i  —&&\n^^y      ^   ~~   bin  Ç" 

i^6.  Pour  déterminer  la  constante  e,  on  aura  d'abord  l'équation 
sin  6  =  \ /(— )  ;  mais  cette  équation  laisse  incertain  si  l'angle  e  est 
aigu  ou  obtus.  Il  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisfaisant  à  la  con- 
dition que  -j-  soit  positif  au  commencement  du  mouvement. 

Or  on  a ,  comme  dans  l'art.  1 18  ,  j?  =  — .V  cos  (tt — u)  ; 

'  '  at  2a  \/in°  ^  "■'  * 

d'ailleurs  l'équation  g  =  -)~  donne  au  point  A  ,  -^  = Li!l_L_  .  -1 

OU 

donc  j-  sera  toujours  positif,  si  l'on  prend  e  de  même  espèce  que  ju. 
Cette  condition,  jointe  à  la  valeur  sin  £=* /-^,  détermine  com- 
plètement l'angle  6,  qui,  dans  ce  cas  comme  dans  tous  les  autres, 
est  toujours  moindre  que  deux  angles  droits. 

Si  l'angle  fÀ>  est  droit,  c'est-à-dire  si  la  tangente  en  A  est  perpen- 


\ 
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diculaire  à  l'axe,  on  aura  aussi  g  =  f  'TT  ,  et  Te'quatioa  sin  &  ==  t/-~ 

donnera  cf=.iif'j  alors  Q  aura  pour  facteur  q^ — /w";  c'est  un  cas 
^rit  nous  avons  déjà  rencontré  un  exemple,  art.  122. 

Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  deviendra  AF(c,4')  = 
F(jt,.Ç) — F'x  ,  et  on  peut  réduire  le  second  membre  à  un 
seul  terme  ,  en  faisant  F  (;t,  ^)  —  F';c  =;?  F  (Jt,^')  ,  ce  qui  don- 
nera sin  Y  ==  —r, -r^-^-Tf^'  Supprimant   ensuite   les  accens   dans 

^  \/\\  —  y.^  sin^Ç  )  *■  *• 

le  résultat,  on   voit  que   pour   le  cas  de  ^  =  ^7^,  on  aura  les 
équations 

i-nr        IN        -c/      'y\  cl/m'. sin  4  /       V^(i — «''sin'O 

*F(c,4)=F(;t,0,    p=^y_^^-^^,     ^=^a.^^^^-^ . 

127.   Z/'Oi!5iè/wec«5.  Supposons  maintenant  A<B/?i/72'  et  B>'A/?2/?ï'^, 

A  B 

ou,  en  d'autres  termes ,  A  •<  B,  et  mnï  lout-à-la-fois  >»  |r-  et  <C  t  J 

alors  on  devra  faire 

Q  =  (M-A)C7*~«)(-7'  +  a'), 
tt  et  o!  étant  des  quantités  réelles  et  positives  déterminées  par  les 
équations 

(^m'  —  m^  (A  +  B)  ,  Bmm'  — A 


a  —  CL 


B  —  Am/7i'         '  B  — Am/Ti'* 


soîl  enfin  A  =  l  ^/(^' .  î^)  =  y^(^°5),  l'équalion  (3)  devien- 
dra,  en  substituant  et  intégrant, 

AF(c,s}.)  =  F(;.,O-F('^,0: 
c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

cV/m.sin-4-  \/» 

P  V/(i  — c=^sin^4)  »      ^  cosC 

Quant  à  la  valeur  de  e,  elle  devra  satisfaire  à  l'équation  cos  €  =  \/\j^o)> 

où  Ton  voit  que  g  sera  toujours  <  i  tT;  mais  il  faut  en  outre  que  le 

coefficient  ^  soit  positif  à  l'origine  du  mouvement. 
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Or,  l'équalioa  <7Cos^=  {/oc  donne  ^u  point  A,  -p^z^-^coU;  sub- 
stituant la  valeur  de  ^  de  l'art.  118,  il  viendra 

ainsi  la  valeur  de  -^  ne  sera  positive  que  lorsqu'on  aura/^^-^-TT. 

Si  l'on  aji/,  =  j7r,  il  faudra,  d'après  l'e'quàtfon  précédente,  qu'on 
ait  e  =  o,  et  par  conséquent  ct  =  m°',  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  vé- 
rifier, d'après  les  équations  de  l'art.  ii5,  en  y  faisant  ;tt=i7r,  et 
combinant  ces  équations  avec  celles  qui,  dans  le  cas  présent,  servent 
à  déterminer  a  et  a,'. 

Dans  ce  cas  donc,  l'équation  de  la  courbe  se  simplifie  et  devient 
AF(c,  ^(/)  =  F  (5t,C)-  On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  la  valeur  de 

^,  qui  reste  indéterminée  dans  la  formule  précédente,  devra  être 

positive.  En  effet ,  puisqu'on  a  a  =  m°,  la  valeur  de  Q  devient 

Q  =  (M  — A)(^'--m")  (f+cc'), 

d'où  l'on  voit  que  m°  est  la  plus  petite  valeur  de  ^;  donc-p  est  po- 
sitif, et  par  conséquent  aussi  ■^. 

128.  Si  l'angle /A  est  <j7r,  on  ne  pourra  plus,  comme  dans  les 
cas  précédens,  obtenir  la  solution  en  choisissant  pour  le  centre  F 
celui  qui  est  placé  du  côté  de  l'angle //.>  I-tT;  car  l'échange  qu'on 
ferait  entre  A  etB,  substituerait  aux  conditions  A  <B/72/«',  B>A/?2/«'', 
des  conditions  différentes  B<:^Amm',  A^V>mm',  inconvénient  qui 
ne  s'est  pas  rencontré  dans  les  cas  précédens.  Mais  il  y  a  un  moye^ 

très-simple  de  changer  la  variable  ^ ,  pour  laquelle  -^  sera  négatif, 
en  une  autre  Ç',  pour  laquelle  -^  sera  positif;  il  consiste,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu,  à  faire  F^ -f- FÇ' =  F';t ,  x  étant  le  module 
commun,  ce  qui  donnera  ^t^t^^^  ==  ""  V^C»  ^iûn^V)' ^^  ^^^"^^ 
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par  cette  supposition  on  a  tangÇ  tang^' =  ^,  il  en  re'sulte 


COs;  —  ^^^__^.gjj^j,^,^,  ety—    g    .  ^.^ç,  _^    .  -^^ 

Soît  d'ailleurs  é  la  valeur  de  ^'  lorsque  f  =  o,  ou  lorsque  q^z^nf^ 

on  aura  cos  ê' =  y/(;^:). 

Cela  posé,  on  peut  supprimer  les  accens  qui  affectent  ^  et  e', 
et  la  solution,  pour  le  cas  de/A^j^f ,  sera   donue'e  par  les  formules 

V  —    ^(x— c^^sin^^j.)'      ^  "^     K     '  sinC  '      ^^^  ^  ""  V'^  V«"+^/ 

12g.  Ici  se  termine  Texamen  que  nous  voulions  faire  des  cas 
principaux  du  problème.  Car  si  on  avait  à  la  fois  là<iAmm'  et 
A  >>  Bw/72',  ce  cas  ,  qui  suppose  A  >'B,  est  entièrement  semblable 
au  troisième  cas,  où  l'on  a  A^Bmw'  et  B^  Aw/w',  qui  suppose 
B>>A.  Ces  deux  cas  se  réduiront  à  un  seul,  en  désignant  constam- 
ment par  F  celui  des  deux  centres  où  réside  la  moindre  force.  Enfin 
si  Ton  supposait  pour  dernière  combinaison  A  <i'S>mm  ei  B  <CAr7im\ 
ce  qui  rendrait  négatifs  le  premier  et  le  troisième  terme  du  poly- 
nôme Q,  il  faudrait  qu'au  moins  le  second  terme  fût  positif,  et 
qu'ainsi  on  eût  m' <Cwj  niais  les  conditions  A-<B/ww',   B<Awm', 

supposent  mm'^i,  ou  w'>-,  ce  qui  ne  peut  s'accorder  avec  la 

condition  m'  <ijn.  Ainsi  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu. 

i5o.  Pour  plus  de  clarté,  nous  joignons  ici  un  tableau  général 
qui  contient  le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y  trou- 
vera les  formules  qui  servent  à  distinguer  et  à  résoudre  les  diffé- 
rens  cas  principaux  dans  lesquels  se  divise  le  problème  général  du 
mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 


Tableau 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota,  Dans  les  deux  premiers  cas,  les  valeurs  de  m  et  m'  se  déduisent  des 
données  immédiates  du  problème  m°,  V,  fc,  par  les  formules  de  l'art.  78;  ces 
deux  cas  composent  le  premier  système  ,  dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut 
jamais  rencontrer  son  axe  entre  les  centres  F  et  G. 

Dans  les  quatre  autres  cas ,  les  valeurs  de  m,  et  m  sont  déduites  des  données 
"ï",  V,  ft,  par  les  formules  de  l'art.  ii5;  ces  cas  composent  le  second  système, 
dans  lequel  il  y  a  toujours  ,  entre  les  centres  F  et  G  ,  un  ou  plusieurs  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe;  le  point  A,  origine  du  mouvement,  au- 
quel se  rapportent  les   données    nf,  Y,  ft,    est  un  de  ces  points   d'intersection» 


Conditions  et  dénominations. 


,  ^  ^  m'  \  CAS  I. 

m  

m  —  m'        qV^AB 
1  —min'  "^  A-f-B  ' 

A-\-Jimm"  ^°^   ~\/(Amm'-{-B).\/(A-f-Bmm') 


'=v/(S)' 


m  —  m, 
,e  de   même  espèce   que  tt — ^, 


Corollaire  I.  Si  l'on  a  tu"  =  m  , 


Corollaire  II.  Si  l'on  a  m"  =  m'. 


Équations  de  la  courbe. 


;tF(c,4')~/iF(c,e)=rF(.,0, 
p^  =  7n(i  — c"sin='4'). 


AF(c,^^)  =  F(«,0;. 


/.F(c,,|.)=F(.,0, 
m 


r  = 


1— c='sin='^|/• 


^  =  v^-*^"sK. 
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Conditions  et  dénominations. 


m— m'  ^2 V^AB 

"7  .^ 


CAS  II. 


1  —  mm'        A-f-B  * 

,      (m+m')(A+B)        ,       Amm'-f-B 
A-f  Bmm'      '  A-i-Bm/n'  ' 


«e-|-«' 


I 


,>.'.  .=.-^,  *=v/(^S). 


sin"  {  = 


771—  771 

(  de  même  espèce  que  tt— /«. 


Équations  de  la  courbe. 


/tF(c,^^)-/iF(c,0=F(«,O> 
p'  =  77i(i  — c'sin'4)» 

^  =  ^.tansC. 


Corollaire  J.  Si  ron  a  m^=zm  y 


p*  =  77i(i — c*sin'4')y 


Corollaire  II.  Si  l'on  a  tti»  =  tti'^ 


/iF(c,,^)=:F(«,  O, 
^  1— c='sin"4'* 


A  ]>  Bttitti',  B  ;>  Amm'y 

m-\-m'      .Q^/ÂF 
7<. 


CAS  m. 


1  -f-  TTlTTl'     ^     A  +  B    ' 

B — Amm' 
-Â=BW>^°^'  = 


m 
^(m  —  mO  (A  +  B) 


\/(A— Bm/Ti').  V/(B--A77i77i')' 
=  sinié,        ft  =  ^(i^;lZlB), 

On  devra  prendre  pour  F  celui  des  deux  centres  vers 
Jequel  l'angle  ^  =  F  AH  est  plus  grand  qu'un  droit. 


AF(c,4)=F(*,0-F(*,e), 

cV/77i'.sin'4' 
'^  ~    V/(i—-c»sin=^  %).)*' 
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4ix 


Conditions  et  dénominations. 


A>Bmm',  B>Amm',  m'<^m, 
m  +  m'        al/ÂB 


CAS  IV. 


c»  = 


,     .  __(m--mO  (A-+-B)  ,  _  B— Antm.*' 


A — BîTim' 


A — Bmmf 


Îtange  =  \/(«m°). 
On  prendra  pour  F  celui  des  deux  centres  vers  le- 
quel l'angle  /»  =  F  AH  est  plus  grand  qu'un  droit. 


Équations  de  la  courbe. 


AF(c,^^)=F(.,0-F(«,.), 

c^m'.  sin'vj/ 

^  ~  \/(i— e'sin'-^/)  » 


A  >  Bmm',     B  >  Amm\     m"^m^ 

m 


m+  m_       2  V/  AB 


CAS  V. 


c»  = 


i  +  mm'*^^  A-fB  '  m  +  m! 

*  4-  «'=  (/n^~m)(A+B)         ,  _  A—Bm/n^ 

fsin.  =  y/(^,), 

(.  £  de  même  e&pèce  que  ft. 


/(FCc,,^>=F(«,O-F(*,0, 

P  ~   V/(i— c^sîn^* 

V/« 

"         sin^* 


Le  cas  de  /*  =  i  ?r  donne  £  =  |  t  ,  et  les  mêmes  l     ^^'  ^^  ~  ^'^P' 

formules    sont  applicables.    Mais   l'équation   de   la  )  p  ■=.     ^v"*-^^^y__^ 

courbe  se  réduira  à  deux  termes,  au  moyen  des  for-  \  i/(i  —  c^sm'Aj/)  ' 

mules  ci-iointes.  /       .,     V^Ci — «*sin*Ç) 

f   9  — v*« rr— 1 


cosÇ 


m 


A<Bmm',  B>Am7n'.  c*=  — ?: 

^_  ^f  __  (?n^—m)( A-^B)  ,  __  Bmm'— A 

B — Amm'       *  B — Amm' 


CAS  VI. 


ftF(c,4.)=F(.,0--F(«,e), 
cj/m'.  sin^l/ 

cos  ç. 


/Il2 
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Conditions  et  dénominations. 


CASYI. 


Équations  de  la  courbe. 


f'  Ki  ^  >     CCS  £ 


V^(^-')' 


'iF(c,4.)=F(.  Q-F(.,0. 

c\/m'.sin^|, 

^  ~"    \/(i  --  c^sin^'^)  ' 

_  V/£    1/(1— ^t'sin^O 

«    *  sinÇ 


iVbfa.  Si  l'on  avait  les  conditions  B  <^  Amm', 
A  ]>  Bmm',  il  faudrait  faire  la  permutation  entre 
A  et  B,  ainsi  qu'entre  F  et  G  ,  et  les  formules  du 
cas  YI  deviendraient  applicables  au  cas  proposé. 

Nous  allons  maintenant  développer  les  solutions  indique'es  dans 
ce  tableau  ge'néral,  en  nous  bornant  a  celles  qui  offrent  les  résultats 
les  plus  remarquables.  Nous  donneronsaussi,  dans  les  cas  principaux, 
les  formules  qui  servent  à  de'terminer  le  temps. 

Développement  du  cas  i . 

i3i.  Si  la  vitesse  initiale  et  sa  direction  satisfont  aux  conditions 
du  cas  I,  on  connaîtra,  par  les  formules  du  tableau,  les  modules  cet  z, 

ainsi  que  les  constantes  a,  6  et  k  =  \/y^-—^Jf  ^"  nioyen  de  toutes 

ces  donne'es,  1  équation  de  l'orbite  sera  AF(c,  4) — ^F(<7,6)  =  F(;c,^)y 

et  on  aura  en  même  temps  p^  =  m  (i — c"  sin*4),  9  =  7/2  ta^grC»' 

on  pourra  donc  trouver  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l'orbite.  En 
effet,  prenant  a  volonté  l'un  des  arcs  -i^,  ^,  qui  peut  comprendre 
plusieurs  circonférences,  l'autre  se  trouvera  par  la  résolution  de 
l'équation  AF(c,  4)  =  Â:F(c,  g)  +  F(;c,^),  où  un  seul  terme  deviendra 
inconnu.  On  connaîtra  donc  les  valeurs  de  p  et  q  ;  quant  aux  signes 
de-  ces  quantités,  on  observera  que  p  reste  toujours  positif,  parca 
qu'il  ne  devient  jamais  zéro,  ses  limites  étant  \/fn  et  \/r?î;  mais  que 
ç  prendra  le  signe  qui  convient  à  tang{^,  suivant  les  valeurs  in- 
définiment grandes  de  l'arc  Ç.  Ensuite  le  point  correspondant  de  la 
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courbe  se  trouvera,  soit  par  les  valeurs  de  r  et  ^  exprimées  en  fonc- 
tions de  p  et  q  (art.  72)  ,  soit  plutôt,  pour  ne  laisser  aucune  inde'- 
termination,  par  les  valeurs  des  coordonnées  GP  =  x,  PM=j',  les- 
quelles sont 

fl(i— pV)  zapq 

■^  ~(i-p')(i-h^")'        ^  ~'(i-p^)(H-gr 

i32.  Puisque  l'orbile  dont  il  s*agit  est  renfermée  toute  entière  dans 

l'espace  que  laissent  enlr'eux  les  périmètres  des  deux  ellipses  p'^=zm, 

p^-=.ïn' ,  décrites  des  mêmes  foyers  F  et  Gj  soient  E  et  D  les  som-  Fig.ao. 

•  •        1  11-  t  .  EF  DF 

mets  voisms  de  ces  ellipses,  ensorte  quon  ait  m-=z—-  et  11^ ■=.=:-- 

les  deux  autres  sommets  étant  L  et  R;  il  est  visible  que  l'orbite  qui 
commence  au  point  A  ne  pourra,  dans  ses  circonvolutions,  couper 
l'axe  que  dans  les  intervalles  KL  et  DE.  Voyons  d'abord  comment 
on  détermine  ces  intersections,  qui  sont  des  points  d'autant  plus  re- 
marquables,  qu'ils  servent  à  compter  les  révolutions  et  demi-révo- 
lutions du  corps  dans  son  orbite. 

A  partir  du  point  A,  le  premier  point  B',  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  se  trouvera,  d'après  le  n"  82  ,  en  faisant  ^  =  co   ou  ^  =  tt*         « 
Soit  y'  la  valeur  correspondante  de  '\|, ,  de  sorte  qu'on  ait 

supposons  qu^on  ait  déterminé  cT'  par  l'équation  F(c,  J')  =:  -  F';c, 

ce  qui  peut  se  faire  par  la  méthode  du  n°  67,  I.  p. ,  il  restera  à  ré- 
soudre l'équation  F(c,  y')  =F(<^j  O  +  ï'C^j  «^0>  ^^  simplement  Yy'=. 
Ye  -f-  FcT',  c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions;  or,  celle-ci 
se  résout  par  les  formules  du  n°  18,  qui  donnent 

de  là,  p*  =  m{\  — c'sin*^')  =:=  -=^/,  ainsi  le  point  B'  est  déterminé. 

i55.  A  partir  du  point  B',  l'intersection  suivante,  qui  doit  avoir 
lieu  en  un  point  A'  situé  sur  la  partie  de  l'axe  ED,  se  déterminera 
en  faisant  ^  =  o  ou  Ç  =  27r.  Appelant  donc  y"  la  valeur  correspon- 
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dan  te  de  4jOa  trouvera  y"  par  la  résolution  de  l'e'qualion  F(<?,  >*)=: 

Soit  «T"  l'amplitude  qui  donne  F(c,  «f")  =  2F(c,  eT'),  «T"  pourra  se 
déduire  trigonométriquement  de^  ^\  par  les  formules  de  la  dupli- 
cation des  fonctions  ;  ensuite  il  faudra  re'soudre  l'e'quation  F  5^^"  = 
Fê  -f-FcT",  et  on  en  déduira  une  valeur  de  \/{\  — c*  sin*  y")  pareille 
à  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  l'article  précédent. 

i.  34.  En  général ,  soient  B',  B% B%  etc. ,  les  intersections  successives 
qui  ont  lieu  du  côté  du  centre  G;  soient  A*,  A*,  A%  etc. ,  celles  qui  ont 
lieu  du  côté  de  F  ;  les  valeurs  de  ^  et  4  correspondantes  à  ces  difFé- 
rens  points,  suivant  l'ordre  avec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le  mou- 
vement du  corps,  pourront  se  désigner  comme  il  suit,  en  y  joignant 
les  auxiliaires  <^',  J',  cT'",  etc. 

Intersections B',  A',  B%  A%  B',  A^B^etc, 

t, TT,  27r,  Stt,  Içr,  Stt,  Gtt,  yrr,  etc. , 

Auxiliaires S^^^,  J"",  cT'',  cT^  J^^  J"',  etc., 

4 y, /,>"'.>•%>',>%>%  etc. 

Ayant  donc  déterminé  la  première  auxiliaire  S'  avec  toute  l'exac- 

titude  nécessaire,  par  l'équation  F(<?,  (^')=  r  F';t,  on  déterminera  les 

suivantes,  é",  <i"',  <^^^,  etc.,  par  les  formules  connues  pour  la  mul- 
tiplication de  la  fonction  F(c,  J^')  ou  FcT',  de  manière  qu'on  ait 

¥<^"=2FS\  Fcr'"=5Fcr',  Fcr"=4Fcr',  etc. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  du  cT  correspondant,  en 
résolvant  l'équation  ¥y  =  YS'-\-¥£,  dans  laquelle  y  ei  cT  prendront 
un  même  nombre  d'accens,  tandis  que  e  reste  toujours  le  même;  or, 
la  résolution  de  cette  équation  donne  en  général 

,.            .    •    „     \        \/(i  —  c^  s'm''^)  .'[/(i  —  c'^sin'^t")  —  c*  sin  £  sin  J^  cos  £  cos  ^ 
l/(  I  — c*  sm*>  )=  ^^ ^ T-^^-^-Tls • 

On  connaîtra  ainsi  la  valeur  de  p'^-=.în(^i  —  c*sin'^),  laquelle  étant 
égale  a  Yâ:r  ou  a  qT7j  determmera  le  pomt  a  intersection  corres- 
pondant B"  ou  A".       , 
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Les  points  B',  B%  W,  elc,  sont  ceux  où  le  corps   termine    la' 

1",  la  3%  la  5%  etc. ,  demi-re'volulion  ;  les  points  A',  A*,  A%  etc.,  sont 

ceux  où  il  termine  la  i",  la  2%  la  5*,  etc.,  révolution.  Ces  points 

seront  tous  diffërens  les  uns  des  autres,  dans  chaque  série,  si  la 

quantité  -p—  ^^t  irrationnelle j  mais  si  celte  quantité  est  ration- 
nelle, le  corps  reviendra,  après  un  certain  nombre  de  révolutions, 
au  point  A,  d'où  il  était  parti,  et  la  même  période  de  mouvement 
se  renouvellera  à  l'infini. 

En  eft'et,  le  corps  reviendra  au  point  A,  si  l'on  peut  faire  à  la  fois 
^=2/7r  et  ^==e7r-f-g,  i  et  e  étant  des  nombres  entiers.  Ces  valeurs 
étant  substituées  dans  l'équation  kFÇc,-^) — AF(c,  6)=F(;6,  Q,  on  en, 

tire  2A:er'c  =  4ir'x,  ou  ■^^7;^  =  -.  Donc  si  la  quantité  —^  est  un 
nombre  rationnel  -,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ  A,  après 

une  période  composée  de  i  révolutions,  ce  qui  résulte  de  la  valeur 
^=2z'7r.  En  revenant  ainsi  au  même  point,  on  voit,  par  l'équation  (i), 
que  le  corps  aura  la  même  vitesse  qu'à  l'origine  du  mouvement; 
mais  cette  vitesse  sera-t-elle  dirigée  dans  le  même  sens?  c'est  ce 
qu'il  faut  examiner. 

i35.  En  général,  quel  que  soit  l'état  initial  du  mouvement,  si  le  Fîg.  i3. 
corps  passe  deux  fois  par  un  même  point  M  de  son  orbite,  sa  vitesse 
en  ce  point  sera  égale  dans  les  deux  cas,  et  la  direction  de  celte 
•vitesse  devra  faire  un  angle  égal,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  avec 
la  droite  MQ,  qui  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  FMG. 

En  effet,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (2),  que  si  on  désigne  par 

dz  l'élément  de  la  courbe,  la  valeur  de  -^  et  celle  de  ^~  .  ^,  seront 

'  rit*  dz      dz  ' 

les  mêmes  dans  les  deux  passages  du  corps  par  le  point  M.  I^a 
première  quantité  est  le  carré  de  la  vitesse;  donc  la  vitesse  est  égale 
dans  les  deux  cas;  la  seconde  représente  le  produit  sin  TMF.sinTMG 
ou  ^  cosFMG  —  i  cos  2TMQ,  MQ  étant  la  droite  qui  divise  en  deux 
également  l'angle  FMG.  Donc  si  TM  est  la  tangente  de  l'orbite  au 
premier  passage,  la  tangente  de  Torbile,  au  second  passage,  sera 
nécessairement  l'une  des  deux  droites  TM  T'M,  également  inclinées 
sur  MQ, 
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Le  point  M  devient  un  point  double,  lorsque  l'orbite  a  deux  tan- 
gentes difFerentes  TM,  T'M;  jamais  il  n'y  aura  de  point  triple,  car 
il  est  impossible  que  trois  tangentes  différentes  donnent  une  même 
valeur  pour  le  produit  sinTMF.  sinTMG. 

.  kF'c 
i36.  On  voitmamtenantquesi  -p-  est  rationnelle,  et  qu'en  consé- 
quence on  puisse  faire  '\},  =  e7r-j-€  et  Ç=2/7r,  ce  qui  ramène  le 
corps,  après  un  nombre  i  de  révolutions,  au  point  A  d'où  il  était 
parti,  il  aura  en  ce  point  la  même  vitesse  V  qu'au  point  de  départ, 
et  la  direction  de  celte  vitesse  devra  être  également  inclinée,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  avec  l'axe  FG;  c'est-à-dire  que  Tangle  EAH, 
qui  est  ju,  au  point  A  dans  l'état  initial  du  mouvement,  ne  pourra 
être  que  ju,  ou  tt  —  /-t,  lorsque  le  corps  sera  revenu  au  point  A.  Mais 

par  la  valeur  de  -j-  (art.  109),  on  voit  que  -j-  ne  pourrait  conti- 
nuer d'être  positive,  si  à  la  place  de  ju  on  mettait  tT — /u,  puisque 
d'ailleurs  l'angle  €•  reste  toujours  le  même.  Donc  le  corps  A  revenu 
au  point  A  après  un  nombre  i  de  révolutions,  aura  en  ce  point 
la  même  vitesse-  et  la  même  direction  qu'au  commencement  du 
mouvement",  ainsi  celte  période  de  i  révolutions  devra  se  répéter  à 
J'infîni. 

iSy.  Si  au  contraire  la  quantité  -^7—  est  irrationnelle,  l'orbite,  com- 
posée d'une  infinité  de  circonvolutions  toutes  différentes  les  unes 
des  autres,  devra  remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  les  périmètres 
des  deux  ellipses  p^=m,  p''z=?n;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  aucun 
point  de  cet  espace  qui  ne  soit  un  point  de  Torbile,  ou  qui  n'en  soit 
infiniment  peu  distant.  Il  faut  excepter  seulement  le  cas  de  /72'  =  o, 
qui  donne  lieu  à  une  figure  particulière. 

Celte  propriété  n'esl  qu'une  conséquence  fort  simple  des  consi- 
déralions  précédentes  ;  mais  on  peut  la  démontrer  directement  au 
moyen  de  l'équation  /-F(c,  4)  —  ^F(<^>  O^-^C'^jO^  ^"^  ^^^^  satisfaire 
à  tous  les  points  de  l'orbite.  En  effet,  supposons  que  pour  un  point 
déterminé  M,  compris  entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  l'orbite, 

on  ait  /?'  =  /7î  (  I  —  c'  sin*  -vj^")  et  </  =  -y-  tang  j  J°;  si  l'on  satisfait  à 

l'équatiorx 
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réquatîon  kV{cj  4)  —  ^E (c,  e)  =F()c,  Q ,  en  faisant  4  =4"  ^*  ^  =  C°> 
il  s'ensuivra  rjue  le  point  M  est  un  point  de  l'orbile.  Supposons  donc 
qu'il  existe  une  différence  quelconque  entre  les  quantités  AF^c,  ^[/°) 
—  ^F("c,  g)  et  F(x,  ^°);  je  dis  qu'on  pourra  néanmoins  satisfaire  à 
l'équation  AF(c,  4) — AF(/7j(:)  =  F(5c,^),  dans  un  point  de  l'orbite  dont 
la  distance  au  point  M  sera  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

Pour  cet  effet,  soit  4  =7rjc+4°>  ^^  C=2'^  +  ^'  (-^  ^^  J  étant 
des  entiers  quelconques)  ;  le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera 
toujours  le  point  M,  quels  que  soient  les  entiers  œ  etj^'.  Pour  qu'il 
soit  eu  même  temps  un  point  de  l'orbite,  il  faut  qu'on  ait 

X:[2xF'c  +  F(^,4°)  — F(c,€)]  =  4jrF';c  +  F(;c>^0, 

ce  qui  donne  Ljt  —  MfmN,  en  faisant,  pour  abréger,  L  =  A:F'c, 
M  =  2F'x,  N  =  iAF(c,  g)  —  lAF(c,  4=)  +  iF(z,^0.  Or,  en  prenant 
les  entiers  x  e\.j  suffisamment  grands,  il  sera  toujours  possible  de 
satisfaire  à  l'équation  Lx  —  JVl7"  =  N,  de  manière  que  la  différence 
des  deux  membres  soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Car 

soit  pris  à  volonté/  =  b\  b'  étant  un  entier,  et  soit  — ~~  ==  ^'-\-^y 

a'  étant  un  entier,  et  S"  un  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  xz=.a\ 
on  aura  Ljc  —  M;^  =  N  —  LcT.  Supposons  qu'en  réduisant  la  quan- 
tité irrationnelle  ^  en  fraction  continue,  et  prolongeant  le  calcul  jus- 

L' 
qu'à  un  terme  assez  éloigné,  on  ait  jrp  pour  la  dernière  fraction  con- 
vergente vers  -jTT,  on  aura,  par  les  propriétés  connues  de  ces  fractions, 


~  —  ^=-7^,  S'  étant  une  quantité  positive  ou  négative  plus  petite 
que  l'unité,  d'où  résultera  LM' — L'M=  :j^^.  Soit  maintenant  j:= 
a +M'z,  jr  =  ^'  +  L'z,  on  aura  L.r  —  jM/=N  —  LJ^^- ^-  = 


M 
MM'      M~ 

rl'rti\    vocnlf*ir!i    T  M' T /M  • 

M' 

M' 
TVT    ,    «^'M  /         J^LM'N  .      ,  <^LM'  ,    ,     tn      ,   ^ 

"^  W  V — "Fm"/'   ^^^^       "^  ">'M~^^     "^     '      ^^^"^  "^  entier, 
et  ^''  un  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  zrrrc',  ce  qui  donne 

x  —  a!-\-  c  J\r,7  =^U  -\-  c'W,  on  aura  Lx  —  M/  ==  N  —  'î^^. 

Ainsi ^  l'équation  proposée  hx  —  M/z=  N  sera  résolue;  de  manière 

53 
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que  Terreur  ou  la  différence  entre  les  deux  membres  ne  sera  que 

•— — î-,  quantité  moindre  que  ^,.  Or,  le  dénominateur  M' donné  par 
le  développement  d'une  quantité  irrationnelle  ^^  en  fraction  continue, 

sera  aussi  grand  qu'on  voudra  ;  donc  l'erreur  dont  il  s'agit  pourra 
être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

i58.  Après  avoir  déterminé  les  différens  points  d'intersection  de 
la  courbe  avec  l'axe,  il  importe  de  déterminer  avec  la  même  préci- 
sion les  absides  tant  supérieures  qu'inférieures,  c'est-à-dire  les 
points  où  l'orbite  est  tangente  aux  ellipses  terminatrices /?' =  w, 
p*z=im'  ;  car  la  connaissance  de  ces  points,  jointe  à  celle  des  inter- 
sections de  la  courbe  avec  l'axe ,  contribuera  beaucoup  à  donner  une 
idée  exacte  de  la  figure  de  cette  courbe. 

Puisqu'on  a,  au  commencement  du  mouvement,  '4'  =  e,  e  étant 
moindre  que  180°,  on  voit,  d'après  Téquation /?':zi:77i  (i  —  c^sin^-vj,)» 
que  la  première  abside  rencontrée  par  le  corps  sera  une  abside  in- 
férieure si  l'on  a  £  -<  jTT,  et  une  abside  supérieure  si  l'on  a  e  >»  ^  tt. 
En  général,  si  l'on  désigne  par  S',  S",  S^,  etc.,  les  absides  supérieures, 
et  par  T,  1%  P,  F,  etc. ,  les  absides  inférieures ,  auxquelles  le  corp& 
parvient  successivement  à  partir  du  point  A,  ces  points  se  détermi- 
neront en  donnant  à  -\,  les  valeurs  successives,  savoir: 

Pour  le  point P,  S',  P,  S%  P,  S%  P,  S^,  etc., 

4 '^  ^'Ti'j  ^,  |'7r;2:T,|^,37r,f7r,47r,elc. 

11  faudra  donc  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  ^,  en  obser- 
vant que  le  premier  point  P  doit  être  omis,  comme  se  rapportant 
à  une  époque  antérieure  à  l'origine  du  mouvement,  si  l'on  a  g  >►  ^vr', 
11  n'en  est  pas  moins  nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  va- 
leur de  ^  qui  répond  au  point  I,  parce  que  celte  valeur,  une  fois 
connue  avec  toute  la  précision  nécessaire ,  sert  à  calculer  trigono- 
métriquement  les  Viileurs  de  Ç  qui  répondent  aux  autres  points  I  et  S. 

En  faisant  •\|,  =  l'^j  on  aura  à  résoudre  l'équation  JiÇ^c  — 
AF  (c,  e)  =  F(x,  ^)  ;  en  faisant  4  ="7^,  on  aurait  à  résoudre  l'équa- 
tion 2.kVc' — AF(c,  é)  =  F(%,  Ç")^  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir 
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«ne  plas  grande  uniformité  dans  la  re'solulion  de  ces  équations, 
supposons  qu'on  ait  déterminé  »  et  S"'  par  les  équations  F(x,  y\)  = 
AF(c,  é),  F(;c,  cT'j^rAF'c;  connaissant  l'auxiliaire  «T',  on  détermi- 
nera les  auxiliaires  suivantes  J ",  cT'",  ^'%  etc. ,  de  manière  qu'on  ait 

Fr=2Fcr',  Fcr'"=3Fcr',  Fcr-=4Fcr',  etc., 

X,  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  A',  à",  à",  à'%  etc.,  les  valeurs  de  ^  qui 
répondent  aux  valeurs  successives  4'  =  |7r,  tt,  Itt,  277-,  etc.,  ces 
quantités  seront  déterminées  par  les  équations  suivantes,  où  x.  est  le 
module  commun  des  fonctions  : 

FA'=Fcr'— F>», 

FA''=F/"— F», 
FÀ'=Fcr"— F)i,  etc. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme,  il  suffira  de  résoudre 
l'équation  générale  FA  =  Fcr  —  F>i,  d'oii  l'on  tire,  par  les  formule» 
de  l'art.  19,  V"  p., 

^^ sin^^^^cosiî  \/{i  —  »6*sin''»j)  —  sin>i  cosS^  \/{\ — «'sin*^) 

Par  cette  formule,  où  l'on  donnera  à  J^  et  A  un  même  nombre  d^ac- 
cens,  on  connaîtra  les  valeurs  successives  X',  À*.  A'",  A'%  A%  A%  etc.  ; 
ensuite  les  absides  inférieures !',!% F, P,  etc.,  seront  déterminées  par 

la  valeur  constanteyD'=w' combinée  avec  les  valeurs  successives  y=—~ 

lang  j  X%  q=z-^.  ta"gî  A*,  */  =^  77^  '^"gi  ^%  ^^^-  i  ^^  ^^s  absides 
supérieures  S',S%  S^,  S^,  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  cons- 
tante p*=/7z  combinée  avec  les  valeurs  successives  q=—r-  tang^^A". 

'  ^  et  "  *  ' 

^  =  V;*^"Sï^'%   '7=-^tangiA-,  etc. 

Amsi,  la  série  finie  ou  infinie  des  absides,  tant  supérieures  qu'in- 
férieures, peut  être  déterminée  par  de  simples  formules  trigonomé- 
triques,  dès  qu'une  fois  on  a  calculé  avec  la  précision  nécessaire, 
les  deux  quantités  n  el  S'.  Au  reste,  celte  série  sera    finie   si  h 
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quantité  y—  est  rationnelle,  et  elle  sera  infinie  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier* cas  sont  compris  tous  ceux  où  l'orbite  est  une 
courbe  algébrique. 

iSg.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  dans  quels  cas  l'orbite  peut 
avoir  une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'axe  EFGL  ; 
car  dans  ces  cas,  l'équation  de  la  courbe  se  réduira  à  deux  termes , 
en  prenant  cette  abside  pour  l'origine  du  mouvement;  et  alors  on  a 
les  formules  qui  répondent  à  l'un  des  corollaires  I  et  II  du  cas  I, 
dans  le  tableau  général. 

Lorsque  la  quantité  -^—  est  irrationnelle,  la  courbe  passe  exacte- 
ment, ou  à  un  infiniment  petit  près,  par  tous  les  points  de  Taxe 
EL  non  situés  entre  F  et  G;  ainsi  on  peut  placer  indifféremment 
l'origine  du  mouvement,  soit  dans  une  abside  supérieure  au  point  E 
ou  au  point  L,  soit  dans  une  abside  inférieure  au  point  D  ou  K;  et 
on  remplira  également  des  deux  manières  le  but  qu'on  peut  avoir 
de  réduire  l'équation  de  la  courbe  a  la  forme  la  plus  simple,  telle 
que  la  donnent  les  corollaires  I  et  II  du  cas  I. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  la   quantité  -p—  est  rationnelle  et  re- 


présentée par  —  ;  car  ce  n'est  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  que 

l'orbite  pourra  avoir  une  abside  située  sur  l'axe. 

En  effet,  s'il  y  a  une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur 

l'axe,  il  faut  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  4=    ^,  et  ^=:'^n\  n  et  u' 

étant  des  entiers.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  AF  (c,  4) 
—  AF  (c,  é)  =  F  (x,  ^),  il  en  résulte  la  condition 

Y'{c,  e) ère' 

-     F'c  "'  i  ' 

Ainsi,  il  n*y    aura  d'abside  sur  l'axe  qu'autant  que     i,^'  ^^  sera  une 

fraction  rationnelle,  qui  a  pour  dénominateur  i  ou  un  diviseur  de  i. 
Si  cette  condition  a  lieu,  on  pourra  prendre  pour  équations  du  mou- 
vement celles  qui  appartiennent  à  l'un  des  corollaires  I  et  II,  dans 
le  cas  contraire,  celte  réduction  ne  pourra  avoir  lieu» 
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On  voil,  par  là,  que  la  solution  du  problème  donnée  par  les  for- 
mules du  cas  I  aurait  perdu  beaucoup  de  sa  généralité,  si  Ton 
avait  supposé  qu'au  point  A,  origine  du  mouvement,  l'angle  fx  est 
droit,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  point  A  est  une  abside  su- 
périeure ou  inférieure. 

i4o.  Il  reste  à  trouver  l'expression  générale  du  temps  employé  à 
parcourir  un  arc  quelconque  de  l'orbite.  Pour  cela,  il  faut  recourir 
à  la  formule  (4),  où  l'on  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux 
parties  toujours  additives,  l'une,  fonction  de  ;»  ou  de  4  >  l'autre,  fonc- 
tion de  q  ou  de  ^.  Nous  allons  chercher  successivement  ces  deux 
parties. 

Désignant  la  première  par  t' ,  il  faudra,  dans  l'équation  — -; — =: 
' — ,  _  ,.^ .  -y-,  substituer  les  valeurs  trouvées y9''=w  (i — c^sin^'v},)» 

dp  //    1 — mm' \  d-<l/  .  ^       r  ^       y 

intégrer 

>  1,  /.  .^  1      ,  mc^         m — m'  ,-.       ay  zam       //i — fnm.\ 

oulonafait,pourabreger,/z=--=— -.D=^^-^,y(-^. 
Soit  Z  (4)  =yi-p^--^-^^ ,  A  étant  mis  pour  /(i  ■—  c»  sin"4),  on 
aura,  par  les  réductions  connues, 

+  ^24-«H-0  n  («,  c,  4). 

Lorsque  4  =  1'^?  l'intégrale  Z(4)  devenant  Z',  on  aura 

2(i+«)Z'=:E'C--^I  +  QF'c  +  ^2  +  W-|-Q  n'  («,C). 

Soit  «==  cot*A,  on  aura,  par  la  formule  de  l'art.  96,  F*  p. , 
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Donc  en  faisant^  pour  abréger,  K=j7r-f-(F'c  —  E'c)F(i,  ^)  — 
E'cE(^,  A),  on  aura 

\  \/  Ta  .  sin  A      / 

i4i.  Il  résulte  de  ces  calculs,  que  pour  une  valeur  quelconque 
de  4>  ^^  «^"^*^  ^'  o^ 

*'(4)  =  "^:^/(if^,^).z(4)  =  DZ(4); 

et  pour  la  valeur  déterminée  -^^nlTr,  t'  devenant  T',  on  aura 

Donc,  si  Ton  a  en  général  4=l7r+4',  I  étant  un  entier  quelconque, 
et  -^f  wxi  arc  positif  ou  négatif  moindre -que  ^'tt,  la  valeur  corres- 
pondante de  t!  ou  ^  (4)  sera 

/(4)  =  2iT'+<'(40, 

f'  (40  désignant  la  valeur  de  t!  qui  répond  à  l'amplitude  4'j  ®l  <îuî 
est  du  même  signe  que  4'»  cette  quantité  sera  toujours  moindre 
que  T',  et  pourra  être  évaluée  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra,  par  les  formules  que  nous  avons  données  pour  cet  objet. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  t\  pour  une  amplitude  4  composée 
de  tant  de  circonférences  qu'on  voudra,  se  détermine  en  supposant 
connue  la  valeur  de  celte  quantité  pour  toute  amplitude  non  plus 
grande  que  ~it.  Si  la  quantité  c  sin  4'  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
prendre  i  — \  c^  sin*^4'  po^^ï"  l/(i  — c*  sin" 40?  1^  valeur  de  ^'(40 
se  trouvera  très-simplement  parla  formule  suivante,  oii  Ton  a  pris 

un  angle  auxiliau'e  CL  tel  que  tang  fi  =  — r-^—  : 

i'(4')=lD  sinA  [n-hisin2a  +  (i— |c»)sin*A(n— {sin2n)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compté  depuis  4==o  J  mais  comme 
au  commencement  du  mouvement  on  a4==Êjilfantregarderrépoque 
oii4  =  o  comme  antérieure  à  celle  où4=fi>el  en  conséquence  re- 
trancher du  temps  trouvé  pour  une  valeur  quelconque  de  4  >  1^ 
quantité  constante  ^{f)i  qu^on  déterminera  par  les  mêmes  formules. 
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142.  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps,  il  faut,  dans  la  formule 

^=  (TT^tT  •■^'  substituer  les  valeurs  7  =  ^tangi^,  ^^  = 
'^~.  '  V  V^ÛPb^  V(i-x'sin'0*  ""^  "^""^  donnera 

V/(A+Bmm')         J  [«  + i +(«— OcosQ^^/(i  — x^siïï^* 

Pour  obtenir  cette  inle'grale,  il  faut  la  partager  en  deux  parties  f'-|-i% 
dont  les  valeurs  seront,  en  faisant  a  =  cot*|)i,  y  =  corn, 

j)'__.  «     //_fi      i—mm'  \ a_      //2a  ^  i— mm\ 

4V   W'A-f  Bmm'j        4A  V  \ m  '  ~Â+ FJ ' 

Soit  C  un  arc  moindre  que  ^  -îT,  tel  qu'on  ait  tang?  =i  ""^^^'"'"^"^ . 

•     y  sin  I  /.  •  ^ 


W  (0  =  ^!;;i£2i^  (g-sinÇ  cosg). 

Cette  quantité  est  nulle,  lorsque  ^  est  un  multiple  de  Tt;  elle  est  I 
son  maximum  positif  ou  négatif,  lorsque  ^  est  un  multiple  impair 
de  {tt.  En  général,  il  suffira  de  connaître  la  fonction  W(^)  depuis 
^=  o  jusqu'à  ^  =  i'7r,  car  on  a  W(n  =  Wr-rr— n  et  WC7r-l-n=: 

143.  Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  IT  ou  tJ(^),  on  trouvera,  par 
les  formules  connues,  en  faisant  A  =  ^/(i — ^»  sin*^), 

(.-e-si„..)U(f)=-^ii^i^p_sia.„E(.,0  +  n(.,.,?> 
Soit  U'  la  valeur  de  U(0  lorsque  C=  Itt,  on  aura 

(  I  —  ^*  sin»  >i)  U' =  —  sin"  )j  E'x  +  n' (j»,  x). 
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JD'ailléurs,  par  la  formule  du  n"  96,  T"  p.,  on  trouve 


—  F';cE(^,>i). 


sin  ij  cos  fi 


Donc,  si  l'on  fait  pour  abréger,  H  =  ^  tt  +  (F'^^  —  E'x)  F(C,  >i)  — 
F';t  E(^,  »),  ou  aura 

144.  Cela  posé,  soit  Ç  =  L'^-f-^'',  L  étant  un  nombre  entier,  et 
^'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  jTt  ,  on  aura  le  temps  cor- 
respondant t"  -i-  t'",  par  les  formules 

«''  =  D'[2LU'  +  U(r)], 
t'"=__D'cosL^.W(n- 

Soit  T"  la  valeur  de  t'  qui  répond  à  ^  =  j7r,  savoir,  T'=D'U', 
on  aura  plus  simplement 

i"=2LT'"+D'U(0. 

145.  Etant  donnée  la  valeur  ^rrrETf+Ç",  comme  dans  l'article 
précédent,  si  l'on  veut  avoir  le  temps  total  du  mouvement,  il  faudra 
chercher  la  valeur  de  -^  correspondante,  afin  d'en  déduire  la  pre- 
mière partie  du  temps  désignée  par  t\  Soit  donc,  comme  ci-dessus, 
^  =  l7r-f-4'')  I  étant  un  entier,  et-vj,'""  arc  ^i-Tf;  substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe  AF  (c,  '^)  — AF  (c,  e)  =  F  (jc,  Ç), 
on  aura 

oT  -I-  li^'J^  —  2LF';.-fF(>.,n-|-A:F(c,s) 
"T"       F'c  /jF'c 

Le  second  membre  étant  un  nombre  connu,  on  connaîtra  l'entier 
pair  2I,  qui  en  approche  le  plus;  on  connaîtra  en  même  temps  la 

valeur  et  le  signe  de  la  partie  ——, — -;  ainsi,  il  ne  restera  à  résoudre 

que  l'équation  F(c,  -v^')  ==:  A'F ' c ,  dans  laquelle  A'  sera  un  nombre 
donné  plus  petit  que  l'unité.  Or,  cette  équation  peut  être  résolue  avec 
tel  degré  de  précision  qu'on  voudra,  par  la  méthode  du  11°  67 ,  T' p- 

146, 
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146.  Ayant  donc  à  la  fois  4  =  I^r  +  >|/',  ^  =  LtT  +  ^,  on  trou- 
vera, par  les  formules  pre'cédentes,  les  ditïérentes  parties  du  temps, 
savoir  ; 

i'^  — D' cosLtt.  W(0, 

où  il  faut  observer  que  les  fonctions  t'(^'),  t"(X)i  W(0>  prennent 
le  même  signe  que  les  variables  4'  ^^  (^',  dont  elles  dépendent.  De  là 
re'sulte  le  .temps  cherché 

t  =  2lT'+  aLT^H- 1\-\')  +  t\r;)  —  D' cos  Ltt  .  W(r)  — 1\^). 

147.  Si  Ton  fait  ^=2N7r,  ou  si  l'on  suppose  que  le  corps  a  achevé 
un  nombre  N  de  révolutions,  on  aura  L  =  2N,  ^— o,  ce  qui  donnera 

^  =  2rr+4NT"4-^'(4')—^'(0- 

Mais  dans  ce  même  cas  on  a  2I4-  ^%^  =  ^^Ill+^E^X  donc 
Désignons  par  t  la  durée  moyenne  d'une  révolution  ^,  nous  aurons 

or,  les  quantités  J^//  ,  ^p  sont  plus  petites  que  deux  unités,  et 
presqu'égales   entr'elles;  de  même  les  quantités  — "î— ,     ^^' "^ ^  sont 

plus  petites  que  l'unité,  et  presqu'égales  entr'elles;  donc  le  temps 
moyen  d'une  révolution  approchera  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  la 

limite  4T"  +  4T' .  FpT.  Il  sera  exactement  égal  à  cette  limite,  lorsque 

-|r—  sera  rationnel,  et  que  le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs 
périodes  entières. 

148.  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  résoudre  le  problème 

54 
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inverse,  qui  consiste  à  déterminer  la  position  du  corps  au  Loul  d'un 
temps  donné  6^  aussi  grand  qu'on  voudra.  On  prendra,  comme  dans 

F'* 
l'article  préce'denl,  la  limite  T  =  4T'-f-4T'.  ^=ri^;  et  parce  que  le 

quotient  doit  indiquer  à  très-peu  près  le  nombre  de  re'volulions 
faites  dans  le  temps  E,  on  pourra  prendre  pour  première  hypothèse 
^n=  2  7r.  — ,  et  on  calculera  la  valeur  correspondante  de  t. 

Soit  cette  valeur  tz=^^d,  la  différence  d  fera  connaître  par 
son  signe  le  sens  dans  lequel  la  première  valeur  de  ^  doit  être  rec- 
tifiée; et  comme  un  temps  c?  répond  à  peu  près  à  une  partie  —  de 
révolution,  il  est  clair  qu'on  devra  prendre  pour  seconde  hypothèse 

^                  t  —  d 
Ç  =  27r. . 

Avec  cette  valeur,  on  calculera  le  temps- correspondant,  lequel 
sera  exprimé  par  E  +  d',  d'  étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite 
que  d.  Désignant  donc  par  ^,  la  valeur  prise  pour  ^  dans  la  seconde 
hypothèse,   on  aura  la  valeur  corrigée  C  =  ^i — 2'^*  ~~>  laquelle 

devra  suffire  pour  la  solution  du  problème,  a  moins  qu'on  ne  veuille 
obtenir  une  approximation  encore  plus  grande,  en  ayant  recours  à 
une  troisième  hypothèse. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I. 

149.  Si  l'on  fait  F((?,  4) — F(^>  ^)  =  r'(<^>  2),  ou  simplement 
F^ — Fé=Fj2,  réquation  de  l'orbite  se  réduit,  en  général,  à  la  forme 

Z-F(c,^)  =  F(;.,0; 
et  pour  construire  la  courbe,  on  aura  toujours  les  équations.., 
yf?*  =  m(i — c""  sin^'NJ')?  9'=-/-  ^^^^ICj  "^^^^  ^^  faudra  exprimer  ;r 
en  fonction  de  z,  ce  qui  se  fera  en  tirant  de  l'équation  F^ — F€=Fz, 
la  valeur  de  ^/(i  — c*  sin^-vf/),  ou  A  (4/),  par  les  formules  du  n°  18, 
L*  p.,  on  aura  ainsi 

p      A(e)A(z) — c'' sinî  cos  £  sinz  C0S2 
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i5o.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  on  peut  trouver 
tant  de  courbes  algébriques  qu'on  voudra  qui  satisfassent  à  l'équation 
kF(c,z)  =  'P(Ky().  Ces  courbes  auront  généralement  la  propriété 
de  rentrer  sur  elles-mêmes,  après  une  période  composée  d'un  certain 
nombre  de  révolutions  ;  de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  mouve- 
ment du  corps  pendant  une  seule  période,  pour  connaître  et  déter- 
miner le  mouvement  au  bout  du  temps  quelconque. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  si  l'orbite  rentre  sur  elle-mêma 

après  un  certam  nombre  de  révolutions,  la  quantité  -^—  doit  être 
rationnelle.  Celte  condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes 
les  courbes  algébriques  que  nous  allons  déterminer  ;.  mais  elle 
pourrait  avoir  lieu  aussi  dans  une  infinité  d'autres  courbes  qui  ne 
seraient  pas  algébriques. 

Ce  n'est  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la 
vitesse  initiale,  ou  sur  celle  de  quelques-unes  des  autres  données 
du  problème,  qu'on  parvient  à  obtenir  des  courbes  algébriques  ; 
mais  les  résultats  de  ce  genre  ont  encore  une  telle  généralité,  que 
non-seulement  le  nombre  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satis- 
faire au  problème  dans  le  seul  cas  I  est  infini ,  mais  que  l'on  peut 
former  une  infinité  de  systèmes  différens  qui  y  satisferont  également, 
et  dont  chacun  comprendra  un  nombre  infini  de  courbes  algé- 
briques des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres. 

i5i.  Soit  d'abord  x,z=c.  et  k  ou  i/(^-^— )=  -,  -  étant  une 
fraction  rationnelle  ;  on  aura,  en  supposant  ^ ">>  2C, 

et  l'équation  AF  (c,  z)  =F  (x.,  Ç")  deviendra  /F (c,  z)  =  cF (c,  Q,  ou 
simplement  iFz  =  eF^,  c  étant  le  module  commun  à  ces  deux 
fonctions. 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F,  on  pourra  toujours 
remplacer  l'équation  transcendante  /F  (c,  z)  ==:  eF  (x,  ^)  ,  par  une 
équation  algébrique  équivalente;  et  si  l'on  combine  celte  équation 
avec  les  valeurs  de  x  elj  exprimées  en  fonctions  de  p  el(j,  qui  elles- 
mêmes  s'expriment  trigonométriquement  au  moyen  des  arcs  ::  et  ^, 
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on  aura  l'ëquatioii  cherchée  de  la  trajectoire.  Mais  il  sera  toujours 
plus  simple  de  ne  point  faire  d'élimination,  et  de  construire  la  courbe 
par  le  moyen  de  l'équation  A:F(c,  z)  =  F(3t,  Q,  qui  fera  connaître 
tant  de  valeurs  correspondantes  qu'on  voudra  des  variables  s  et  ^, 
et  par  conséquent  tant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 

i52.  En  donnant  à  -  une  valeur  rationnelle  quelconque,  plus  grande 
que  deux  unités,  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c  qui  détermine 
entièrement  l'équation  iFs  =  cF(^;  et  comme  la  quantité  ——.se  réduit, 

dans  ce  cas,  à  —,  il  s'ensuit  que  l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après 
un  nombre  i  de  révolutions,  ou  -,  selon  que  i  est  impair  ou  pair. 

Etant  donnée  la  fraction  rationnelle  -  >  2,  d'oii  l'on  déduit  la  va- 
leur du  module  c;  étant  données  également  les  forces  A  etB,  ou 
seulement  leur  rapport  ^y  les  valeurs  de  m  et  m'  ne  sont  plus  arbi- 
traires. En  effet,  les  formules  du  cas  I  donnent  m'-=-m{\  —  c'')-=mh'^, 
sin;^0  =  3c=:c,   cos  9  =  I  —  2c'' ;  substituaut  ces  valeurs  dans  les 

Amm'  +  B  û         (m  +  m')  (A  +  B)       ^    m-     • 

équations  ^»=  âôTbW'  ^*  ^°^^  =    '    A  +  BmJ     >  ^'  éliminant 
et,  on  aura,  pour  déterminer  m,  l'équation 


2 


\/ÂB 


i—b^iïi^         cv/(c"+l66^)  '    A-f B  ■ 

Connaissant  m  et  m' y  les  équations  du  n"  78  donneront  celte  relation 

entre  les  données  m°  et  (x,  h  l'origine  du  mouvement, 

A-fBmm'  (i  — m")^ 

o    ™  A  +  B         (m  —  m°)  (jn°  —  m) 

Cette  équation  détermine  l'angle  fJL,  d'après  la  valeur  connue  de  nf, 
comprise  entre  m  et  ni  ,  ou  d'après  la  position  donnée  du  point  A, 
entre  les  points  E  et  D,  connus  par  les  valeurs  de  m  et  de  m'.  Elle 
servirait  également  à  déterminer  m°  par  le  moyen  de  ft,  ce  qu'on 
ferait  par  les  formules 


m 
m" 


,.      ^^  3cot^  ^[(1  —m)  (1  —  mp  (A  -f  Bmm^] 

"^  ^X  —  ôi;^m')  \/(A-t-B) 
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X  étant  une  auxiliaire  qui  exige  que  cotj^t  ne  passe  pas  la  limite 
d'où  résulte  sin  2»  =  i ,  et  tang  %  =  i . 

Dans  les  deux  cas,  la  vitesse  initiale  ne'cessaire  pour  que  la  courbe 
dont  il  s'agit  soit  décrite,  est  donnée  par  l'équation 

,    Tr«  m°        A  4-  Bmyn' 

i53.  Soit,  par  exemple,  i=4>  ^=  i  ,  on  aura  c'=:|,  i*=|,  et 
la  courbe  qui  a  pour  éq^iiation  4E(z)  =  F(^)  rentrera  sur  elle-même 
après  deux  révolutions  ;  dans  ce  cas,  m  devra  satisfaire  à  l'équation 

m  y/ (385)  _  v/(AB) 
5  — 3m»   "~  A  +  B* 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  cette  courbe  dans  le  cas  le  plus  Fig.  21. 
simple,  supposons  m°  =  w,  afin  qu'on  ait  ê=:o,  et  s  =  'vj,  j  le  point  E 
sera  Torigine  du  mouvement,  et  sera  en  même  temps  une  apside 
supérieure.  Pour  avoir  le  premier  point  B'  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  il  faudra  faire  Ç'=77-,  ce  qui  donne  F'>|=^F'c,  sin'\|,= 

—77 — — T-,z>'=A«Ci  —  c'"sin''4)="^^=7^ôT>d'où  résulte  GB'= r. 

La  seconde  intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  Ç'=2  7f,  ce  qui 
donne  ^j/  =  i'7r,  p''z=.mb''z=:m' ;  ainsi  le  point  A",  qui  se  confond 
avec  le  point  D,  est  en  même  temps  une  apside  inférieure.  De  là  le 
corps  retourne  au  nœud  B,  puis  au  point  E,  où  s'achève  la  période 
entière  de  deux  révolutions.  Au  reste,  le  point  D  ou  A'  partageant 
l'orbite  en  deux  parties  égales  et  semblables  ,  il  est  visible  que  toutes 
les  révolutions  du  corps  seront  d'une  égale  durée. 

154.  Prenons  encore  pour  exemple  les  valeurs  /=3,  e=i,  d'où 
résulte  c^=i^^  Z»"  =  |i;  la  courbe  aura  pour  équation  3F(?)  =  F(Q, 
et  elle  rentrera  sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas, 
la  valeur  de  m  devra  satisfaire  à  l'équation, 

4m-   70     \/(AB) 


16— Il  m»  A  +  B' 

Par  exemple,  si  l'on  fait  ^  =^,  on  aura  /«=tt>  et  /;/=w^*=|. 
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Fig.  22.      Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  m''  =  m,  afin  que  E  soit  en- 
core  le    premier   point    de    la    courbe ,    et    qu'on    ait    z  =  -<L 
p^  =  m(i  —  <?"sin"4}-    l^e    premier    point  d'intersection  B'   delà 
courbe  avec  l'axe  se  trouvera  en  faisant  ^  =  tt,  'v[,  =  >',  et  déter- 
minant y'  par  l'équation   Fy'  =  |  F'c,    ce    qui   donnera 

;,"=m(i-c»sin>0  =  II;. 

Le  second  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  f=:27r, 
4  ==  y"y  ^^  ^"i  donnera  Yy"  ==  |F'c  =  2Fy',    ensuite 

FA' 

p^=m{i--c^sm^y")  =  ^-. 

Enfin  soit  ^  =  Svr,  ^  ==>'",  on  aura  Fy'"  =  2'F'c,  y'"  =  tt, 
et  par  conséquent  p''c=m;  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B* 
se  confond  avec  le  point  L,  autre  extrémité  du  grand  axe  EL  de 
l'ellipse  terminatrice,  et  ce  point  sera  par  conséquent  une  apside 
supérieure. 

Le  point  L  où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est 
visiblement  le  milieu  de  l'orbite  entière ,  composée  de  trois  révo- 
lutions, après  lesquelles  le  corps  ,  revenu  au  point  E,  commence 
une  nouvelle  période  de  trois  révolutions,   et  ainsi  à  l'infini. 

On  voit  que  la  courbe  aura  deux  nœuds  ou  points  doubles  situés 
en  B'  et  A',  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités 
E,  L  du  grand  axe  de  l'ellipse  terminatrice;  quant  aux  apsides 
inférieures,  il  y  en  a  également  deux,  V  et  1%  qu'on  déterminera 
en  faisant  successivement  ^  = -^tt  et  ^'  =  1'^;  soient  A'  et  K'" 
les  valeurs  correspondantes  de  ^,  on  aura,  pour  déterminer  A'  et  A'", 
les  équations  FA'=3F'c,  FA'"  =  qF'c,  d'où  résultent  A'  =  |7r, 
À."'=^'7C  ;  ainsi  le  point  V,  situé  au-dessous  de  l'axe  EFG,  sera  dé- 
terminé par  les  valeurs  p''  =  m\   </= -— tan^ Itt  = ^,  et  le 

point  I*  sera  placé  semblablement  au-dessus  du  même  axe. 

i55.  La  supposition  de  x=cnous  a  fait  connaître  un  système 
de  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I;  on 
trouvera  également  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques,  en 
tel  nombre  qu'on  voudra  ,  par  les  suppositions  x  =  c°,  c°°,  c°°°,  etc. , 
celte  suite  étant  formée  suivant  la  loi  connue  des  modules  décroissans. 
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Soit  d^abord  x=c%  on  aura   ¥  (c,  z)  =  ~±-V(c%  z°),    el    par 

conséquent  A- (i±l°) F (c»,z»)=  F (;c,O=F(c%0.    Mais    on    a 
''-UTn">  d«"c  ^•(^)==/(r=^'c^>    Soit    celte    quan- 


tité  =  -;  on  aura 


l'a  p» 


et  l'équalion  de  la  courbe  deviendra  fF  (z°)  =  eF  (^) ,  le  module 
commun   à  ces    fonctions   étant  c°. 

Les  nombres  i  el  e  élant  entiers,  et  i>e,  il  y  aura  toujours 
une  équation  algébrique  qui  représentera  celte  équation  transcen- 
dante.   Bailleurs,  entre  z'  et  z  on  a  l'équation 

sin  (2Z  —  £»)  ==  c"  sinz". 

Ainsi  en  y  joignant  les  valeurs  de  ;?  et  7  de  l'art.  149,  on  aura 
tous  les  moyens  pour  construire  la  courbe  et  pour  en  trouver  si 
l'on  veut,  l'équation   rapportée  aux  coordonnées  a:  et  v. 

Et   comme  la  quantité  ~  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  i^i±£l> 

ou  -,  on  voit  qu'il  faudra  i  révolutions  pour  que  la  courbe  rentre 
sur  elle-même. 

i56.  Étantdonnéeslavaleurde->i  et  celle  de  ^,  les  valeurs 
de  m  et  m'  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  formules  du 
cas  I  donnent   m'  =  mb',    sin^Ô  =  z,    cos  ô  =  i  —  ^x* 

4cos»â(A4-BAW)  (Amm'-i-B)  =  (m +  ;«')'(  A -^B)-  de  là  on  dé- 
duit,  en  faisant  C'=i — x% 

4mm' AB f<  (i  —  sk'^Y 

Connaissant  mm',  on  aura  m=:.~\/7;U;7  et  m' =:  by'{mm').  En- 
suite on  aura,  comme  dans  l'art.  i52,  une  relation  entre  rrf  eljut, 
qui  laisse   une  de   ces  quantités   arbitraires,   et    d'où   l'on  déduit 
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enfin  la  vitesse  nécessaire  pour  que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit 


décrite. 


i5j.  Soit,  par  exemple,  i=:2,  e=i;  on  aura  c°^=::t' — |, 
C*  =  f,  £?"  =  2v/3(2— v/5),  ^  =  2— \/3,  et  la  valeur  de  wm' 
devra  être  déduite  de  l'équation 


35  mm  AB 


Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E,  où 
u''=m,  est  l'origine  du  mouvement,  on  aura  z  =  4;  l'équalion 
de  la  courbe  sera  2r4"  =  F^j  le  module  commun  étant  x=i/^; 
de  plus  on  aura  ,  pour  construire  la  courbe  ,  les  équations 
sin(24— 4°)=îcsin4%;?^  =  m(i  — c^sin*4),   ^  =  ^tangi  ^ 

D'après  ces  équations  ,  on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle- 
même  après  deux  révolutions ,  et  qu'elle  est  d'une  forme  analogue 
a  celle  de  la  figure  21. 

i58.  Pour  avoir  un  troisième  système  de  courbes  algébriques, 
soit  K=c-,  on  aura  F(6',  2)  =  i±^  .  ^^^° F  (c»%  z^),  el  l'équa- 
tion de  la  courbe  deviendra 

On  a  déjà  trouvé  ^.^==v/(^Q;   multipliant    de    part  et 
d'autre  par  ^^  ou  ^,  et  observant  que  C  =  ^,  on  aura 

Soit  celte  quantité  =  '-,  afin    qu'on    ait  l'équation  de  la  courbe 
iV(z''°)  =  eF  (Of    ^  étant  le    module    commun   à    ces  fonctions. 

On 
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On  voit,  par  celte  formule,  que  toute  valeur  rationnelle  de  -  plus 

grande  que  ^,  donnera  une  valeur  de  y,  comprise  entre  o  et  y/j, 

et  qu'ainsi  on  aura  une  cpurbe  algébrique  qui  satisfera  au  problème, 

en  laissant  encore   arbitraires,  tant  le  rapport  de  A  à  B,  que  Tune 

des  deux  quanlite's  nf  et  fjb  relatives  à  l'état  initial  du  corps.  Celle 

courbe  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  qui 

itF'c 
peut  être  déterminé  par  la  quantité  -^7-»   ^t   comme  on  a  F'c=r 

(i+c°)  (1+  c°°)F'x,  cette  quantité=  -  (i  -|-  c°)  (i  -f-c°»)  =  -.  Donc 

le  nombre  de  ces  révolutions  sera  2/  ou  i  y  selon  que  e  est  impair 
ou  pair. 

On  aura  d'ailleurs  ,  pour  construire  la  courbe ,  les  valeurs  de 
p  et  q,  comme  dans  l'art.  149,  et  de  plus  les  équations 

sin  (2s — 3")  =  c°sinz'', 
sm^iz" — z")  =  ;csin2°'. 

iSg.  Nous  remarquerons  enfin  que  la  suite  des  modules  décrois- 
sans  <?,  c°,  c°%  etc.,  étant  liée  par  une  même  loi  à  la  suite  des 
modules  croissans  c,  c',  c",  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité 
de  combinaisons  nouvelles ,  en  faisant  x  égal  à  l'un  des  termes 
c\  c",  etc.,  et  chaque  supposition  donnera  naissance  à  une  série 
infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  toutes  aux  formules 
du  cas  I. 

Soit,  par  exemple,  zz=c';  puisqu'on  a  F(c,  z)=  — —  F(<?',  z') , 
l'équation  kF  {c,  z)  =  F(x,  Q  deviendra  -^  F(s')  =  F(^),  c'  étant 
le  module  commun.  Soit  -^  ou  -^  i/(^^^^}i=-'  si  l'on  sub- 

i-f-c  1-f-c  V    \i — 2*V        e 

stitue  dans  cette  équation  la  valeur  x.  =  ^^,  il  en  résultera 

formule  qui  donnera  c<3  —  2v/2,  pourvu  qu'on  ait  î>4e;  on 
connaîtra  ensuite  x  par  sa  valeur  ~^,  elson complément  ^=  /(i-^x*). 
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Cela  posé,  la  courbe  dccrile  aura  pour  équation  /F(z')  =  eF(Ç)  , 
X  étant  le  module  commun  ;  on  aura  en  même  temps  l'équation 
tang(s —  2')  =  C  langz,  à  laquelle  on  joindra  les  valeurs  de  p  ei  q 
données  art.  149. 

Quant  au  nombre  de  révolutions  qui  compose  chaque  période,  il 

se  déterminera  par  la  quantité  -7:1— >  qui  se  réduit  à  — -,  ce  nombre 

sera  donc  t,  ji  ou  ^/,  selon  que  i  sera  de  la  forme  2n  ■-{-- 1 ,  /^n -{-  2 
ou  4/i. 

160.  Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  nos  recherches  sur  les 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  aux  formules  du  cas  I  ;  il 
y  en  a,  comme  on  voit,  une  infinité  dans  chaque  système,  et  le 
nombre  de  ces  systèmes  peut  être  multiplié  à  l'infini.  D'ailleurs, 
j'observe  que  les  courbes  ainsi  déterminées  sont  différentes  de  celles 
qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1760, 
celles-ci  étant  toutes  rapportées  à  des  fonctions  dont  le  module  =  v/|. 
Or,  dans  les  formules  du  cas  I,  on  ne  peut  jamais  avoir  x''  =  ^, 
puisque  cette  valeur  rendrait  le  coefficient  k  infini. 

Du  cas  particulier  ou  l'on  a  m'  =  o. 

161.  L'hypothèse  m'=o  réduit  rellipse;9'=w'à  son  grand  axe  FG; 
on  a  alors  c=i ,  et  l'équation  debt  courbe  devient  A:F(i,z)  =  F(x,Ç')y 

ou  -  log^^-^-^— ]  =  F(5c,  Q;  ainsi,  on  ne  peut  avoir  zzzz-^'ti:  que 

lorsque  ^  est  infini,  ou  lorsque  le  corps  a  fait  une  infinité  de  révo- 
lutions autour  de  l'ellipse  infiniment  petite  FG. 
Fig.  25.      Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E  soit  l'ori- 
gine du  mouvement,  on  aura  €  =  0,  2  =  4/,   p=  y/m  .  cos-vf, 

q  =  -^  tang^  ^.  Pour  avoir  le  point  B',  premier  point  d'inlerseclioii 

de  la  courbe  avec  son  axe,  il  faut  faire  ^  =  7r,  %[/  =  ^',  et  y'  sera 

détermine  par  1  équation  logf    _  .^  A  z=j^t'x,',  soit  72  =  -^—,  on 

e"— 1  .   1  ,     ,       GB' 

aura  sm5.=  -^— ,  ce  qui  donnera  p''=m  cos  y  =  p-gr. 

Le  second  point  d'intersection  A'  qui  termine  la  première  révo- 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  II.    -  435 

lulion,  se  trouvera  en  faisant  ^  =  2:t,  4  =  >"7  et  y  sera  de'terminé 

par  l'e'quqlion  log  (     _^'"^„  j  =  2« ,   d'où   l'on  déduit  sia  y  = 


Le  troisième  point  d'intersection  B'  se  trouvera  de  même  en  fai- 

sant  i^=57r,  4  =  >'",   ce  qui  donnera  siny"=    3„       ,  ensuite 

;;iCOS*y"=  --. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  les  termes  y',  y",  y",  y^^,  etc., 
croissent  de  plus  en  plus,  jusqu'à  la  limite  {tt,  qu'ils  n'atteignent 
cependant  que  lorsque  leur  nombre  est  devenu  infini.  Il  suit  de  là 
que  les  points  d'intersection  B',  B*,  B%  etc.,  se  rapprochent  conti- 
nuellement du  foyer  G,  et  finissent  par  se  confondre  avec  ce  foyer. 
De  même  les  points  d'intersection  A',  A%  A%  etc. ,  se  rapprochent 
progressivement  du  foyer  F,  et  finissent  par  se  confondre  avec  lui. 
Ainsi,  le  corps  parti  du  point  E,  suivant  une  direction  perpendicu- 
laire à  l'axe  EL,  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de  l'ellipse 
infiniment  petite  FG,  lesquelles  forment  autant  de  spires  qui  se 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  FG  ;  et  le  corps  finit 
par  coïncider  avec  l'un  des  centres  F  et  G.  On  trouvera  d'ailleurs, 
par  la  formule  de  l'art.  i47j  q^^'à  mesure  que  les  spires  se  res- 
serrent, le  temps  de  chaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de 
la  limite  4T". 

Déi^eloppement  du  cas  II, 

162.  Les  formules  générales  du  cas  II  ne  difiêreut  de  celles  du 
cas  I  que  par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire 
la  courbe,  et  par  la  valeur  de  f/ ,  dans  laquelle  ^^  est  remplace 
par  ^;  changemens  qui  n'apportent  qu'une  modification  très-légère 
dans  les  formules  qui  servent  à  déterminer  les  intersections  succes- 
sives de  la  courbe  avec  l'axe  et  ses  apsides  tant  supérieures  qu'in- 
férieures. Du  reste,  le  caractère  essentiel  du  premier  système,  qui 
comprend  les  cas  I  et  II,  est  que  la  courbe  décrite  parle  corps  soit 
comprise  dans  Tespace  que  laissent  entr'eux  les  périmètres  des  deux 
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ellipses  p*:=zm,  p'''=.m' ,  dont  les  centres  F  et  G  sont  les  foyers.  La 
courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  cet  espace;  et  ces  révo- 
lutions seront  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  si  la  quantité 

-— —  est  irrationnelle;  mais  elle  rentrera  sur  elle-même  après  un 
certain  nombre  de  révolutions,  si  — —  est  rationnelle,  condition  qui 
est  toujours  remplie,  lorsque  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 
Si  l'on  a  -^r,-  =  -,  -  étant  une  quantité  rationnelle,  le  nombre  des 

révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentre  sur  elle-même  sera  égal 
à  /;  et  il  suffira  de  connaître  le  mouvement  du  corps  pendant  une 
période  de  i  révolutions,  puisque  cette  période  se  renouvellera  sans 
cesse  en  restant  toujours  semblable  à  elle-même. 

i65.  Si  l'on  veut  déterminer  le  temps  du  mouvement,  il  faut 
d'abord  observer  que  la  première  partie,  désignée  par  t'^  se  trouvera, 
ainsi  que  T',  par  les  mêmes  formules  que  dans  l'art,  i^i ,  puisque 
p^  est  représenté  dans  les  deux  cas  par  la  même  valeur  m{i — c*  sin^^j-). 
On  aura  soin  également  de  retrancher  du  résultat  la  quantité  cons- 
tante t'{^),  lorsque  g  ne  sera  pas  zéro;  et  comme  le  cas  du  corol- 
laire II  se  déduit  des  formules  générales  en  faisant  6  =  i7r,  il  con- 
tiendra, pour  plus  d'uniformité,  de  calculer  le  temps  par  les  formules 
de  l'art.  i4i ,  et  de  retrancher  du  résultat  la  constante  t' (^tt)  ouT'', 
ce  qui  suppose  l'équation  de  la  courbe  h'^(^c,-\,')  —  >?;F'c  =  F(x,Q, 
et  en  même  temps  yo''=7w(i — c*  sin*  4)«  Cette  observation  s'applique 
également  aux  formules  des  cas  I  et  II. 

164.  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps  désignée  par  if",  il  faut, 
dans  l'équation  ——, —  =  7 — ^— rr-.  .  —%- ,  substituer   les   valeurs . . .  ^ 

1  T-wf  //2a        1  — mm   \ 
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Or,  parles  réductions  connues  ona,  en  faisant  A=zy/[î — ;c*sin'(^). 

Soit  T"  ce  que  devient  t"  lorsque  ^  =  ^7r,  on  aura  T"  =  D'V',  et 

îii£±^v.  =  (.  +  .+';)n.(.,.)-(.  +  'f)F.-E'x. 

Quant  à  la  valeur  de  n'(j',  z),  elle  s'exprimera  toujours  par  les 
fonctions  elliptiques  de4a  première  et  de  la  seconde  espèce;  mais 
la  formule  sera  différente,  selon  que  ce,  sera  plus  petit  ou  plus 
grand   que  l'unité. 

i65.  Par  les  formules  du  tableau,  on  trouve 

A  -f  Bmin  '  i  -\-  uot  i  -f-  mm'         ' 

d'où  il  suit  que  et  et  aJ  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité,  si 
l'on  a  A>»B;  et  tous  deux  plus  grands  que  l'unité,  si  l'on  aA<;B. 
Soit  d'abord  A  >»B,  et  par  conséquent  a  <;  i  ,  on  pourra  faire 
«t  ==  sin"»,  ce  qui  donnera  >'=cot''n;  ensuite,  par  l'application 
de  la  formule  du  n"  96,   V^  p.,  on  trouvera 


J  sin  *]  cos  1;        ^   '     '  cos  >f 

d'où  résulte 

1    =  - — rr, — /°a  •  a  N  (  -■ ry^ — rH+ b'sm'JiF'x  —  E'xh 

î2cos*»?(i  —  b*  sin   >;)  \  sin  >;  cos ijA (o ,  >j)  J 

166.  En  second  lieu,  soit  A  <  B,  et  par  conséquent  a>  i  ,  il 

faudra  faire  i'  = 1=  —  1  +  ^^  sin'n,    ce   qui   donnera  . . .  r  . 

sin'n  =^  =  -  ,   et  la  valeur  de  y\  sera  réelle,  puisqu'on  a  a'>  i. 
Ensuite  la  formule  du  n°  10 1,  P*  p.,  donnera 

î™-'[n'(,,x)-F.x]  =  H, 
H   étant  la  même,  quantité   que   dans   l'art,   précédent,    et   de  là 
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résulte 

2COS    »J  (l— b' ain'' >f)   \Sin17  C03  Jj  A(o,  j;)  / 

11  est  remarquable  que  la  valeur  de  T"  soit  la  même  lorsqu'on 
fait  v= — 1  +  é"^  siu^'/i,  que  lorsqu'on  fait  v  =  col''y];  d'oii  re'sulle 
le   théorème  suivant  ; 

«  Si  l'on  prend  entrelds  limites  9  =  0,  ^  =  ^-tt  les  deux  inte'grales 

»  dans  lesquelles  7z  =  cot"9,  /z'  =  —  i -|- ^* sin"  8  ,  ces  deux  in- 
>)  tëgrales  seront  égales  à  une  même  quantité. 

»  dans  laquelle  H  =  i7r  +  (F'c  —  E'c)F(^,  6)  —  F'c.E  (^,  ô).  ;> 

Au  reste,  i'e'galité  de  ces  intégrales  se  déduirait  immédiatement 
de  la  formule  (^'),  pag.  yS,  T*  p.,  en  différenciant  les  deux 
membres  par  rapport  aux  paramètres  n  et  — m,  liés  entr'eux  par 
l'équation  (i +;2)(i — m)-=b''. 

167.  Supposons  maintenant  qu'après  tant  de  révolutions  qu'on 
voudra,  le  corps  se  trouve  en  un  point  de  l'orbite,  déterminé,  à 
compter  de  l'origine,  par  les  arcs  '4/=  Itt  +  4',  ^=L7r-f-t', 
1  et  L  étant  des  entiers,  et  4'j  K'  ^^s  arcs  positifs  ou  négatifs 
moindres  que  ^tt.  Les  parties  du  temps  correspondantes  à  ces 
valeurs  seront 

t'a)  =  alï'  +  f^'), 

i'iO  =  2LT"+  t'XO; 

ce  qui  donne  le  temps  total 

t  =  2IT'  +  2LT"  +  t'{^')  +  f(^)  -  r'(0 , 

formule  dans  laquelle  les'  termes  t\-^'),  t"(^')  prendront  le  même 
signe  que  les  arcs  ^'j  C9  ^o^^^  ils  dépendent. 

168.  D'après  l'équation  de  la  courbe  kY(c,  4^)  —  AF(c,  6)=F(y ,  0> 
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on   aura 

équation  qui  servira  à  déterminer  ï  et  -^'y  par  le  moyen  des  va- 
leurs dotine'es   de  L   et  Ç',  et  réciproquement. 

Lorsque  le  corps  aura  achevé  un  nombre  L  de  re'volutions,  on 
aura  ^=  Ltt,  ^'=0;  et  si  Ton  fait  F(<?,  4.')  =  k'F'c,  1  et  A'  étant 
déterminées  par  l'équation 

^T    ,    7.'-^  qLF-»  +  /^F(c,  0 

21+A  —  — J^-^ — , 

le  temps  correspondant  sera 

—  T'/i'    -4-  T'  ^^^''^ 

Donc,  si  l'on  appelle  t  le  temps  moyen  d'une  de  ces  L  révolutions, 
on  aura 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  formule,  déjà  très-petits,  puisqu'ils 
sont  la  différence  de  deux  quantités  presqu'égales,  diminueront  de 
plus  en  plus  à  mesure  que  le  nombre  L  des  révolutians  augmentera  • 
ainsi   la   valeur   de   t   approchera    de  plus    en   plus   de  la   limite 

2T"-f-  2T'.  — -.  Elle  sera  exactement  égale  à  cette  limite,  si  l'orbite 

est  rentrante  sur  elle-même,  ou  si  — -^  est  égale  à  un  nombre  ra- 

lionnel  -,  et  si  le  temps  total  embrasse  un  nombre  entier  de  pé- 
riodes. Alors  on  a  le  temps  moyen  d'une  révolution 

T  =  2T"+-.-T', 

et  le  temps  d'une  période  composée  de  /  révolutions  sera  2/T"-|-2eT^ 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  II. 

i6g.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  l'art.  149, 
l'équation  de  la  courbe  sera  semblablement  AF(c,  z)  =  F(x,  Oj  ^t 
on  aura  A:  =  \/(^-^).  valeur  qui  sera  toujours  comprise  entre 

V/7  et  v/a. 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques,  on  ne  peut  supposer  c=:z, 
parce  qu'il  en  résulterait,  suivant  les  formules  du  tableau  général, 
a  =  m  et  et'  =  772',  ce  qui  donnerait  B  =  o. 

Soit  donc  pour  première  hypothèse  ;c  =  c%  on  aura  Téqualioa 

A- .  idr^Ffc"  z°)  =  F(c%  Ç)  ;  et  pour  avoir  des  courbes  algébriques, 
il  faudra  faire  ^(^°)  ou  i±lY(i=^)  =  ^  ce  qui  donnera 


On  peut  prendre  pour  -  toute  fraction  rationnelle  plus  grande  que  i, 
et  l'on  aura  une  valeur  convenable  pour  3c%  d'où  l'on  déduira 
ç  —  ^!L,  Alors  l'équation  de  la  courbe  sera  /F(z°)  =  eF(C),  ^  étant 

le  module  commun  à  ces  fonctions.  Cette  équation  devra  être  con> 
binée  avec  l'équation  sm  {iz  —  z^)  z=  k,  sïn  z%  et  avec  les  valeurs  de 
p  et  q  données  dans  l'art.  149. 

170.  Connaissant  v%  Jt%  ainsi  que  le  rapport  g,  on  connaîtra  le 
rapport  —  =  i  —  c»=  Z»";  mais  il  reste  à  déterminer  séparément 

m  et  m'. 

Pour  cela,  j'observe  qu'on  a,  d'après  le  tableau  général, 

,  (A  +  B)  (m 4-77x0      ^^'_  AW-f-B^ 

ct-^CL—         XT^nni'         '"*—  A  +  Bmm'* 

f 

d'ailleurs  on  connaît  le  rapport  ^  =  i  —  x*.  Ainsi,  en  éliminant 
a,  et  a',  on  aura,  pour  déterminer  mm',  l'équation 

mm'        __       AB  b'{2  —  Ky 

(i—mmy  ~  {\-\-By  '  (c''  — *0  ic^  +  K^—c^K^y 

Connaissant 
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Connaissanl  Jimi',  on  aura  m=:r  \^mm' ,  m'  =  b\/(jnm')'  Ensuite  les 

formules  de  l'art.  i52  donneront  deux  équations  de  condition  entre 
les  données  nf,  fx,  V  relatives  à  l'état  initial  du  corps,  pour  que  le 
mouvement  ait  lieu  dans  la  courbe  dont  il  s'agit. 

Le  nombre  des  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur 

elle-même,  se  détermine  par  la  quantité  -r,— =  A'(i  -4-0°)  =  — -,  donc 

ce  nombre  est  i  ou  2i,  selon  que  e  sera  pair  ou  impair. 

171.  Pour  avoir  d'autres  séries  de  courbes  algébriques,  on  peut 
supposer,  comme  ci-dessus,  x  =  c°°,  c°°%  etc.  Nous  nous  conten- 
terons de  développer  encore  le  système  qui  résulte  de  la  supposition 

X  =  0"°. 

Alors  l'équation  de  la  courbe  devient  k  .  - — — .— ^— F(3c,  z°°)  = 


F(x,0.  Soit  K  -^  .  -^-,  ou  -^-  y/(-^3;r)  =  -•,  comme 
on  a  c"=  .     ,    ,^>  il  en  résulte 

On  devra  prendre  -  entre  les  limites  i   et  4 >  et  on  aura  une  va- 
leur convenable  de  z  ou  c"",  d'où  l'on  déduira  c'=  -^,  et<?=  — — ; 

du  reste,  on  déterminera  nim',  m  et  m',  par  les  mêmes  formules  que 
dans  l'article  précédent. 

Cela  posé,  l'équation  de  la  courbe  sera  ^^(2"°)  =  eF(^),  x  étant 
le  module  commun  à  ces  deux  fonctions;  elle  devra  être  combinée 

avec  la  valeur  de  p  de  l'art.  149,  et  la  valeur  (7  =  — r-tangÇ,  ainsi 
qu'avec  les  équations 

sin  (2Z  —  z"  )■=  c"  sîn  z", 
sin(2s° — z°°)  =  x.  sinz"''. 

D'ailleurs,  comme  on  a  ^-  =  ^(1  +  c°)  (i  -f-^"')  =  — ,  il  s'ensuit 

que  le  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre 

56 
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sur  elle-même,  sera  4^',  2i  ou  i,  selon  que  e  sera  impair,  double 
d'un  impair,  ou  divisible  par  4. 

172.  Le  eas  le  plus  simple  esk  celui  où  l'oia  fait  i=  i ,  e  =  2,  ce 
qui  donne  x  ==  v/2  —  1  >  c°=  V^^:  ^=  %'^o'  Alors  l'équation  de 
la  courbe  sera  F(z-)==2F(0,  le  module  de  ces  fonctions  étant 
3^j_  ^2 1  ;  cette  courbe  rentrera  sur  elle-même  après  deux  ré- 
volutions; et  on  trouvera  aisément  que  si,  pour  plus  de  simplicité,  on 
suppose  g  =  o,  de  sorte  que  le  point  E  soit  l'origine  du  mouve- 
ment, la  figure  de  cette  courbe  ressemble  beaucoup  à  celle  qui 
a  été  décrite,  fig.  21. 

Si,  dans  le  même  cas,  on  veut  avoir  les  valeurs  de  m  et  m', 
qui  répondent  aux  valeurs  trouvées  pour  c  et  Jt,  on  aura  à  ré- 
soudre l'équation  de  l'art.  170,  qui  devient 

mm'        /^  8^  __  A  —       AB 
(1— mm')A-'         V^CA+B)"* 

Comme    on    doit    toujours    avoir    m<iy    on    aura    jnm'<b%   et 
^^' <--  -  •   or ,    d'après   la   valeur  x=  {/2  —  i  ,   on   a 

L     Q  ,  .  AB        ^  ,        M  /A-BV      4/}- 

1 . 4,  z=\;  ainsi,  on  devra  avoir  ^^^^j  <  4  —74»  °"U+b;  ^:^- 

Mettant  le«^  valeurs  numériques  et  supposant  A>B,  o»  aura 
:^Il5>  0.0042522,  ou  ^>^s^'7^y  et  en  termes  plus  simples , 
^  ^  £3_8  Cette  condition  étant  remplie,  on  aura,  par  l'équation  pré- 
cédente ,  une  valeur  convenable  de  mm,  qui  donnera  celles  de  m 
^t  de  m'. 

Soit,  par  exemple,  A=:  2B,  ou  B=2A,  on  aura  à  peu  prèfi 

^  FE  ,        FD     j 

I  I  „,',—  _?_        m X^-i-     Or.   772  =  -r-r?;    Ct  772   :=  rv^;  ClOnC 

pg^-ss^s^  et  rD.=  pf3«,  OU  e«  rapportant  les  distances  au 
pointe',  milieu  de  FG,  on  aura  EC  =  (||^  +  r>,  DC=:Gi3  +  i>. 
Ainsi  le  corps  sera  environ  ^7  fois  plus  éloigné  du  centre  C  dan» 
l'apside  supérieure  E  que  dans  l'apside  inférieure  D» 
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175.  Si  l'on  prolonge  l'échelle  des  modules  dans  le  sens  inverse , 
on  pourra  faire  de  même  v.-=.c\  ic  =  c",  etc. ,  et  chaque  supposi- 
tion produira  uq  nouveau  système  comprenant  une  infinité  de 
courbes  algébriques. 

11  est  à  remarquer  que  ces  calculs  donneront  des  résultats  sem- 
blables à  ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus  par  les  suppositions  x=c% 
zizzc"",  etc.,  avec  cette  différence  que  les  modules  c  et  3t  devront 
être  échangés  entre  eux,  ainsi  que  les  variables  z  et  ^.  La  raison 

en  est  que  l'équation  générale  AF(c,  ;3)  =  F(;c,  Ç)  peut  être  mise 

I  \_ 

sous  la  forme  (2  —  c^)^F(c,  z)  =  (2  —  ^^)^F(x,  ^),  dont  les   deux 

membres  sont  semblables  entre  eux;  d'où  il  suit  que  l'équation  sub- 
siste en  faisant  le  double  échange  dont  nous  venons  de  parler. 

174.  Soit  d'abord  z  =  c,  ce  qui  revient  à  faire  cz^zx,",  on  aura, 
comme  au  n°  169, 

ce  qui   donnera  x=:c':=~^,    et  l'équation  de   la  courbe   sera 

iF(c,  ^°)  =eF(c,  z),  ou  simplement  iF(^°)  =  eFÇz) ,  c  étant  le 
module  commun. 

Pour  construire  la  tourbe,  il  faudra  combiner  cette  équation 
avec  l'équation  sin  (2^  —  ^'')=:c$in^°  et  avec  les  valeurs  de /?  et  ^ 
données  art.   149. 

Quant  au  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle-même,  il  se  détermine   toujours  par  la   quantité 

-p—  =  — \ — -  =  —.  :  donc  ce  nombre  sera  e  o\x\e^  selon  que  e  est 

impair  ou  pair. 

175.  Soit  en  second  lieu  ;c  =  c",  ou  <?=;&""',    on  aura,   comme 
au  n°   171, 

•.        /        2  V/c  "      ^      I,  2  V/c'      /^  1  '     iw  .         11 

ensuite  c  =  ^-X_ ^  et  c'  ou   x  =  — ^.    Gela  pose,  1  équation  de  la 

courbe  sera  eY{z)  =  iYi^"") ,  c  étant  le  module  commun  à  ces  fonc- 
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tions;  elle  devra  être  combinée  avec  les  équalionssin(2^ — Ç°)=c'sin^% 
sin(2^°— r°)  =  ^s^"^°°>  ^^  valeur  de  p  de  l'art.  149  et  la  valeur 
^=^taug^ 

D'ailleurs  comme  on  a  ^-7-  =  - — ; — — — —7-  =  -J ,  le  nombre  de 

re'volulions  qui  compose  une  période  sera  e,  \e  ou  ^e^  selon  que  e 
sera  impair,  double  d'un  impair,  ou  divisible  par  4. 

176.  La  formule  ge'nérale  suppose  e>-i  et  <?<<4'^7  <^'est  pour- 
quoi le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  e=2,  /=  i.  Alors 
on  a  l'e'qualion  2Fz  =  F^°%  et  la  pe'riode  ne  sera  que  d'une  révo- 
lution, c'est-à-dire  que  la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 
une  seule  révolution;  ce  cas  est  très- remarquable,  et  il  mérite 
d'être  développé. 

Fig.  24»      Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E  soit  celui  oir 
commence  le  mouvement,  on  aura  €=0,  z=4>  p*  =  m{i — c^sin'-x}/), 

^  =  -^tang^,  et  l'équation  delà  courbe  sera  2F4  =  FCi^"")' 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec 
l'axe,  soit  ^=^7r,  on  aura  ^°z=7r,  ^»°==277-,  4=^  et  p^  =  m. 
Donc  le  point  B%  où  la  courbe  rencontre  son  axe  après  une  demi-^ 
révolution,  se  confondra  avec  l'extrémité  L  du  grand  axe  de  l'el- 
lipse p^^zifjij  et  ce  point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure, 
comme  le  point  de  départ  E. 

Entre  les  deux  points  E  et  L ,  le  corps  a  du  passer  par  son  ap- 
side inférieure  I';  pour  déterminer  ce  point,  il  faut  faire  '^=:-^';t, 

ce  qui  donne  ^°°  =  7r,   ^°  =  |7r   et  tang'^^r.  Donc  le   point    T 

est  déterminé  par  les  valeurs  p"  =  m',    g  =  \/\~b)' 

Ainsi,  pendant  une  révolution,  le  corps  passe  deux  fois  a  Fap- 
side  supérieure  en  E  et  L ,  et  deux  fois  à  l'apside  inférieure  en  V 
et  P.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  toutes  les  demi-révolutions 
doivent  se  faire  en  temps  égaux, 

177.  Il  est  essentiel  d'observer  que  dans  toutes  les  hypothèses 
x=  c',  X  =:<.'",  etc.,  où  l'on  aura  x>c,  les  forces  A  et  B  devront 
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être  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  Tune  de  ces  forces  sera 
attractive  et  l'autre  re'pulsive.  Cela  résulte  de  l'e'quation 

mm'        AB  b^(^2—K^y    

(i— mm')'         (A-f-B)^  *  (c^—^O  Cc=^+«^  — c^x'')  * 

dont  le  second  membre  serait  ne'galif,  si  AB  ne  devenait  pas  négatif 
en  même  temps  que  le  facteur  c"  —  x". 

Celte  circonstance,  qu'on  peut  admettre  au  moins  comme  hypo- 
thèse, n'entraînera  d'ailleurs  aucun  inconvénient  j  les  quantités  et  et  a'' 
seront  toujours  de  même  signe,  et  les  formules  générales  s'applique- 
ront sans  difficulté  aux  cas  particuliers. 

178.  Ayant  donc  fait  x  =  c",  ensuite  €  =  2,  i=zïy  ce  qui  donne 

c=\/2  — I,    c=\/2c,  x  =  -——-,'»  supposant  de  plus  6  =  0,  on 

aura,  comme  dans  l'art.  176,  2F4=F(^°%  c  étant  le  module  commun, 
sin(2^— Ç°)=c'  sin$°,  sin  (2^°— C")=^  sinÇ"",  ;p*  =  /72(i— -c*  sin»4). 

Pour  appliquer  ces  formules  a  un  cas  particulier,  j'observe  que  la 
valeur  de  z  étant  substituée  dans  l'équation  de  l'article  précédent, 
on  aura 

mm'  AB  1 


(^i  —  mm'y  (A  +  B)"     (-c)3_i- 

Soit  donc,  par  exemple,  A  =  2l,  B  =  —  I,  I  étant  l'unité  qui  sert  à 
mesurer  les  forces  A  et  B,  on  aura  à  résoudre  l'équation 

/i  +  mm' Y  _  9  — (jc)^ 
Ki^mmO  "~"  1— (ic)3" 

■^        *  A.  ï     / 7        /         7.  / 7  y  mm'     (i-f-i)* 

Ensuite  on  connaîtra  m  =  -,\/mm  ,  m'  =  ù\/mm ,  a= , .  ^ — j-^;. 

o  ^  ^  2— mm         2b 

appliquant  donc  les  valeurs  numériques,  on  aura  les  résultats  suivanss 

log /w/72'=  g. 7002592  log  c  =  g. 6172243 

log    m  =  g.8910024  log  b  =  9.95gi27i 

log  m'  =  9.8og2567  log  a=  g.g7646o2 

A  l'égard  de  la  vitesse  initiale  V  qui  a  lieu  au  point  E,  elle  devrrf 
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satisfaire  a  l'ëquatioa 

y^ (i— m)'     A-^Bmm' 2I     (1— m)'     q  — 


mm 
m 


Au  moyen  de  toutes  ces  données ,  le  corps  de'crira  la  courbe  algé- 
brique que  nous  avons  déterminée,  laquelle  rentre  sur  elle-même 
après  une  seule  révolution. 

Du  cas  particulier  où  l'on  a  aLz=.aI . 

17g.  Ce  cas  se  rapporte  également  aux  formules  du  cas  II  et  à 
celles  du  cas  I;  il  sert  de  passage  de  l'un  à  l'autre,  puisqu'on  doit 

avoir  alors -,  =  -r-r-n-  Mais  comme  la  variable  ÎT  n  a  pas  la 

1  —  mm.  A-J-B  >3  r         ** 

même  signification  dans  les  deux  cas  principaux,  nous  suivrons  ici 

les  dénominations  du  cas  IL 

On  a  d'abord  x  =  o,  â:=:  \/(i — ^c*),  m' :=:  m{i — c'')  =  mb" ; 

ainsi  il  taudra  satistaire  a  1  équation    ^  =  -rxiT*  Supposons  que 

A  et  B  sont  donnés,  ainsi  que  la  quantité  7?i  qui  détermine  la  po- 
sition du  point  E  sur  l'axe  EFG,  on  déterminera  le  module  c  par 
l'équation 

j  (i— m^).2V/ÂB 


m(A  +  B)  — sm^V^AB 

j,    X      ,1,     ,,  m  (A -f- B)  —  pVÂB 

d  ou  résulte  b^  =  -_^-^___^_^  ;  ainsi,  pour  que  cette  solution 

ait  lieu,  il  faut  prendre  m>  t3:"r-  Connaissant  le  module  c,  on 

aura  m' =  mb" -,   ensuite  et  se  déduira  à  volonté  de  l'une  des  deux 
équations 

^_,l(m-|-7nO(A4-B)      /i^a\»__i^jn        1  +m' 
A-f  Bmm'  '    \i — uj  1 — m  *    1  —  m'' 

Supposons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  €  =  0,  on  aura  l'équa- 
tion de  la  courbe  AF(c,  4)  =C?  qii'il  faudra  combiner  avec  les 

valeurs /;'  =  /?î(i — c''sin^4)j  ^='7~t2ngÇ'. 
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Cette  courbe  ne  peut  jamais  devenir  algébrique,  parce  qu'on  ne 

peut  supposer  c=zo;  cependant  elle  rentrerait  sur  elle-même  après  un 

/fF'c 
nombre  déterminé  de  révolutions,  si  la  quantité  -7 —  était  rationnelle. 

a  ^ 

Ce  cas  seul  excepté,  la  courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans 
l'espace  renfermé  entre  les  périmètres  des  ellipses  /?*==  m,  yp'  =  /w', 
et  ces  révolutions  seront  toutes  d'une  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  l\  S',  P, S%  etc.,  alternativement  supé- 
rieures et  inférieures,  il  faut  faire  successivement '\},  =  y^,  *:'»■,  f'^, 
27r,  etc.;  et  les  valeurs  correspondantes  de  Ç",  qui  croissent  propor- 
tionnellemeat  aux  valeurs  de  4>  seront  Ç'=AF'c,  a^F'c,  SâF'c,  etc. 

Développement  du  cas  III. 

180.  Le  cas  III  est  le  premier  des  quatre  cas  principaux  qui  com- 
posent le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  de  p  varie 
depuis  pz=zo  Jusqu'à  p=.  \/m;  l'ellipse /?'==  m  enveloppe  toujours 
l'orbite,  et  la  touche  dans  les  points  S',  S%  S%  etc.,  qui  sont  ses  ap- 
sides supérieures;  mais  il  n'y  a  d'apsides  inférieures  que  les  points 
I',  P,  P,  etc.,  situés  entre  les  centres  F  et  G,  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme  des  rayons  vecteurs  r-^-s, 
égale  à  FG,  est  un  minimum. 

Les  formules  propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  du 
second  système,  sont  établies  en  supposant  que  le  point  A,  origine 
du  mouvement  y  est  situé  sur  l'axe  entre  les  centres  F  et  G.  C'est  à 
ce  point  que  sont  rapportées  les  données  m°,  ^t-t,  V,  d'après  lesquelles 
on  détermine  m,  m'  et  M,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans 
l'art.  ii5,  et  qui  servent  aussi  à  déterminer  la  constante  ê,  comme 
l'indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

181.  Dans  le  cas  III,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  sont 
de  trois  sortes,  savoir  : 

Les  intersections  B",  B%  B%  etc. ,  qui  ont  lieu  à  droite  du  centre  G; 
elles  se  déterminent  par  la  valeur  </=  00,  en  faisant  successivement 
Ç==9T,  Stt,  StT,  etc. 

Les  intersections  A',  A",  A.%  etc. ,  qui  ont  lieu  à  gauche  du  cenlreFj 
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elles  se  de'terniinent  par  la  valeur  7  =  0,  en  faisant  successivement 

Ç=27r,  IçTy  ÔTT,  etc. 

Enfin  les  intersections  V,  1%  P,  etc.,  qui  ont  lieu  entre  les  centres 
F  et  G  5  elles  se  déterminent  par  la  valeur  y9=:o,  en  faisant  successi-» 
vement  'v|/=7r,  27r,  Stt,  etc. 

Ces  derniers  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures 
de  la  courbe;  quant  aux  apsides  supérieures  S',  S%  S%  etc.,  elles 
•seront  déterminées  par  la  valeur ^''  =  m,  en  faisant  successivement 
'\[,=-i'7r,  Itt,  Itt,  etc.  Ainsi,  on  voit  que  la  détermination  de  ces 
points  est  liée  avec  celle  des  apsides  inférieures  T,  P,  P,  etc.,  de 
manière  qu'on  peut  obtenir  les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul. 

182.  Pour  déterminer  avec  plus  d'uniformité  les  points  B',  A',  B*, 
A%  B%  etc.,  qui  répondent  aux  valeurs  ^z=:7rj  27r,  Stt,  4'^,  ^tt,  etc., 
nous  procéderons  comme  dans  le  n°  iSg.  Supposons  que  les  valeurs 
correspondantes  de  «vj/  soient  ^[/  =  y,  y,  y'",  etc.,  il  s'agira  de  reV 
soudre  les  équations  successives  A:F  (  c,  ^') -|- P  (  Jtj  f  )  =  ^F'^, 
kY{c,  y)  +  F(x,  ê)  =  /iE''x,,  etc.  Pour  cela,  soient  »  et  cT'deux  arcs 
déterminés  par  les  équations 

appelons  ensuite  cT",  J*",  etc. ,  les  amplitudes  qui   résultent  de  la 
multiplication  de  la  fonction  F(c,  cT')  ou  FcT',  ensorte  qu^on  ait 

F(cr")  =  2Fcf',  FcT^^BF/',  FJ^-=4FJ^',  etc., 

c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé ,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  de  celle  du  cT  corres- 
pondant qui  a  le  même  indice,  en  résolvant  l'équation  Fy~\-Fy]='FJ'. 
Il  en  résulte 

P      sin»?  cos  J^A(J^)  + sin<^coss?A(;j) 

c(/7n' """  A(ij)A(^) -j- c*  sin>j  cosjj  sin<^cos<^* 

GB"  FA" 

Faisant  ensuite  p^=z—^  ou  q-ât>  ^**  position  du  point  d'intersection 

correspondant  B"  ou  A"  sera  déterminée. 

i83.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S',  P,  S%  P, 

S', 
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S',  P,  etc.,  qui  répondent  allernalivement  aux  apsides  supérieures 
et  inférieures,  nous  supposerons  qu'en  faisant  successivement  4 =i'^> 
TT,  Itt,  297-,  1'^,  Stt,  etc.,  OU  ait  les  valeurs  correspondantes  Ç'=à', 
A",  A'",  A'%  A",  A",  etc.  ;  il  faudra  résoudre  les  équations  successives 
Â:F'c=F(;6,A')  — F(;c, e),2/fF'cr=F(;6,  A")— F(z,6),  etc.  Pour  cela,  soit 
«T'une  première  auxiliaire  déterminée  par  l'équation  F(x,  cr')=AF'c  ; 
ensuite  soient  <j^",  cT'",  J^'%  etc.,  d'autres  auxiliaires  qui  résultent  de 
la  multiplication  de  la  fonction  F(x,  J^'),  ensorte  qu'on  ait 

Fcr"=2F/^  FJ^'''=  SFcT',  Fcr'^=4Fcf',  etc., 

X  étant  le  module  commun ,  il  restera  à  résoudre  en  général  l'équa- 
tion Fa  —  Fé  =  Fcr,  %  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions,  et 
on  en  déduira 

tane^-A sin  t  cos  J'A(J^)  -f-  sin  <^  cos  e A(e)    

^*  1— c»sinSsin^<^-f-cosl  codJ^-T^nÉ  sin  ^A(<^)A(£)  ' 

formule  dans  laquelle  on  a  A(=)=v/(i — pt*sin*ê),A(cr)=^/(i — ^t'sin'cT), 
et  où  il  faudra  donner  à  A  et   cT  un   même  nombre   d'accens. 

Les  points  P,  1%  1%  etc.,  qui  sont  les  apsides  inférieures,  ou 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  entre  les  centres 

1  FI 

F  et  G,  seront  en  général  déterminés  parla  valeur  ^*=-tang*Y^=T^, 

où  il  faudra  donner  à  ^  les  valeurs  successives  ^=:A",  A'%  A"",  etc. 

Les   points    S',  S%  S%  etc.,   qui  sont   les    apsides   supérieures, 

seront  déterminés   par  la   valeur  constante   p''=im    et   la   valeur 

g  =  — -  tang  ^  Ç  ,    dans   laquelle    il    faudra    faire    successivement 

^  =  A',  A"',  A%  etc. 

184.  Examinons  maintenant  combien  le  corps  devra  faire  de 
révolutions  pour  arriver  à  un  point  de  l'orbite  déterminé,  soit  par 
la  valeur  ^  =  L7r,  soit  par  la  valeur  ^  =  177-,  L  et  I  étant  des 
nombres  entiers.  Le  nombre  de  demi-révolulions  se  trouvera  par 
celui  des  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe;  car  nous  comptons 
comme  demi-révolution  le  passage  d'une  intersection  à  l'intersec- 
tion suivante. 

Soit  d'abord  ^=:L7r;  cette  valeur  conviendra  au  dernier  des 
points  d'intersection  B,  A',  B',  A%  B%  etc.;  ainsi  le  nombre  de 

57 
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ces  points  sera  L.  Mais  il  y  a  d'autres  points  d'intersection  T, 
P  etc.,  situés  entre  F  et  G;  pour  en  connaître  le  nombre,  il  faut 
avoir  la  valeur  de  4  <ï"i  correspond  à  la  valeur  ^=  Ltt.  Soit  donc 
4  =  Itt  +  4'>  I  étant  un  entier  et  4'  un  arc  positif  moindre  que  :t,. 
on  aura,  pour  déterminer  I  et  4'?  l'équation 

"T-      r^Y'c      "^  QkF'c 

Ainsi  I  sera  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  la  quantité  donnée" 
aLF'«  4-  F(x ,  0 
zkF'c 

I  étant  ainsi  déterminé,  le  nombre  total  des  demi-révolutions 
qui  correspondent  à  la  valeur  Ç  =  L7r,  sera  L -f- 1. 

En  second  lieu,  soit  donnée  la  valeur  4  =  I*^»  1^  nombre  des 
points  d'intersection  T,  1%  P,  etc.,  dont  le  dernier  répond  à  la 
■valeur  4  =  1^>  ^^^^  I-  Po"r  avoir  le  nombre  des  autres  points 
d'intersection,  il  faut  connaître  la  valeur  correspondante  de  ^;  soit 
donc  ^=:L7r  +  ^',  L  étant  un  entier  et  Ç'  un  arc  positif  moindre 
que  TT.  On  aura,  pour  déterminer  L  et  Ç',  l'équation 

T      I    F(»,O_2/aF-c-fF(.,0 

Connaissant  L ,  le  nombre  total  des  points  d'intersection ,  ou  celui 
des  demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite ,  sera  I  -f-  L. 

i85.  Pour  que  le  corps  revienne  au  point  de   départ  A,  après^ 

un    certain   nombre    de   révolutions,    il   faut    qu'on   ait    à  la  fois 

4  =  fiTT   et  ^  =  2iT  +  €,    e  et  r  étant  des  entiers,  ce   qui   don- 

hF'c        21       .      .  -,  r     ^  1  »•»  '    ^F'c         ..  ^ 

nera  —7—=  —  ;  amsi  il  tant  que  la  quantité   ■=^—    soit   une  traction 

rationnelle  — .  Alors  le  nombre   des  demi-révolutions  faites  par  le 

corps  sera  21 -^e;  si  e  est  pair,  le  corps  aura  achevé  i-^-^e  ré- 
volutions ,  et  la  courbe  rentrera  sur  elle-même.  Mais  si  e  est  im- 
pair, il  faudra  encore  2/-f-e  demi-révolutions  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle-même.  Ainsi,  en  général,  le  nombre  des  révolu- 
tions qui  composent   une  période,   sera  i+ie  ou  2z-f-e,   selon 
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<|ue  €  sera  pair  ou  impair  :  on  connaîtra  d'ailleurs  les   nombres 

i  et  e  par  la  valeur  -^ ,  re'duile  à  Texpression  la  plus  simple  -. 

186.  Les  résultats  des  deux  articles  pre'cédens  devront  être  mo- 
difiés^ si  la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers  F   et  G. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  F ,  il  faut  qu'on  ail  à  la  fois 
pi=zOf  7  =  0,  c'est-à-dire  '^=n7t  et  ^  =  2n'^,  n  et  ré  étant  des 
entiers.  Alors  on  aura  l'équation  de  condition  2^«F'<?=4«'F'x — F(;6,6). 
Si  dans  cette  équation  on  regarde  AF'c,  F';c  comme  seules  don- 
nées, les  entiers  n  et  /z'  étant  à  volonté,  ainsi  que  F(z,  e),  qui 
doit  seulement  être  plus  petit  que  F(z,  tt)  ou  2F';c,  on  voit  qu'il 
y  aura  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à  celte  équation , 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  suppositions  à  faire  sur  l'état 
initial  du  mouvement  dont  dépend  la  valeur  de  la  constante  e  , 
pour  que  le  corps,  après  un  certain  nombre  de  demi-révolutions, 
parvienne  au  centre  F. 

Cependant  lorsque  AF'c  et  F'z  seront  commensurables  entr'eux, 
si  l'on  appelle  H  leur  commune  mesure,  les  diverses  valeurs  de 
F(;c,  e)  ne  pourront  être  que  des  multiples  de  2H,  ainsi  leur 
nombre  sera  limité. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  G,  il  faut  qu'on  ait  à 
la  fois  •>|,  =  w7r  et  Ç  =  (2«'-f-i)7r ,  ce  qui  donnera  l'équalion  de 
condition  aAvzF'c  =  2(2«'-f"i)F';6  —  F(;c,  e) ,  équation  à  laquelle  on 

pourra  salislaire  dune  infinité  de  manières,  si  -r;—  est  irration- 
nelle; et  d'un  certain  nombre  de  manières  seulement,  si  cette 
quantité  est  rationnelle. 

187.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lieu  à  excep- 
tion dans  les  formules  des  articles  1S4  et  i85;  car  si  le  foyer  G 
est  l'un  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ce  point 
appartiendra  également  à  la  série  des  points  B',  B%  B^,  etc.,  et  à 
celle  des  points  I',  1%  1%  etc.  De  même,  si  le  foyer  F  est  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  ,  ce  point  appartiendra  éga- 
lement à  la  série  des  points  A',  A*,  A^,  etc.,  et  à  celle  des  points 
I',  1%  P,  etc.  Ainsi,  dans  l'énumération    des  points   d'intersection 
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190.  Si  l'on  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique^ 
il  faudra  faire  â:  =  - ,  -  étant  une  fraction  rationnelle  à  volonté;  alors 

e     e  . 

m  devra  être  déterminée  par  l'équation 

^m"        4AB  4e^      , 

Connaissant  les  nombres  i,  e,  et  le  rapport  tt,  on  trouvera  toujours  * 

par  cette  équation  une  valeur  convenable  àe  m;  car  le  second 
membre  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité,  isi  on  le  désigne  par 
sin'A,  on  aura  /7î  =  tang^A;  et  comme  on  peut  prendre  ^^t*^» 
on  aura  m<<  i. 

D'après  les  formules  de  Tari.  11 5,  le  cas  de  m'-=zm  suppose  une 
vitesse  initiale  V  telle  que 


(^ 


de  plus,  on  doit  avoir  entre  m*  et  fjL  Téquation 

(A4-Bm°')  sinV      rri"  (A  +  B) 

d'oii  l'on  déduit 

,     A  — Bm'-fm«''(B  — AmQ 

COS  ^  _  ^^^,^^^,  ^^  _f_  B)  qP(T+mO  (A+Bm"^)  ' 

et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  A>»B/7z',  et  B>»A/72*,  il 
s^énsuit  que  cosfjc  n'est  jamais  zéro,  et  qu'ainsi  sinjw  ne  peut  sur- 
passer un  maximum  facile  à  déterminer  par  la  variation  de  m°.  La 

11                    •             •                          •           j       •              .      «        A  — Btti'' 
valeur  de  m*,  qui  convient  au  maxtinumûe  smù  est  m°:=:~ ^— -, 

ce  qui  donne  cos"a  = ;; -,  et  sin'u=  .,  7  .\ , —.. 

1 +m''f --  +  1 +m°  j  1  *t    ^.  / 

Ayant  donc  pris  m°  et  ft  dans  les  limites  convenables,  ^équation 
de  la  courbe  sera  iE4  =  6?(F^-- Fé)  ;  et  si  l'on  fait  F^— F€  =  F^', 
elle  deviendra  iS'^z=,eYtl' .  On  aura  en  même  temps  les  valeurs  sui^* 
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vantes  àepetç: 

cy/m  .  sin-vj, 
^  \/  (  1  —  c^  sin^'  4  )  * 

1  ,    1      1  —  cos  e  Cos^'— c'sin't  sin'^'+sîn  t  sîn  ^'A(e)  A.ÇQ 

^  —  "jÂ"  ^^"8»^— "iÂ*  ^kTcosC'A(OH-sinC'coseA(0 

Etant  donné  le  rapport  g  ,  on  peut  varier  à  l'infini  les  nombres  en- 
tiers f  et  e,  ainsi  que  les  donne'es  m"  et  /a;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  une 
infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisfont  à  la  question  dans  l'hypo- 
thèse de  77z'  =  m,  laquelle  est  d'ailleurs  comprise  dans  l'hypothèse 
C'4-G  =  o,  dont  nous  avons  parlé  n°  102. 

191.  Le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  t=i,  e  =  i,  ce 
qui  donnera  l'équation  de  la  courbe  •^:=^'(J \  mais  il  vaudra  autant 
conserver  celle  équation  sous  la  forme  F4'=F^ — Fg,  parce  que 
de  là  il  est  facile  de  déduire  algébriqujemenl,  suivant  les  cas,  -^  par 
le  moyen  de  ^,  et  réciproquement. 

Pour  avoir  le  premier  point  B'  d^intersection  de  la  courbe  avec  Fig-  ^5. 

l'axe ,  il  faut  faire  C=7r,  ce  qui  donnera  4  ='7i'  —  e»  et  p*= — .-4 

GB^ 

*"■  FB'* 

Le  point  d'intersection  suivant  V  se  trouvera  en  faisant  4=7^j  ce 

qui  donne  ^=7r-f- 6,  tangj^=  — cot;Î6,et  ^= — ;;  ce  point  P 

1  FT' 

se  trouvera  donc  en  faisant  q""  z=:  ■——:=---.  11  se  confondrait  avec  le 

'  «  m.         Gl' 

point  A,  si  la  valeur  initiale  de  ^  était  telle,  qu'on  eût  /»"=  -;  cas 
où  Ton  a  €  =  ^7r. 
Le  troisième  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  ^=:27r^ 

.    ,  ,  .      ,  •  .     ,         c'/n  sin=£  FA' 

ce  qui  donne  %L  =  27r — g,  sm'vL  =  —  sine,  et  »'  = r^-^-=7=r-r-:; 

ainsi  le  point  A'  sera  situé  à  la  même  distance  du  centre  F,  que  le 
point  B  l'est  du  centre  G. 

Pour  avoir  la  quatrième  intersection,  on  fera  4==27r,  ce  qui 
donnera  Ç  =  iir  -f-  ^  ;  ainsi  cette  quatrième  intersection  retombera 
sur  le  point  A,  et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  pé- 
riode est  composée  par  conséquent  de  deux  révolutions. 
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Dans  le  cas  de  é=={7r,  les  points  A  et  V  coïncideraient,  et  les  points 
A'  et  B'  seraient  des  apsides  supérieures. 

Des  cas  où  la  courbe  devient  algébrique, 

192.  Revenons  aux  formules  ge'ne'rales  du  cas  III;  et  comme  la 
valeur  de  â:=  « /(  ^_~  J  ne  permet  pas  de  supposer  x  =  c,  excepté 
dans  le  cas  déjà  examiné  où  c=?=  y/^j  faisons,  pour  première  hypo-» 
thèse,   3t  =  ç%  nous  aurons  F(c,  4)  =  ^-i^  F  (c%  4*').  Soit  donc 

A .  i±£,  ou  î-±^°  v/(^=i^)  "^i'  '^  ^"^^'"^^^'^ 

•  q  ^—     :  e'  +  a^' 

;f.  Etant  donné?  les  nombres  î  et  e  qui  servent  à  déterminer  les  mo- 
dules c  et  x;  connaissant  de  plus  le  rapport  g-,  les  quantités  m  et  m 

ne  sont  plus  arbitraires  ;  caries  formules  générales  qui  servent  à 
(déterminer  et  et  a'  donnent  l'équation  suivante  pour  déterminer  m7?i'  i 

mm' 4AB  6V(i— q^^Q' 

c      yf        i\  r        b     //        i\  3.        ^  —  Amm' 

ensuite  on  aura  /w=^  \/(/wm-)j  et  w  =-  \/{mfn  )  ,   et  =  âTZIT/W' 

Connaissante  et  /7z',  les  équations  du  n°  ii5  donneront  cette  re-f 

lalion  entre  m"  et  ^ , 

,    ^.     ■ (1  4-7n°)'mm^(A4-B) 

^^^'^  ^  ~"  m%m  —  m'+  2'^i^'XA  +  B)  +  (i  +  m/n')(A  +  Bm-)  ' 

qui  permet  de  prendre  m"  à  volonté,  pourvu  que  la  valeur  de  siii^ 
qui  en  résulte  soit  plus  petite  que  l'unité;  enfin  la  vitesse  initiale  V 
sera  donnée  par  l'équation 

i  a\'  ='"-'"'  +  ^"""'  (A  +  B)  +  ^.  +  Bm'. 

*  1  -j-  mm,  ^  ^         m 

Avec  toutes  ces  conditions ,  l'équation  de  la  courbe  décrite  ser* 
^pjo—.^^j'j  —  Fg^j   on  aura  eu  même  temps  les  équations,... 

sift 
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obtiendra  ainsi  une  infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisferont 
aux  formules  du  cas  III. 

193.  Si  l'on  fait  ^  =  ^Ltt -{- e  et  '^=l7r,  ou  4°==2l7r,  le 
corps  reviendra  au  point  de  départ  A,  pourvu  que  les  entiers  L 
et  I  satisfassent  à  l'équation  li  =:  eh ,  qui  donne  L  =  /,  l=:e; 
or,  depuis  la  valeur  '(  =  &  jusqu^à  la  valeur  Ç=:  2L':t-j-ê,  il  devra 
y  avoir  2L  intersections,  soit  à  droite  de  G,  soit  à  gauche  de  F; 
la  valeur  ^  =  Itt  indique  pareillement  I  intersections  entre  F  et  G; 
donc  le  nombre  total  des  intersections,  ou  celui  des  demi-révo- 
lutions, sera  aL-f-I*  Si  ce  nombre  est  pair,  la  période  sera  ter- 
minée après  L  +  ^l  révolutions;  mais  si  I  est  impair,  il  faudra 
encore  un  pareil  nombre  de  demi-révolutions  pour  terminer  la 
période.  Ainsi,  en  général,  l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après 
tm  nombre  de  révolutions  L-f-jI  ou  aL-f-I,  selon  que  aL-f-I 
sera  pair  ou  impair.  11  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  excepter 
les  cas  où  la  courbe  passerait  par  l'un  des  centres  F  et  G;  car  la 
continuation  du  mouvement  au-delà  de  ce  centre  n'est  point  donnée 
par  nos  formules.   J'observerai,  au  reste,   que  si  dans  la  fraction. 

-,  toujours  supposée  réduite  aux  moindres  termes,  le  dénomina- 
teur e  est  pair,  la  courbe  ne  passera  par  aucun  des  centres  F  et  G; 
alors  la  période  sera  de  i-h'^e  révolutions;  si  au  contraire  le  dé- 
nominateur e  est  impair,  la  courbe  passera  toujours  par  l'un  des 
centres  F  et  G;  savoir,  par  le  centre  F,  si  i  est  pair,  et  par  le 
centre  G ,  si  i  est  impair. 

194.  La  supposition  z  =  c'  fait  connaître  une  infinité  de  courbes 
algébriques  qui  satisfont  au  cas  III  ;  on  en  trouverait*de  même 
une  infinité  par  chacune  des  suppositions  ;6  =  c°%  x  =  c°°°,  etc.; 
mais  il  nous  parait  superflu  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails 
à  ce  sujet. 

Déi^eloppement  du  cas  IV. 

195.  Les  observations  générales  que  nous  avons  faites  sur  les 
formules  du  cas   III  s'appliquent  avec  très-peu    de  modifications 

58 
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aux  formules  du  cas  IV;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner 
une  explication  détaillée  de  celles-ci  ;  nous  remarquerons  seule- 
ment que  le  temps  se  déterminera  par  les  formules  déjà  données, 
savoir,  la  partie  t!  qui  dépend  de  4>  P^'^  ^^s  formules  de  l'art.  188, 
et  la  partie  i'  qui  dépend  de  Ç,  par  les  formules  de  l'art.  164. 

196.  A  l'égard  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire 
au  cas  IV,  il  est  facile  d'en  trouver  tant  de  séries  qu'on  voudra. 
L'hypothèse  la  plus  simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consiste 

à  faire  c=:;c   et  A==  «/T— — — -j  =  -;  il  en  résultera 

, ^ 2^'  -f  e°  ,  ^ c'  — t' 

Ainsi  pourvu  qu'on  prenne  e'^iy  on  aura  une  valeur  convenable 
du  module  c,  et  l'équation  de  la  courbe  sera  iE'\-=:e{Ytl, — Fé)  ; 

on  aura  en  même  temps  p=.  _ __^^ ,  ^^_^^^^^^ 

i  A 

Ayant  pris  à  volonté  la  fraction  -  <;i,elle  rapport-g-,on  con- 

naitra  d'abord  le  module  c,  parla  formule  précédente^  ensuite  mn^ 
devra  être  détermiqé  par  Téquation 

mm! AB c'Çg  —  c'  Y 

(1  -f-  mmy  (A  -t-  B)''  •       1  -f-  c^     ' 

c  b 

Connaissant  înm',  on  aura  711=.  ry^(mm')j  et  m' =  -  \/(mm').  En- 
fin, les  deux  équations  de  Tart.  192  donneront,  l'une  la  relation 
entre  m°  et  sin/ui,  Vautre  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  V,  pour 
que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit  décrite. 

On  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  n"  195,  que  la  courbe 
rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  i-^'^e,  si 
e  est  pair.  Lorsque  e  est  impair,  la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers 
F  et  G,  et  la  période  cesse  d'avoir  lieu,  ou  ne  peut  être  détermi- 
née que  par  d'autres  considérations. 

Du  cas  particulier  ou  Von  a  B  =  Kmm' . 

197.  Dans  ce  cas  on  a  a'=:o,  »=i,  A=\/(2c* — i),  et  l'équa- 
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UoQ  de   la  courbe  devient  AF(c,  n[/)  =  F(i  ,  Q— F(i ,  e),  ou 

...F(.,4)  =  >og(f±£f)-log(i±^). 

Celle  courbe  n'est  point  algébrique ,  mais  elle  est  d'une  forme  qui 
mérite  d'être  remarquée. 

On  voit  que  l'arc  ^  a  pour  limite  Itt,  et  qu'il  n^atteinl  celte  li- 
mite que  lorsque  4  est  devenu  infini;  d'ailleurs,  comme  ^  augmente 
en  même  temps  que  «4/ ,  et  que  lorsque  'v[,  =  o  on  a  ^=è,  il  faut» 
à  plus  forte  raison,  qu'on  ait  €<Ci7r;  c'est  ce  qu'on  voit  immé- 
diatement par  Téquation  tang  e  =  v^(am°)  ;  on  peut  même  prouver 

que  £  est  <4'7f  ;  car  on  a,  dans  ce  cas,    a  =  — — — ;,  et  par  les 

*  *  '  '  1  —  mm  '         ^ 

équations  de  l'art.   192,  on  trouve 


am^ 


:=:z  \ — ,  (i  +m°)*cot'/-t  =  tang*6. 


198.  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  la  valeur  de  X,  est  tou- 
jours comprise  entre  é  et  ^tt,  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  son  axe 
qu'entre  les  points  F  et  G,  ou  même  qu'entre  les  points  A,  G.  Ces 
points  d'intersection  sont  les  apsides  inférieures  successives  I',  I', 
P,  etc.;  ils  répondront  aux  valeurs  «vj^rzrTr,  27r,  Ztt ,  etc. 

Quant  aux  apsides  supérieures  S',  S%  S%  etc.,  toutes  placées  sur 
le  périmètre  de  l'ellipse  ^*  =  m,  elles  devront  répondre  aux  va- 
leurs >{/=^^,  |çT,  Itt,  etc. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4  =î'7i'j77",  l^?",  2':t,  Itt,  etc. 

répondent  les  valeurs ^=A',  A",  à'",  A'%  A%  etc., 

le  premier  terme  A'  de  ^cette  dernière  suite  sera  déterminé  par 
l'équation  2AF'c=log(f;^ii^'^  _  log  (f^4^).  Soit  2A:F'c=:/ï,  et 
on  aura 

ï  +sin  a'  1  +  sine 


1  —  sinA  1 — sint 


e\ 


Oj           «           I +sinA"         i-f-sinE      ,.       .  f     t     y 

n   aura  de  même  ~. — 7  = :—  e*",  et  en  eeneral,  pour  ua 

1 — 6inA  1 — «me        ^  °  7   r 

indice  quelconque  i-^  .  , 


X  ***bin  A'         1  —  sin6 
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aux  formules  du  cas  IV;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner 
une  explication  détaillée  de  celles-ci  ;  nous  remarquerons  seule- 
ment que  le  temps  se  de'terminera  par  les  formules  déjà  données, 
savoir,  la  partie  t'  qui  dépend  de  4>  P^''  ^^s  formules  de  l'art.  i88, 
et  la  partie  i"  qui  dépend  de  Ç,  par  les  formules  de  l'art.  164. 

196.  A  l'égard  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire 
au  cas  IV,  il  est  facile  d'en  trouver  tant  de  séries  qu'on  voudra. 
L'hypothèse  la  plus  simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consiste 

à  faire  c=zx   et  A=  t/T-^— --)  =  -;  il  en  résultera 


ai*  -f-  e' 


se^^+i**  2e"-f-i'-'' 

Ainsi  pourvu  qu'on  prenne  e>/,  on  aura  une  valeur  convenable 
du  module  c,  et  l'équation  de  la  courbe  sera  iF'\J.==^(F^ — Fe)  ; 

on  aura  en  même  temps  pz=  _ -_^^^ ,  ^  =  _iangÇ. 

Ayant  pris  à  volonté  la  fraction  -  <<i,elle  rapport-^, on  con- 
naîtra d'abord  le  module  c,  par  la  formule  précédente;  ensuite  mn^ 
devra  être  détermiqé  par  l'équation 

mm'         AB c'(2-~c')* 

(1  -f-  mmy  (A  4-  B)»  *       1  4-  c6     ' 

c  b 

Connaissant  mm',  on  aura  m-=  r\/(rnm')y  et  m' =:=  -  \/(mm^\  En- 
fin, les  deux  équations  de  Tart.  192  donneront,  l'une  la  relation 
entre  m°  et  sin/>t,  Vautre  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  V,  pour 
que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit  décrite. 

On  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  n"  195,  que  la  courbe 
rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  «-f-î^*?,  si 
e  est  pair.  Lorsque  e  est  impair,  la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers 
F  et  G,  et  la  période  cesse  d'avoir  lieu,  ou  ne  peut  être  détermi- 
née que  par  d'autres  considérations. 

Du  cas  particulier  oîi  Von  a  B  =  Amm' , 

197.  Dans  ce  cas  on  a  a'=o,  ;t=i,  â:=v/(2c" — 1),  et  l'équa- 
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Uou  de   la  courbe  devient  AF(i^,  %I/)  =  F(i ,  ^)— F(i,  e),  ou 

.A.F(.,4)=Iog(Sf)-log(i±j:^). 

Celle  courbe  n'est  point  algébrique,  mais  elle  est  d'une  forme  qui 
mérite  d'être  remarquée. 

On  voit  que  l'arc  ^  a  pour  limite  ^tt,  et  qu'il  n'*alteinl  celte  li- 
mite que  lorsque  -^  est  devenu  infini;  d'ailleurs,  comme  (^  augmente 
en  même  temps  que  «4/ ,  et  que  lorsque  '\|,  =  o  on  a  ^==e,  il  faut» 
à  plus  forte  raison,  qu'on  ait  e<d'7i'i  c'est  ce  qu'on  voit  immé- 
diatement par  réquation  tang€  =  \/(ctm°);  on  peut  même  prouver 

que  €  est  <ii'7t ;  car  on  a,  dans  ce  cas,    a,z=—~ — ;,  et  par  les 
équations  de  l'art.   192,  on  trouve 


am" 


==  ï  —  tË~;1'  (ï  +m')"cot>  =  tang^g. 


198.  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  la  valeur  de  ^  est  tou- 
jours comprise  entre  g  et  ^tt,  celte  courbe  ne  peut  rencontrer  son  axe 
qu'entre  les  points  F  et  G,  ou  même  qu'entre  les  points  A,  G.  Ces 
points  d'intersection  sont  les  apsides  inférieures  successives  I',  I*, 
P,  etc.;  ils  répondront  aux  valeurs  •vJ.rriTr,  277",  Stt,  etc. 

Quant  aux  apsides  supérieures  S',  S%  S^,  etc.,  toutes  placées  sur 
le  périmètre  de  l'ellipse /?"  =  772,  elles  devront  répondre  aux  va- 
leurs  n[/==^9T,  Itt,  f  tt,  etc. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  'v[,=î'7ï'j7r,  Itt,  2'7r,  Itt,  etc. 

répondent  les  valeurs Ç=A',  A",  A'",  A'%  A%  etc., 

le  premier  terme  K'   de  ^cette   dernière  suite  sera   déterminé  par 

l'équation  2Â:F'  c=log  (f^^)  —  log  (fÉlI^)-  ^oit  2kF^c=n,  et 
on  aura 

ï  +sin  /  1  +  sine 


sjn  A 


0^           ^          1  +sinA"         1  -f-sint  ..       .               'ri 

n   aura  de  même  : — ;;  = :—  e*%  et  en  mènerai,  pour  ua 

1 — einA          1 — ëiat  '                °               '    ^ 

indice  quelconque  i,  . 


1  -f  sin  A' 1  -f-  sin  c      . 

i  —  fcin  A'         1  —  bin  6 
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De  là  on  voit  que  la  suite  e,  A',  A",  A'",  A*%  elc,  est  continuellement 
croissante  depuis  le  terme  e  ou  A%  jusqu'au  dernier  terme  ^tt.  Il 
en  re'sulle  que  les  points  P,  P,  P,  etc.  s'approchent  continuelle- 
ment du  centre  G,  avec  lequel  ils  finissent  par  se  confondre  ,  et 
que  les  points  S',  S%  S%  S^,  etc.  s'approchent  de  même  continuel- 
lement du  point  L ,  avec  lequel  ils  finissent  par  coïncider.  Mais 
ces  coïncidences  n'ont  lieu  qu'après  un  nombre  de  termes  infini. 

Fig.  26.  199.  Cela  posé,  on  voit  que  la  courbe  est  composée  d'une  in- 
finité de  parties  AS'I",  PS''I%  PS^P,  etc. ,  situées  alternativement 
des  deux  côtés  de  l'axe  FG,  lesquelles  avancent  graduellement  par 
leurs  bases  AP,  PP,  PP,  etc. ,  jusqu'au  point  G,  et  par  leurs  som- 
mets jusqu'au  point  L,  qui  est  le  dernier  terme  de  la  suite  supé- 
rieure S',  S^,  S^,  etc. ,  comme  celui  de  la  suite  inférieure  S% 
S+,  S%  etc. 

Celte  courbe  ainsi  composée  d'une  infinité  de  spires  juxta-posées 
qui  diminuent  continuellement  de  largeur,  et  dont  les  sommets 
convergent  vers  le  point  L,  ne  ressemble  en  rien  aux  autres  courbes 
que  nous  avons  décrites  jusqu'à  présent  ;  et  c'est  un  résultat  de 
calcul  assez  frappant,  qu'une  telle  courbe  puisse  être  décrite  par 
l'action  de  deux  forces  qui,  considérées  séparément,  ne  pourraient 
faire  décrire  qu'une  ellipse.  Si  l'on  demandait,  dans  ce  cas,  quel 
est  le  temps  moyen  d'une  révolution,  il  faudra  entendre  par  demi- 
révolution  le  passage  d'un  point  d'intersection  tel  que  P  au  point 
d'intersection  suivant  P,  pendant  lequel  'vf.  varie  depuis  ^tt  jusqu'à 4':7'- 
En  général,  si  l'on  calcule,  par  les  formules  données  ci-dessus,  le 
temps  écoulé  depuis  <n|/ =  o  jusqu'à  '^  =l7r ,  ce  temps  sera  celui 
des  I  premières  demi-révolutions;  et  en  le  divisant  par  I  on  aura 
le  temps  moyen  d'une  demi-révolution,  lequel  approchera  d'autant 
plus  d'une  valeur  constante,  qiie  I  sera  plus  grand;  d'où  il  suit  qu'à 
mesure  que  '^  augmente,  les  temps  des  demi-révolutions  tendent 
de  plus  en  plus  vers  l'égalité. 

On  pourrait  aussi  considérer  le  mouvement  du  corps  comme  une 
espèce  de  mouvement  d'oscillation ,  dans  lequel  le  corp^  passe  suc- 
cessivement d'une  apside  supérieure  telle  que  S''  à  Tapside  suivante  S% 
puis  de  S^  à  S'^,  et  ainsi  de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  vont  en 
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diminuant  d'étendue,  à  mesure  que  le  corps  s'approche  du  cenlre  Gj 
mais  elles  finissent  par  s'effectuer  toutes  dans  le  même  temps. 

Développement  du  cas  /^. 

200.  Les  cas  I  et  II,  et  tous  ceux  qui  en  de'pendent,  ont  un  ca- 
ractère commun  et  distinctif  qui  consiste  en  ce  que  les  intersections 
de  la  courbe  avec  l'axe  ne  peuvent  avoir  lieu  que  dans  les  parties 
DE,  KL  situées  entre  les  deux  ellipses  terminatrices.  Les  cas  IH 
et  IV  se  distinguent  des  premiers,  en  ce  que  les  intersections  de  la 
courbe  avec  son  axe  ont  lieu,  non-seulement  dans  les  deux  parties 
DF,GL  comprises  entre  les  ellipses  ^'  =  m,/?"  =  0,  mais  encore 
dans  la  partie  de  l'axe  FG  comprise  entre  les  deux  centres.  Les  cas 
V  et  VI,  qui  nous  restent  à  examiner,  se  distinguent  des  autres  ea 
ce  que  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  n'ont  lieu  que  dans 
les  deux  parties  FG,  GL  qui  sont  adjacentes  au  centre  G,  Il  y  a 
donc  dans  ces  deux  derniers  cas  une  partie  de  l'axe  DE,  même  une 

FI° 
partie  FI°  de  la  droite  FG,  de'terminëe  par  la  valeur  -^  =  a,où  il  ne 

peut  y  avoir  aucune  intersection  de  la  courbe.  Cela  s'explique  par 
la  pre'pondërance  de  la  force  qui  agit  au  centre  G,  soit  à  raison  de 
l'intensité,  soit  à  raison  d'une  moindre  distance. 

Celte  propriété  des  deux  cas  V  et  VI  qui  les  distingue  de  tous  les 

autres,  est  fondée  sur  les  valeurs  ^  =  4^  et  ^  =  -^^,  qui  ne  peuvent 

jamais  se  réduire  à  zéro.  Ainsi,  il  n'y  a  aucune  intersection  entre 
les  points  E  et  F;  et  la  moindre  valeur  de  ^"  étant  a,  si  l'on  prend 

FI° 
sur  la  droite  de  FG  le  point  P  tel  que  — -  =:a,  il  ne  pourra  y  avoir  noa 

plus  aucune  intersection  entre  F  et  1%  puisque  cette  intersection 
supposerait  une  valeur  de  «y*  plus  petite  que  et. 

201.  Nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué  la  manière  de  trouver 
les  diverses  intersections  de  la  courbe  avec  son  axe.  On  sait  que  les 
points  B',  B*,  B%  etc.,  situés  sur  la  partie  GL  de  l'axe,  se  trouvent 
en  faisant  ^  =  00,  ce  qui  donne  successivement  ^=  tT,  27r,  Stt,  etc. 
(On  ne  fait  pas  ^=  o,  parce  que  la  première  valeur  de  ^  étant  e,  k» 
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valeur  ^  =  o  se  rapporterait  à  une  époque  antérieure  à  rorigine  du 
mouvement.)  Soit,  en  général,  y"  la  valeur  de  -^  qui  répond  à  la 
valeur  ^z=n7r,  le  point  correspondant  B"se  déterminera  par  l'équa- 
tjQ„  c  m  sin  y___         ^  l'égard  des  points  d'intersection  l\  P,P,  etc., 

situés  entre  les  centres  F  et  G,  ils  font  partie  de  la  suite  des  apsides 
tant  supérieures  qu'inférieures  S',  T,  S%  1%  S^,  P,  etc. ,  à  laquelle 
répondent  les  valeurs  '^z=-^7r,  -rr,  fTT,  27r,  ^it,  Stt,  etc.  Appelant 
donc  X',  X",  à'",  etc. ,  les  valeurs  correspondantes  de  ^,  et  calculant 
ces  valeurs  comme  dans  l'art.  i83,  on  connaîtra  à  la  fois  les  points 
P,  P,  P,  etc.,  qui  sont  censés  les  apsides  inférieures  de  la  courbe, 
fit  ses  apsides  supérieures  S',  S%  S%  etc. 

202.  Pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  un  certain 
nombre   de   révolutions,   il   faut   qu'on   ait   à   la   fois   •N[/  =  2l7r, 

^  =  2L7r  +  Ê>  I  et  L  étant  des  entiers,  ce  qui  donnera  -rq— = -j-. 
Ainsi,  toutes  les  fois  que  -^;^  sera  une  quantité  rationnelle,  son  ex- 
pression  la  plus    simple   y  fera  connaître   les  valeurs  'vf/  =  2l7r, 

Ç*  ==  2L'7r-|- €,  qui  ont  lieu  après  l'achèvement  de  la  première  pé- 
riode; et  cette  période  devra  se  renouveler  à  l'infini. 

Par  la  valeur  •v}^  =  2It,  on  voit  que  le  nombre  des  points  d'inter- 
section I  est  2Ï;  et  parla  valeur  Ç=2L':t +6,  on  voit  que  le  nombre 
des  points  d'intersection  B  est  2L;  et  comme  chaque  intersection 
répond  à  une  demi-révolution,  il  s'ensuit  que  la  courbe  rentrera  sur 
elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  égal  à  I  -f-  L.  - 

2o3.  Si  le  rapport  ■^r'  ^st  irrationnel,  l'orbite  sera  composée  d'une 

infinité  de  révolutions  inégales  entr'elles  ;  et  il  n'est  aucun  point  de 
l'axe,  dans  toute  la  partie  IGL  prise  à  compter  du  point  I  où  l'on  a 

FI 

— -  =  a,  qui  ne  puisse  être  regardé  comme  un  point  d'intersection 

de  la  courbe  avec  l'axe. 

/<F'c 
Au  contraire,  si  la  quantité  -^7—  est  rationnelle,  il  n'y  aura  qu'un 
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certain  nombre  d'intersections,  dont  on  a  vu  que  le  nombre  est 
2I-J-2L1.  Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  G  peut  être  un 
de  ces  points  d'intersection. 

Pour  qu'il  en  soit  un,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  4  =  ïtt,  Ç=  /çr, 

i  et  /  e'tant  des  entiers.  Or,  si  d'après  l'hypothèse  -=rr-^=-r»  on  fait 

F'x  =  I%,  l(Y'c  =  L,Xy  l'e'quation  de  la  courbe  ^F(c,  4^)  =  F(;é,  Ç") — 
F(x,  g)  donnera  dans  ce  cas 

'    •  F(z,  0  =  2%(IZ-LO. 

Et  comme  en  vertu  de  l'indétermination  des  nombres  /  et  /,  on  peut 
faire  à  volonté  1/  —  L/;=  i ,  2,  3,  etc.,  il  s'ensuit  que  le  cas  dont  il 
s'agit  aura  effectivement  lieu,  si  la  fonction  F(x,  g)  est  égale  à  2%,  ou 
à  un  multiple  de  2%,  moindre  cependant  que  2!%,  puisque  &  doit 
toujours  être  moindre  que  tt.  Ces  cas  seront  une  exception  à  la  loi 
générale  de  Tart.  202  f  car  lorsque  le  corps  parvient  à  l'un  des  centres 
des  forces,  la  continuation  de  son  mouvement  ne  peut  se  déter- 
miner par  les  mêmes  formules,  qu'en  altérant  infiniment  peu  les  élé- 
mens  ou  Tun  des  élémens  de  l'orbite,  de  manière  qu'elle  ne  passe  pas 
tout-à-fait  par  le  centre,  mais  qu'elle  en  approche  jusqu'à  une  dis- 
tance aussi  petite  qu'on  voudra. 

204.  Si  l'on  veut  avoir  l'expression  générale  du  temps  dans  le  cas 
V,  la  première  partie  t'  qui  dépend  de  4  se  déterminera  comme 
dans  l'art.  188.  Quant  à  la  seconde  partie  t",  on  la  trouvera  par  la 

formule       .     =- — r-^rr  .  -77;,  dans  laquelle  il  faut  substituer  les  va- 
ayza       (i+v)       vQ 

I  l/«      dq  1  d^  .   , 

leurs  q  =  — -n,  — -•  =  ——rz -— .  —-: ^  .  ,y. ,  ce  qui  donnera,  en 

faisant,  pourabreger,D''=/(^.gL±W)=£^(£?i.^ 


1 


'"=°"/(7 


t/Csin'C 


Soit  N  =  (v  + 1  )  (v  -f-  X*) ,  on  aura ,  par  les  réductions  connues , 

'"=^[-^^+(-+7>(*^«-E(*.Ç)+(-T)n(.'',0} 
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et  si  on  appelle  T"  la  valeur  de  t"  lorsque  C=î^,  on  aura 

D'ailleurs,  en  faisant  a  =  tang"cr,  ou  y  =  col»cr,  et  ^*=i--;t% 


on  a 


j^(îiiLrn'r.,;t)-sin'crF'x]=i7r4-(F';c~E';c)F(^,cr)~F";cE^^^ 
donc,  en  appelant  R' le  second  membre  de  cette  équation,  il  viendra 

D'après  ces  deux  formules,  il  sera  aisé  de  trouver  le  temps  employé 
par  le  corps  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite,  déter- 
miné par  les  valeurs  4=:I';t  +  4',  C=L7f  +  Ç',  entre  lesquelles  on 
a  l'équation 


F' 


1^  (.I  +  ÏÇ£dl))=.L+ ï^ï-%^'-^. 

^'x   \        '        F'c     /  F'« 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V. 

îo5.  Soit  d'abord  c  =  ;6,  et  hz=^Q^^^=:\,  on  aura 


Ainsi,  pourvu  qu'on  prenne  e>  /,  on  aura  une  valeur  convenable  du 

A  j  '  • 

module  c.  Soit  donné  en  outre  le  rapport  ^,  on  aura,  pour  détermi- 
ner mm' y  l'équation 

m7n^_  __  ^I0_±f  T  AB 

ensuite    m   et    m'   seront    connus   par    les  valeurs    'w  =  ^  \mm% 

m' =■  -\/mm'. 

c  ^ 

Ces  valeurs  ayant  lieu,  ainsi  que  les  deux  équations  de  l'art.  192, 

entre 
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entre  les  données  m",  jll  et  V,  relatives  à  l'état  initial,  la  courbe 
décrite  aura  pour  équation  iF(4)  =  e(F^  —  Fê),  c  étant  le  module 
commun;  on  aura  en  môme  temps 

c^m  .  sin-^  y/a, 

P         1/(1— c»sin»4)'  ^  ""■  sî^"C* 

et  ce  système  comprendra  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

206.  Soit,  par  exemple,  ez=z2,  /=i,  on  aura  c*  =  y,  ^'  =  |, 
et  la   valeur  de  mm    devra  être  tirée   de  l'équation  - — ; 7-  = 

*  (i+mm.j* 

32  AB 

gr  •  7T~Tlf\i'  ensuite  on  aura  772  =  ^(^/^/72'),  m'z=.2m.  Supposons  de 

plus,  que  la  position  initiale  du  point  A  est  telle,  qu'on  a  F'£  =  |F'^, 

•  ,            .                 1  v/b  .  . 

ce  qui  donne  sm€  =  -— — — —    cos6=: --^—.—rr;  voici  comment  on 

trouvera  la  figure  de  la  courbe  d'après  son  équation  iF4=F^ — |F'c. 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B',  soit  ^  =  7r,  on  aura  Fig.  27. 
•4/  =  |7r,  et  p'  =  m;  donc  ce  point  coïncide  avec  l'extrémité  L  du 
diamètre  de  l'ellipse  p''=m,  et  il  est  en  même  temps  une  apside 
supérieure  de  la  courbe. 

Soit  ensuite  4'  =  ^,  afin  d'avoir  le  point  d'intersection  V,  on  aura 
F^  =  -f  F'c,  ou  ^z=27t — e;  ainsi  le  point  V  coïncide  avec  le  point  A, 
ce  qui,  d'ailleurs,  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  L  est  perpendi- 
culaire à  l'axe,  et  qu'ainsi  les  deux  parties  de  la  trajectoire  situées 
des  deux  côtés  de  Taxe  doivent  être  égales  et  semblables. 

Pour  avoir  la  seconde  apside  supérieure  S%  soit  -vj,  =|7r,  on  aura 
F^  =  3F'c,  et  par  conséquent  (^  =  |7r;  ainsi  le  point  S*  sera  dé- 
terminé par  les  valeurs  p''z=.m,  q'':=.cL. 

Du  point  S%  le  corps  reviendra  vers  l'axe ,  et  le  coupera  au  point  où 
4==27r;  alors  on  aura  F^==f  F'c  =  FtT  +  Fé,  et  par  conséquent 
^=i:7r-}-e.  Donc  ce  point  d'intersection  n'est  autre  que  le  point  A. 

207.  On  pourrait  penser  d'abord  que  le  corps  qui  a  suivi  la  route 
A/?2"S*  pour  aller  à  l'apside  supérieure  S",  revient  par  une  autre 
route  au  point  A ,  et  qu'il  décrit  une  foliole  dont  la  pointe  aboutit  au 
point  A;  mais  cette  supposition  ne  s'accorderait  pas  avec  le  principe 
général  (n"  i35),  que  jamais  plus  de  deux  branches  de  courbe  ne  se 

59 
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rencoalrent  en  un  même  point  A.  11  faut  donc  que  la  seconde  brandie 
de  la  foliole,  si  elle  existe,  ait  au  point  A  la  même  tangente  que  l'une 
ou  l'autre  des  branches  Am,  Km'. 

Mais  en  examinant  la  chose  avec  plus  d'attention,  on  reconnaît 
bientôt  que  cette  foliole  n'est  qu*un  même  arc  de  courbe  SWA, 
comme  si  sa  largeur  était  infiniment  petite  dans  toute  son  étendue. 

Pour  s'assurer  de  l'existence  de  cette  singularité,  soit  m"  un  point 
de  l'orbite  avant  le  point  S*  où  l'on  a  '^z=:\'^ — (7,  ^=|7r — 9,  et  m'" 
un  point  de  l'orbite  passé  le  point  S%  où  Ton  a  «nI»  =  |  tt -|- c, 
Ç=:|'7f -{-  6'>  on  aura  les  deux  équations 

iFa7r  +  ^)  =  Fa9T  +  e'); 

d'où  résulte  ô'  =  ô.  Donc  les  deux  points  /w",  m'"  répondent  aux 
mêmes  valeurs  de  p  et  q,  et  ainsi  ils  ne  font  qu'un  seul  et  même 
point. 

De  là  on  voit  que  le  corps,  après  être  parvenu  à  l'apside  supé- 
rieure S%  doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisément  le  même 
arc  de  courbe  de  S'  en  A,  qu'il  avait  décrit  en  allant  de  A  à  S*. 

2o8.  Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  la  vitesse  au 
point  S*  ne  soit  nulle.  En  effet,  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
étant  nommée  v,  on  aura,  d'après  l'équation  (i), 

i  -■  =  (^.+7^^)  (— /'•)('+îO+i«V--(A+B)  (■+„0. 

Faisant  ;p'=  m,  ^*  =  a,  et  substituant  pour  ^aV*  la  valeur  trouvée 
art.  ii5,  dans  laquelle  on  fera  m'z=2m,   on  aura  au  point  S* 


^a\f' 


(i  —mY  rA(i  — 2m«)         Br« — Qm)-] 


Pour  que  v  se  réduise  à  zéro,  il  faut  donc  qu'on  ait 

A  Q.m^-\-ma — (c^ 

B  "~~  1  — m»  —  2m*«^* 

Mais  puisque  x*=|=  — ,  ona  (x'=|flt  et  a+a'ou4ci=^^^— t?; 
de  ces  deux  équations  combinées  résulte  une  nouvelle  valeur  de  ^ , 
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.      A        6/71=^ -H*=        ,  .        3A— 6Bm^  o       .      (A+B)^ 

'^''''''  ÏÏ  =  3T^;Ï^-   ^^'''    ^   "=  -5-=^.-^  =  1^  ^' ■  (B - ^Amr  ' 

cette  dernière  se  réduit  à  - — ; — ==  14.. .   .  p  n.  >    et  s'accorde 

(i+2/n^)-'         ■^■'    (A  +  B)^' 

par  conséquent  avec  Téqualion  qui  sert  à  déterminer  mm'  z=2m*. 
Il  est  démontré  ainsi,  d'une  manière  générale,  que  la  vitesse  au 
point  S*  est  nulle. 

Celte  vérification  deviendrait  plus  facile  dans  les  cas  particuliers. 

Soit,  par  exemple,  —  =  |,  on    aura   m=^j    m'=:iy   a=i,   ce 

qui  donne  immédiatement  ^^=0. 

209.  On  voit  dans  cet  exemple  que  le  corps  parti  de  A  décrit  Fig.  aj. 
d'abord  la  feuille  AmLm'A;  que,  revenu  au  point  A,  avec  une 
vitesse  égale  à  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  de  manière  que  l'angle 
FAw"  est  le  supplément  de  FA???,  il  se  meut  dans  la  branche 
A??z''S%  jusqu'au  point  S%  dans  lequel  celte  branche  rencontre  l'el- 
lipse terminatrice  p*  =  /??.  Le  corps  ayant  perdu  toute  sa  vitesse  au 
point  S*,  il  revient  sur  ses  pas  et  décrit  la  même  courbe  S*m"Am'LmA, 

qui  le  ramène  de  nouveau  au  point  A;  et  enfin  il  décrit  au-dessous 
de  Taxe  la  branche  AS^,  entièrement  semblable  à  AS*;  il  fait  ainsi  des 
oscillations  dont  le  milieu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  al- 
lernalivement  aux  points  S*  et  S*. 

Au  reste,  une  courbe  algébrique  ne  pouvant  pas  être  terminée 
brusquement  en  S'  et  S"*,  les  branches  AS",  AS*  ont  sans  doute 
une  continuation  qui  ne  peut  plus  être  représentée  par  les  valeurs 

c\/m — sin^'  t/*  •  im  'l  r     'ï     j  .      • 

p  =  —7 o— -rr;  »  7  =  -^-y  »  niais  ou  il  serait  facile  de  construire 

par  d'autres  moyens. 

210.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation,  il  suffira  de  doubler 
le  temps  que  le  corps  met  à  parcourir  la  partie  S*A??/L,  ou  la 
parlie  S'*A???L.  Nous  avons  fixé  l'origine  du  mouvement  au  point  A  ; 
mais  on  peut  supposer  qu'avant  d'arriver  en  A  le  corps  était  parti 
du  point  S'^;  relativement  au  point  A,  où  l'on  a'v|,=o  et  ^  =  s, 
le  point  S^,  qui  appartient  h  une  époque  antérieure,  est  représenté 
par  les  valeurs    4  =  — ^"^t  ^  =  —  i '^j  cl  le  point  L  l'est  par  les 
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valeurs  4  =  ^'7r',  ^=:'7r.  Donc  si  l'on  désigne  par  i'(4)  et  t"(0, 
les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  -^  et  ^j  ces  par- 
ties e'tant  prises  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  les  va- 
riables sont  nulles,  et  qu'on  appelle  T  le  temps  d'une  oscillation, 
on  aura   jT  :=2t'(^7r) -^  5t"(^7r)y  ou,  suivant  les  dénominations 

déjà  usitées ,  T  =  4T'  +  loT". 

^  A. 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l'on  a  ^  =  |,;w=:|,  m'=i, 

a=i,   on  trouvera,  toutes  réductions  faites. 


T=-/ 


a{/': 


(2iF'c  — 3E"c  +  Z^), 


4VCA  +  B) 
formule  OÙ  R'  =  i7r  +  (F'c^—E'c)F(^, -^7r)—F'cE(^,^:T). 

211.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons  de  donner  un 
exemple,  résultent  de  la  supposition  x,-=c;  il  serait  facile  d'obte- 
nir d'autres  séries  infinies  de  courbes  algébriques,  en  supposant 
x==c°y  x=c°°,  etc.  Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails, 
et  nous  préférons  de  traiter  encore  avec  toute  l'étendue  nécessaire,  un 
cas  fort  remarquable  compris  dans  les  formules  précédentes. 

Soit   encore  e==2,    i=i,    on     aura    c''  =  |,   ^'^^f. 


mm 


AB  ,      / 7  /  «^4-3  1 — 2m= 

If •  (Â  +  B? '    »>  =  \Vmm',    m'=2m,   ^^= 


(i  -j-mm  ) 


'>2 


m 


ces  quantités   seront  toutes   connues,   lorsqu'on   donnera    le  rap- 

A 

port    ^.    . 

Supposons,  de  plus,  que  la  tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  Taxe; 
on  aura  />t  =  ^'7r,  et  l'équation  entre />t  et  m*  de  l'art.  192,  combinée 
avec  l'équation  précédente  entre  a  et  m,  donnera  a,'' — /!^a,m°-\-5m'"'=zo; 
d'où  résultent  deux  valeurs  de  m%  savoir,  m°=x  et  w°=^a.  Enfin  la 

vitesse  initiale  se  déterminera  par  1  équation  — — ^== — ^ — 'TÂ^ôm^' 

Au  moyen  de  ces    données,  l'équation  de  la  courbe   décrite  sera 

F4  =  2FÇ,    et    on    aura   en    même    temps    P  ==^  -rT^-zr^-r^T^y 

'  '  COf-  Ç 

Soit,  par  exemple,  —='-^,  on  trouvera   mm'i=^,  m  =  fv^5. 
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)yi'  =z  ^\/Z,  et=c;  a,'z=^c;   et  si  l'on  pread  m'*=^Cj  on  aura... 

212.  Voyons  maintenant,  d'après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  Fig.  28 
de  la  courbe.  A  partir  du  point  A,  le  corps  monte  vers  l'apside  su- 
périeure S',  où  l'on  a  'vj,  =  ^'7r,  FÇ=|F'c,  sin^=  -.  Ce  point 

^donc  déterminé  par  les  valeurs  y»*  =  m,  ^^  =  a(i  +  3). 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B',  il  faut  faire  ^==|7r, 
ce  qui  donne  '^z='7t;  donc  on  a  à  la  fois  p=zo,  ^=00,  et  par 
conséquent  le  point  d'intersection  B'  se  confond  avec  le  centre  G.  Il 
n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin,  puisque  la  continuation  du 
mouvement  au-delà  de  G  ne  paraît  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos 
formules,  ou  du  moins  est  l'objet  d'une  difficulté  particulière. 

21 3.  Si  l'on  veut  connaître  Tangle  que  la  courbe  fait  au  point  G 
avecl'axCjil  faut  considérer  un  point  infînimenlprocliedeG.Soit,  dans 
ce  point,  ^  =  i7f —  <^,  et4='7r  —  »;  cTetn  étant  infiniment  petits, 

on  auraF^=F'c — r,  F'xj/  =  2F'c — v\.  Substituant  ces  valeurs  dans 

réquation  de  la  courbe  F4  =  3F^,  on  aura  »=:-t-.  Donc,au  point /w, 

infiniment  proche  de  G,  on  a  p  =  c\/2m.v\,  ^=:-^,  et  par  consé- 
quent yp^=  2c  ^(2wa).  Soit  G  l'angle  delà  tangente  en  G  avec  Taxe, 
6  sera  la  valeur  de  o)  au  point  G,  et  on  aura  Xaii^jB=pq=2C[/(2mct). 

Ainsi,  dans  l'exemple  de  l'art.  21 1,  tang^G  =  \/f =^,ettangâ=\/24, 
ou  6=78° 27'. 78  à  peu  près. 

214.  Il  y  a  un  cas  où  l'on  aurait  ô=:go%  c'est  lorsque  ma=:^-=  ^• 

Or,  on  a  t°^  =  T'___  "V  —;  ainsi,  en  faisant  a,7?i  =  |,  on  aura  l'équation 

^  =  ^ r— T,  d'où  résulte  2m"  =  -r— --r;:  substituant  cette  valeur 

dans  1  équation  - — ; — ^  =  Tt  •  m-û^.y  O"  ^u»'»  7-=  il*  Tel  est 

donc  le  rapport  qu'il  doit  y  avoir  entre  les  forces  A  et  B,  pour  que 
l'angle  ô  soit  de  90°;  dans  ce  cas  on  aurait  «î=^-,  «  =  — ^  =  wi% 


470  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

FA 
Par  la  valeur  de  m°  e'gale  au  rapport  tt-t-,  on  connaît  la  position  du 

point  A,  et  la  vitesse  initiale  V  dirigée  perpendiculairement  à  FG, 
telles,  que  le  corps,  après  une  seule  demi-révolution,  tombera  per- 
pendiculairement sur  l'axe  au  pointG.Dansce cas,iln'yapasderaisoa 
pour  que  le  corps  ne  continue  son  mouvement  au-dessous  de  l'axe, 
en  décrivant  une  courbe  égale  et  semblable  à  celle  qu'il  a  décrite  au- 
dessus  de  l'axe.  Il  reviendra  donc,  après  une  autre  démi-révolution, 
au  point  de  départ  A;  et  la  période  composée  ainsi  d'une  seule  révolu- 
tion devra  se  répéter  à  Tinfîni.  Ce  mouvement  est  extrêmement  simple, 
eu  égard  à  la  complication  des  causes  qui  le  produisent;  mais  on  ne 
peut  douter  qu'il  n'ait  lieu  réellement,  ce  résultat  étant  fondé  sur 
des  calculs  qui  ne  sont  sujets  à  aucune  difficulté.  D'ailleurs,  il  est 
de  principe,  que  si  la  vitesse  avec  laquelle  le  corps  arrive  au  point  G 
lui  était  restituée  tout  à  coup  en  sens  contraire,  ce  corps  reviendrait 
sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  courbe,  et  retrouverait  aux  mêmes 
points  les  mêmes  degrés  de  vitesse  en  sens  contraire.  Or,  une  pa- 
reille circonstance  a  lieu  relativement  à  la  partie  de  l'orbite  qui  sera 
décrite  passé  le  point  G,  et  qui  devra  être  égale  à  l'autre  partie. 

21 5.  Il  n'en  sera  pas  de  même  dans  tout  autre  cas,  et  nolammenl 

dans  l'exemple  où  nous  avons  supposé  —  =  ^.   On  ne  voit  plus 

alors  comment  le  mouvement  doit  se  continuer  au-dessous  de  l'axej 
car  en  supposant  qu'il  se  continue  ainsi,  les  quantités  /?  et  ^  ne 
seraient  plus  réelles,  et  les  formules  cesseraient  d'être  exactes. 
L'analyse  donne  cependant  une  solution  de  cette  difficulté. 

Suivant  l'analyse,  le  corps,  parvenu  au  point  G,  n'ira  point  au- 
delà,  mais  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  courbe  qu'il 
a  déjà  décrite.  Le  corps  arrivera  donc  au  point  A  avec  une  vitesse 
égale  à  la  vitesse  initiale,  et  dirigée  en  sens  contraire.  En  vertu  de 
cette  vitesse  il  continuera  son  mouvement,  en  décrivant  une  courbe 
entièrement  semblable  de  l'autre  côté  de  l'axe;  il  reviendra  donc 
encore  au  point  G.  Du  point  G,  il  retournera  sur  ses  pas;  et  il  dé- 
crira ainsi,  par  un  mouvement  d'oscillation,  une  courbe  dont  le 
point  A  sera  le  milieu,  et  dont  les  extrémités  coïncideront  avec  le 
centre  G. 
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216.  Pour  faire  voir  que  celte  solution  est  en  effet  donnée  par 
l'analyse,  je  reprends  l'équation  F4==2F^;  et  faisant  successive- 
ment «vl/zr:-??  — w,  "^  = 'Tt -\- Il ,  je  dis  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  Ç  seront  ^=.^7r  —  p,  i^=z^7r-\-v;  de  sorte  qu'on  aura  à 
la  fois 

F(7r  — w)  =  2F(i'7r  — t'), 

F  (:t  +  w)  =  2F(^7r -4- p). 

En  effet,  si  l'on  ajoute  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  iden- 
tique 2F7r-=2¥7r;  donc  la  seconde  équation  est  une  suite  nécessaire 
de  la  première.  Soit  M  le  lieu  du  corps  correspondant  aux  valeurs 

=  7r  — M,  c=-7r — u  i  on  aura,  dans  ce  pomt,  pz=—/- . — -. 

^  =  y/a  .  — — T -.  Ces  valeurs  ont  lieu  avant  que  le  corps 

parvienne  au  centre  G.  Si  ensuite  on  change  les  signes  de  w  et  de  p, 
afin  d'avoir  la  position  du  corps  qui  répond  aux  valeurs  's|,  =  7r-f-w, 
^={7r+  i',  on  voit  que  les  variables  p  ei  q  changent  de  signe  Tune 
et  l'autre,  mais  conservent  les  mêmes  valeurs;  d'où  il  suit  que  les 

angles  ûj  et(p,  déterminés  par  les  valeurs  tangi«=^^,  tang|(p  =  ^, 

restent  les  mêmes  ;  donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au  point  M. 
Ainsi,  le  corps,  après  être  parvenu  au  point  G,  revient  sur  ses  pas 
en.  suivant  la  même  route,  comme  si  sa  vitesse  avait  été  changée 
tout  à  coup  en  une  vitesse  égale  et  directement  opposée. 

Nous  ne  dissimulons  pas  que  ci.tte  explication  est  peu  satisfaisante 
en  elle-même,  et  qu'elle  ne  peut  guère  être  admise  que  comme  un 
résultat  de  pur  calcul  ,•  cependant  on  verra  bientôt  qu'elle  peut  être 
justifiée,  en  altérant  infiniment  peu  la  vitesse  initiale. 

217.  Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  complète  de  la  courbe,  dans 
l'exemple  que  nous  avons  choisi  art.  211,  nous  observerons  d'abord 
que  l'expression  des  coordonnées  en  fonctions  de  p  ei  q  étant 

np—y—  ■  c(i— py)     pm  — V— -— — £^21. 

si  on  élimine  ces  deux  variables  d'après  le  rapport  qui  doit  exister 
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entr'elles,  le  résultat  sera  indépendant  de  la  supposition  que  p  el  q 
sont  réels,  et  il  servira  à  déterminer  la  courbe  dans  toute  son  étendue. 
Or,  l'équation  F-sl^  =  2F(^  peut  être  remplacée  par  l'équation  al- 
gébrique langi  '^/■=  tang  Ç^/(i  —  c'sin"^);  et  puisqu'on  a  en  même 

temps  P=yç,L,.,,^^ ,  ^  =  V/^-^VoTÇ '  ^^  ^"  ^^^"'^"^  "^ 

et  ^  de  ces  équations,  la  relation  entre  p  et  q  sera  donnée  par 
l'équation 

Ayant  ainsi  exprimé  /?*  par  le  moyen  de  q",  la  courbe  sera  facile 
à  construire  dans  son  entier,  en  employant  toutes  les  valeurs,  tant 
positives  que  négatives,  de  p"  et  q". 

Fig.  q8.  218.  Les  valeurs  de  q^,  depuis  q^  :=:  c  jusqu''à  (7*=:  00,  donnent 
la  portion  de  courbe  AS'GS^'A ,  dans  laquelle  le  corps  fait  ses  os- 
cillations, et  qui  se  termine  en  G  par  deux  branches  faisant  entr'elles 
un  angle  double  de  78°  27'. 78. 

Les  valeurs  de  q",  depuis  q*z=o  jusqu'à  q^-=.à,  donneront  nais- 
sance à  une  autre  portion  de  courbe  DNRF,  terminée  en  F,  dont 
les  principaux  points  se  déterminent  comme  il  suit. 

Soit  ^-^  =  c''s ,  z  étant  ^i,   on  aura 

a Grz(i  —z)  (3  — z)  ■  ■ 

Au  point  D,  où  l'on  a  FD  =  — ; — -.  =  — r-^-r,  la  courbe  s'élève 

^  '  \  -\-  c"         \  -{-3v/3 

perpendiculairement  à  l'axe,  et  tourne  sa  concavité  du  côté  de  F; 
elle  passe  parle  point  N,  où  l'on  a  p^^zz^q^^  .r  =  « ,  ^==0.  354^; 
puis  par  le  point  K,  où  l'ordonnée  est  tangente  à  la  courbe,  et  où 
l'on  a  FH=i:o.529«,  HR.=  o.657«;  vient  enfin  au  point  F  ,  où 
elle  fait  avec  l'axe  un  angle  dont  la  tangente  =y/|-|.  Pareille  branche 
doit  être    tracée  de  l'autre  côté  de  l'axe. 

Ces  deux  feuilles ,  qui  oflVent  en  F  et  en  G  des  angles ,  l'un  de 
près  de  90°,  Fautre  d'environ  i57°,  sont  les  seules  qu'on  puisse 
obtenir  en  supposant  yy"  et  ^'  positifs.  La  nature  des  courbes  algé- 
briques exige  que  ces  feuilles  aient  une  continuation ,  mais  cette 

continuation 
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conlinualion  ne    pourra    répondre  qu'à  des  valeurs  négatives    de 
p^  et  de  q\ 

219.  D'abord  si  l'on  change  à  la  fois  le  signe  de  z,  p*  et  7*,  ce 
qui  donne  toujours  q''z=c^z,  et 

» 6rz(i  -l-z)  (5-f  z) 

"  (3  +  22 -h  z^)^       ' 

on  aura 

—      a(i— py)  ^  _         ^"pq  

(i+pO(i  — ^^)'     -^  "~(i4-p^3Ci— 9^)' 


.r 


Si  ensuite  on  fait  varier  z  depuis  2  =  0  jusqu'à  z  =  -3=5\/3,  on 

aura  la  conlinualion  des  deux  branches  qui  se  croisent  en  F  sous 
un   angle  presque  droit. 

Soit  z  =  — 3—,  ^  e'iant  infiniment  petit,  et  y9»=M(i+N6r),  on 
trouvera 

242        '  143        ' 

ou  à  peu  près  M  =  o .  56o5  ,  N  =  o .  7 1 Sy.  Or,  il  est  aisé  de  con- 
.clure  de  ces  valeurs,  que  la  courbe  a  deux  asymptotes  qui  se  ren- 
conlrent  en  un  point X  de  Taxe,  où  l'on  a  GX=^«(i — N)=a(o.  142 15), 
et  qui  font  de  part  et  d'autre  avec  l'axe ,  un  angle  X  déterminé  par 
la  valeur  lang  fX  =  \/M,  qui  donne  X=73''  38'. 

De  même  si  Ton  fait  varier  z  depuis  z  =  —  jusqu'à   z=oo,    oa 

aura  la  conlinualion  des  branches  qui  se  coupent  en  G,  lesquelles 
s'étendront  à  l'infini,  et  auront  dans  un  sens  opposé  les  mêmes 
asymptotes  que  les  branches  qui  se  coupent  en  F. 

220.  Maintenanl,  pour  connaître  plus  facilement  la  vraie  courbe 
que  doit  décrire  le  corps,  d'après  les  données  prises  pour  exemple 
dans  l'art.  211,  nous  conserverons  les  mêmes  forces  A  et  B,  dont 
le  rapport  est  de  7  à  i5,  le  même  point  A  où  commence  le  mou- 

FA 
vement  et  où  l'on  a  m''  =  \/^z=.~—;  nous  supposerons  également 

que  la  vitesse  en  A  est  perpendiculaire  à  l'axe,  mais  nous  altérerons 
infiniment  peu  celle  vitesse  j    et  comme  dans  le  cas  de  f^=~7r, 

60 
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n„  n  j^ïL^{L±J^.-^'^-r,  et  dans  rexemple  de  l'art.  211, 
mm'  sm^  ^^  ^Q^g  supposerons 


1  4-  mmf        i  +  2rw=' 


-,==^(i+cr)j 


1  -f-^^ 

de  manière  que  le  quarré  de  la  vitesse  sera  augmenté  dans  le  rap- 
port de  1   à  i  +  cT,   cT  étant  considéré  comme  infiniment  petit. 

Cela  posé,  les  valeurs  des  élémens  m,  m',  c,  x,  k,  et,  a'  devien- 
dront infiniment  peu  différentes  de  celles  qui  ont  lieu  dans  l'exemple 
cité  :  et  voici  comment  on  trouvera  ces  nouvelles  valeurs. 

L'équation  précédente  donne  d'abord  mm'  =  3373^-  Ensuite  si, 

dans  l'expression  de  m  —  m',  art.  ii5,  on  substitue  la  valeur 

-laV»  =^^-^t^2!(A4-B).-^(i-|-cr),  et  qu'on  fasse  en  même  temps 


A 


les  substitutions  m"  z=:  \/^ ,  ■^  =  -^  ,   on  aura 
De  là  résulte 


'^==  (^ 8^r3> X^' 


Substituant  les  valeurs  de  mm'  et  de  m'  —  m  dans  les  formules  gé- 
nérales du  cas  V  qui  servent  à  déterminer  tt  et  af,  on  en  déduira 


donc 
et  enfin 


a;=V/î  =  '"%  et  a'^z^—^^y^j; 

^  —  ;;— 3— £>' 

, , 1  — 2C' 5— sJ^ ^ 

'^  —  1  _!.;,>  —  4^(9  4.^^_^^)• 


Au  moyen  de  ces  valeurs,   Téqualion  de  la  courbe  décrite  sera 
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AF(c,  4)  =  F(»>  0>  6*  ^^  ^^^^  en  même  temps  p=  -j)—-~^^^jz» 

^  =1=  i/a  .  i^ ^. 

'         ^  cos^ 

221.  Pour  faire  une  application  numérique  de  ces  formules,  soit 
d'abord  cr  =  o.ooi ,  ensorte  que  le  quarré  de  la  vitesse  initiale  soit 
plus  grand  d'un  milliènîe  que  celui  qui  fait  passer  la  courbe  par  le 
centre  G,  on  aura  les  valeurs  approche'es  des  constantes  comme 
il  suit  : 

loge  =  9.761662  c  =  sin55°  17',  II  IogF'c=: 0.239081 
log  ;c  =  9.760277  ;c  =  sin35.  9.67  logF'x  =  0.258754 
logX^  =  9.698813  ïog  ''»' ==9-957495 

log  w   =9.637134 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe," 
il  faut  faire  ^=co,  ou  i^  =  i'7r,  et  déterminer  ^z  par  l'équation 
A:F'(c,  4)  =  F'x.  Or,  comme  k  —  |  est  très-petit,  ainsi  que  c  —  z, 
on  voit  que  ^  diffère  très-peu  de  vr;  c'est  pourquoi,  faisant  4=7^ — n^', 

on  aura  F4'=  ^F'c  —  tF'x=  o.ooi36.  Cette  quantité  étant  très- 
petite,  on   aura,  avec   une  exactitude  suffisante,  •%!.'  =  0.00 1 36, 

GB' 
et  p"  =  c*m'.  -^'^  =  0.000000534  =  pô7'   On  voit,   par   consé- 
quent, que  le  point  d'intersection  B'  est  à  une  distance  de  G  qu'on 
peut  regarder  comme  très-petite  de  l'ordre  J  *. 

222.  Pour  avoir  le  second  point  d'intersection  I",  il  faudra  faire 
yy  =  o,  ou  -vj/sizTf,  et  on  aura,  pour  déterminer  ^,  l'équation 
2AF'c  =  F(x,  ^)  ;  et  comme  2Â^F'c  est  très-peu  différent  de  F'z,  on 
pourra  faire  ^is^-TT-f-^',  Ç'  étant  une  quantité  très-petite,  ce  qui 

donneraF(;c,0=F'x-|-|,^étantv/(i— ^').Donc^'=^(2AF'c—F'z) 

=  CA( 0.001 36)  =  o.ooo556;  de  là —  =  -7^=: 0.000000800  =  jfp 

Le  point  I',  situé  de  l'autre  côté  de  G,  est  donc  encore  extrême- 
ment près  du  centre  G. 

On  remarquera  que  dans  la  demi-révolution  que  fait  le  corps  en 
passant  du  point  B'  au  point  P,  l'espace  parcouru  est  très-petit  de 
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l'ordre  S*-  Ce  passage  a  pour  effet,  de  changer,  dans  un  temps 
excessivement  petit,  Ja  direction  de  la  vitesse,  et  de  la  rendre  presque 
diame'tralement  opposée. 

225.  On  peut  aisément  prévoir  qu'à  partir  de  T,  le  corps  se  trou- 
vera, après  une  demi-révolution,  très-près  du  point  de  départ  A. 
En  effet,  pour  trouver  le  troisième  point  d'intersection  1%  soit 
^  =  27r;  il  faudra  déterminer  ^  par  l'équation  F()6,  Ç)  =  4^F'^-  ^ 
en  résulte  à  très-peu  près  ^  =  '7f  +  2^',  ^'  étant  la  môme  quantité 
qu'on  a  déjà  trouvée  dans  le  cas  de  'vj.  =  tt.  Cette  valeur  donne 
(f* — ct=a^*.4C''>  ainsi  le  point  P  sera  à  une  distance  du  point  A 
très-petite  de  l'ordre  cT*  ;  il  sera  d'ailleurs  situé  entre  A  et  G. 

On  voit  que  le  corps,  après  trois  demi-révolutions,  revient  très- 
près  du  point  de  départ  A.  Alors  sa  vitesse  est  très-peu  différente 
de  la  vitesse  initiale  en  grandeur  j  mais  sa  direction  est  à  très-peu 
près  diamétralement  opposée. 

224.  Après  le  point  1%  oii  l'on  a  4':=277",  le  corps,  passant  de 
Taulre  côté  de  l'axe,  parvient  au  quatrième  point  d'intersection  B% 

où  l'on  a  ^=|7r,  et  ■\,-='^7r v|,",  '\"  étant  une  quantité  très-petite 

de  l'ordre  cT  ;  de  sorte  que  la  distance  GB*,  proportionnelle  à  'vj/"*, 
est  encore  une  quantité  très-petite  de  l'ordre  <^^. 

Du  point  B"  le  corps  passe,  par  un  circuit  très-petit,  à  l'inter- 
section suivante  P,  où  l'on  a  4  =  ^'^  ^t  ^  très-peu  différent  de  ^TTi 
De  là  le  corps  passe  à  un  sixième  point  d'intersection  P  très-voisin 
de  A,  et  les  choses  continuent  de  la  même  manière  pendant  un 
assez  grand  nombre  de  révolutions.  Cependant  l'orbite  finit  par 
s'éloigner  sensiblement,  tant  du  point  de  départ  A,  que  du  centre  G; 
mais  elle  J  revient  après  des  périodes  presqu'égales,  et  les  mêmes 
phénomènes  se  renouvellent. 

225.  Au  reste,  il  est  facile,  par  nos  formules,  de  déterminer  la 
situation  du  corps  après  un  nombre  quelconque  de  révolutions. 
Veut-on,  par  exemple,  déterminer  la  Soi^""*  des  intersections  B', 

B',  etc.?  il  faudra  faire  ^=1001.-,  et  chercher  la  valeur  corres- 

pondante  de  4-  On  trouvera,  d'une  manière  approchée,  -\z=:iooi7i^ 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  4^7 

•i-73''24';  et  de  là, /?*= 0.3826=^^,  ou  GB=fl(o.62o).  On  con- 
naît donc  le  point  B,  où  se  trouve  le  corps  après  5oi  intersections 
à  droite,  et  1000  intersections  à  gauche  de  G,  c'est-à-dire  après 
i5oi  demi-révolutions. 

226.  Ayant  calculé  l'orbite  dans  le  cas  de  cr=o.ooi,  il  importe 
aussi  de  la  calculer  en  supposant  (^  =  —  o.ooi.  Alors,  en  faisant 
la  substitution  dans  les  formules  de  l'art.  220,  on  aura  les  résultats 
suiyans  : 

log  c  =  9. 761216  logF'c  =  0.258975  log  2F'c  =  0.540005 
logx  =  9. 762593  logF'x  =  0.239303  log  rF';c=  0.540176 
logÂ:  =  9. 699127 

Puisque  2F'c  est  <rF'x,  il  s^ensuit  que  lorsque  ^=|7r,  on  a>(/>7r. 

Donc  la  première  intersection  a  lieu  en  un  point  I*  situé  à  gauche 
de  G  ;  c'est  d'ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  sur 
la  vitesse  initiale.  En  faisant  J^  =  o,  la  première  intersection  tombe 
précisément  au  centre  G;  en  faisant  «^=0.001,  ce  qui  augmente 
d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse,  nous  avons  vu  que  la  première 
intersection  avait  lieu  en  un  point  B'  à  droite  de  G;  maintenant  que 
nous  faisons  (^==  —  o.ooi,  ce  qui  diminue  d'un  millième  le  carré 
de  la  vitesse,  il  est  tout  simple  que  la  première  intersection  de  l'or- 
bite se  fasse  en  un  point  V  situé  à  gauche  de  G. 

Pour  déterminer  le  point  T,  il  faut  faire  '\|,=:7r,  et  chercher  ^  par 
l'équation  F(;6,  ^)=2AF'cj  soit  ^  =  ^7r  —  ^',  on  pourra  supposer 

F(x,  ^)  =  F*x —  jj  ce  qui  donnera  Ç'=^(F'x — 2 AF'c)  =0.0005579. 
De  là  —  = -V:  =  0.00000081 1  =  i^-r-  Ainsi  la  distance  GI'   est 

q  «o"*  r  1 

très-petite  de  l'ordre  cT*. 

Pour  avoir  l'intersection  suivante   B',   il  faudra  faire    ^  =  1^,= 

^[/ ==  TT  +  %[/',  ce  qui  donnera  4'==  i  F'x  —  2F'c  =  o.ooi368,  en- 

suite  y»'  =  cW4'*  =  0.000000540  =  p—.  Ainsi  la  distance  GB^ 
est  encore  très-petile  de  l'ordre  J^V 
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227.  Ces  résultats,  trouvés  dans  les  hypothèses  cT^o.ooi, 
J^  =  —  0.001 ,  servent  à  expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  <^=o. 
On  voit  que  J"  étant  Irès-pelit,  positif  ou  négatif,  mais  non  pas  nul, 
le  corps  parti  de  A  s'approche  à  une  distance  extrêmement  petite 
du  centre  G,  et  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-el- 
lipse très-petite,  au  moyen  de  laquelle  la  vitesse  change  subitement 
de  direction,  et  en  prend  une  presque  diamétralement  opposée.  Il 
revient  donc  sur  ses  pas  par  une  route  très-peu  différenle  de  celle 
qu'il  a  suivie,  et  arrive,  après  une  troisième  demi-révolution,  en 
un  point  de  Taxe  très-voisin  du  point  A.  La  vitesse  en  ce  point  étant 
très-peu  différente  de  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  dans  un  sens 
h  très-peu  près  opposé,  le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l'axe 
en  un  point  très-voisin  de  G;  là  il  décrit  encore  autour  de  G  une 
sorte  de  demi-ellipse  très-petite  qui  change  tout  à  coup  sa  direction  et 
le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de  l'axe  fort  voisin  du  point  de 
départ  A.  Les  parties  de  courbe  décrites  autour  du  centre  G,  d'abord, 
excessivement  petites,  s'agrandissent  de  plus  en  plus,  et  au  bout 
d'un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  deviennent 
de  moins  en  moins  inégales  en  étendue  comme  en  durée.  Dans  ce 
mouvement,  le  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,  à  moins 

que  la  quantité -r:—  n'ait  une  valeur  rationnelle;  mais  l'orbite   est 

toujours  limitée  par  le  périmètre  de  l'ellipse  ^'  =  m,  et  elle  touche 
ce  périmètre  dans  une  infinité  de  points  qui  sont  ses  apsides  supé- 
rieures, et  qu'on  peut  aisément  déterminer. 

Au  reste,  l'anomalie  qui  a  lieu  au  commencement  du  mouvement, 
c'est-à-direl'extrêmeinégalité  de  deux  demi-révolutions  successives,  se 
renouvelle  à  des  époques  déterminées,  dont  les  intervalles  sont  à  peu 

près  égaux  ou  tout-à-fait  égaux,  si  la  quantité  Yi~  est  rationnelle.  Car  si 
l'on  fait  à  la  fois  4  =z:Ï7r-f-4',  ^=L7r-\-^',  l'équation  AF(c,  4)=F(;t,  0 
deviendra  kfÇc, '>\,')  =  ¥(•/.,  t),  pourvu  qu'on  ait  klF'c  =  hV'x,  ; 
or,  on  peut  prendre  les  entiers  I  et  L  assez  grands  pour  que  celle 

équation  ait  lieu,  ou  exactement,  ou  aux  quantités  près  de  l'or^lre  |- , 

GIM 
lesquelles  peuvent  être  supposées  plus  petites  que  le  rapport  y^ , 

M  étant  le  point  d'interseclion  le  plus  voisin  de  G. 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  479 

228.  On  voit  maintenant  comment  le  calcul  explique  la  possi-  pig,  gg, 
Lilité  que  le  corps  parcoure  l'orbite  anguleuse  AS'G,  dans  l'exemple 

de  l'art.  211,  et  dans  les  cas  semblables  où  le  corps,  parti  de  A, 
doit  parvenir  au  centre  G.  11  faut  supposer  que  la  vitesse  initiale  est 
infiniment  peu  différente  de  celle  qui  est  nécessaire  pour  que  le 
corps  parvienne  exactement  au  centre  G;  qu'en  vertu  de  cette  diffé- 
rence, le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre  G,  mais  qu^il 
en  approche  jusqu'à  une  dislance  infiniment  petite  du  second  ordre; 
que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a  une  vitesse  presqu'infinie, 
il  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment 
petite,  au  moyen  de  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  ins- 
tant une  direction  opposée.  Il  revient  donc  sur  ses  pas,  arrive  à  un 
point  de  Taxe  infiniment  près  de  A,  continue  sa  route  au-dessous  de 
l'axe,  s'approche  de  nouveau  infiniment  près  de  G;  que  là  il  éprouve 
de  même,  par  sa  circulation  dans  une  demi-ellipse  infiniment  pe- 
tite, un  changement  de  direction,  puis  il  revient  à  un  point  de 
l'axe  infiniment  près  de  A,  et  ainsi  à  l'infini.  De  là  on  voit  que  le 
mouvement  du  corps  dans  l'orbite  anguleuse  AS'GS^A  est  un  mouve- 
ment d'oscillation  par  lequel  il  s'approche  du  centre  G  et  s'en  éloigne 
ensuite,  en  revenant  sur  ses  pas,  comme  s'il  y  avait  en  G  un 
obstacle  inébranlable  qui  ne  permît  pas  au  corps  de  passer  outre, 
et  qui  le  fit  rejaillir  en  sens  contraire  avec  la  même  vitesse. 

229.  Avant  de  terminer  l'examen  du  cas  V,  nous  remarquerons 
que  les  formules  pour  le  cas  de  ^•=.\7r  souffrent  une  exception 
lorsque  ût'=a;  car  alors  on  a  x=i,  et  la  valeur  de  q  devient 
q=:\/a.  Cette  valeur  étant  constante,  la  courbe  décrite  est  une 
hyperbole,  et  Téquation  ordinaire  AF^c,  A^)  =F(^,  "Ç)  n'a  plus  lieu. 
Cependant,  comme  la  valeur  de  p  ne  peut  surpasser  V^/w,  il  est  né- 
cessaire que  la  partie  de  l'hyperbole  décrite  par  le  corps  ne  s'é- 
tende pas  au-delà  de  l'ellipse  p''-=zm.  On  doit  donc  présumer  que, 
dans  ce  cas,  la  vitesse  du  corps  devient  nulle  lorsqu'il  est  arrivé 
à  son  apside  supérieure  S'  située  sur  l'ellipse  lerminalrice;  alors 
il  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  toujours  le  même  arc  d'hyper- 
bole, terminé  de  part  et  d'autre  de  Taxe  par  l'ellipse  p'=m;  et 
son  mouvement  sera  un  mouvemenl   d'oscillation ,  comme   nous 
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en  avons  déjà  trouvé  des  exemples.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  ve'- 

rifîer  par  nos  formules. 

230.  Enfaisanta'=a,on  alesdeux  e'quations  2»=^^""    .     T     » 

*  B — Amm 

A  —  Bmm.'     j,    ^       '     i,     i  j*.*        m.4-m'         2V/AB    ^ 

a*=^ — 1 -,,  dou  résulte  la  condition — ^ 7^=-irTw  Supposant 

B  —  Amm  ^  i -j- mm         A-|-B  ^^ 

a  donné  ainsi  que  A  et  B,  on  tirera  de  ces  équations,  mniz^T- — -— , 

,  2«(B-A)       ,  ,  Cl— «')-2V/AB     ,,    , 

„^__   y/A-^y/B      ^^,_V/A4-^V/B 
y/B  —  <«v/A'  v^B+«i/A' 

On  a,  au  commencement  du  mouvement,  yc  =  o,  ^•  =  m''=a;  ainsi, 
l'équation  qui  donne  la  vitesse  v  en  un  point  quelconque,  sera 

^...=i.V+(^,  +  ^p.)(.-p-)(.+«)-(^  +  B)(,+«). 

D'ailleurs  on  a  .«V.=(A+B).^.^?!^=(^_B.)(i±-:); 
donc 

Maintenant,  on  voit  que  t^  sera  nulle  lorsqu'on  aura        "^  =  ^-, 
on  p'^ — r         "^    ♦  cette  valeur  étant  la  même  que  celle  de  w,  il 

Fig.  aq.  s'ensuit  que  la  vitesse  est  nulle  en  effet  au  point  S',  et  qu'ainsi  le 
corps  décrit  librement  l'arc  d'hyperbole  S'^AS'  par  un  mouvement 
analogue  à  celui  du  pendule. 

23 1.  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  de  l'oscillation,  il  faudra  observer 
que  puisque  q  est  constant,  la  partie  t"  due  à  la  variable  ^  sera 
nulle.  Il  ne  restera  donc  à  trouver  que  la  partie  t'  due  à  la  variable  4; 
et  comme  au  point  A  on  a 4  =  o>  et  au  point  S',  4  =  ^:t,  il  est 
visible  que  le  temps  d'une  oscillation  sera  2i'(^^),  ou  2T',  T'  étant 
déterminé  par  la  formule  du  n°  188. 

On  voit  immédiatement  quelles  sont  les  conditions  pour  que  ce 
cas  particulier  ait  lieu,  c'est-à-dire  pour  que  le  corps  décrive,  par 


un 
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«îi  mouvement  d'oscillation,  l'arc  de  l'hyperbole  q*r=iet,  terminé 
par  l'ellipse  p*=zm.  11  faut,  pour  cela,  que  le  point  A,  origine  du 

FA 
mouvement,  soit  un  sommet  de  l'hyperbole  où  l'on  a  — —  =  a,  que 

la  vitesse  en  A  soit  perpendiculaire  à  l'axe,  et  que  cette  vitesse 

satisfasse  à  l'e'quation  \aV^=( BaV  i^— , 

Développement  du  cas  VI. 

2Z2.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  q  a  deux  différentes  formes,  selon 
que  l'angle  ju,  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  ^tT.  Mais  ces  valeurs  s'accordent,  en  ce 
qu'elles  ont  également  pour  minimum  \/a;  de  sorte  qu'en  prenant 

FF 

nn  point  I  situé  entre  F  et  G,  tel,  qu'on  ait  — i=a,  aucune  intersec- 
tion de  la  courbe  avec  l'axe  ne  peut  avoir  lieu  à  gauche  du  point  I. 

Le  cas  VI  ayant  beaucoup  d'analogie  avec  le  cas  V,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de 
nouvelles  explications  sur  la  manière  de  déterminer  les  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  l'axe,  ainsi  que  ses  apsides  tant  supé- 
rieures qu'inférieures  ;  nous  ferons  voir  seulement  comment  on  trouve 
l'expression  générale  du  temps. 

235.  La  première  partie  t',  qui  est  fonction  de  4 ,  est  toujours  la 
même  que  dans  le  cas  IV;  quant  à  la  seconde  partie  t",  qui  est 

fonction  de  t,  on  la  trouvera  par  la  formule  — ; —  =  - — - — r  .  — ?r. 

^'  *■  a\/2a        (^i-hq)       V^ 

dans  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  qz=  ^—ç,  -T^=-—rnrr-r — r-rr 
X  777 i--rK-  Soit  donc 


^   —  ^  V  \~^  •  B  — A^'I^y'""  l  V  \Â+B  •  ^HW"j  '*'  —  ■"  iT^^ 
n  aura 


61 
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J'oLserve  sur  cette  formule,  que  le  paramètre  v  se  rapporte  toujours 

à  la  forme  v  =  — i -|- ^'  sin*)i;  car  de  là  résulte  sin'Ji  =  î^^^, 

et  -|— 1 

cos'Yi  s=  "X"*    ^^  '    P^^   ^^^   valeurs   de   cl —-' et'   et   cta',    on   a 

Tangle  >î  est  toujours  réel. 

Or,  par  les  réductions  ordinaires,  on  trouve 

et  en  appelant  Z'  la  valeur  de  Z,  lorsque  Ç=^?r,  on  aura 

D'un  autre   côté,  si  l'on  fait  K'  =  i^  + (F'z  — E'x)  F(^,  >î)  — 
E';tE(^,  »),  on  aura 

donc 


»? 


Ces  valeurs  étant  connues,  on  aura,  en  général,  «"=        *     Z,  eS 
T"=T— j— —  Z",  T"  étant  la  valeur  de  f''  qui  répond  à  Ç  =  -i7r. 

234.  La  valeur  de  i'y  qu'on  vient  de  trouver,  suppose  yw>{7r. 
Si  Ton  a  ju,<^7r,  il  faudra  se  servir  des  secondes  formules  du 

cas  VI;  alors,  dans  la  formule  ——-  =  7 — ?-— - .  -4t,  il  faudra  substi- 


tuer  les  valeurs  <7'='*     ,  "  ^L"— ,  — '^^^ 


^Ç 


ce  qui  donnera,  en  faisant  D"=  ?  1 /f -^ •  ii=.\  sin»>,  =  ^-'^ 
et  V  :=:  col"  v\ y 

Or,  l'intégrale  comprise  dans  cette  expression  étant  semblable  à 
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celle  du  n*  188,  on  aura,  d'après  la  même  formule, 

et  en  faisant  ^=^9r. 

Mais  puisque  y=cof>î,  on  a,  en  faisant  K'=i'7r+(F'x— E'x)F(^,  >i) 

-F';.E(^,>,),    n-(.,  ;.)  =  sin»>,F';6  +  ^^^^^R';  donc 

Z?«  c^5  particulier  ou.  Von  a  m'  :=^m. 

235.  Dans  ce  cas,  on  a  c°  =  ;c°  =  |,  mais  alors  la  valeur  de  k 
reste  indéterminée  ;  pour  obvier  à  cet  inconvénient,  soit  w'=/2(i+&)), 
oj  e'iant  infiniment  petit,  on  aura  c"=i(i--ia)),  a— a'==~^^^-t2>!^ 

I  — 2c»  =  i^,  1—2;:'  =  ^=:  ^"(^  +  1^)  .  donc  A*—-  ^-"^^' 
Et   comme  on  a  en  même  temps  a»  =  ^^^^^^11^ ,  il  en  résulte 

m*    1— «»  V  V>  (A+B)**        7/i^       y' 

d'ailleurs  les  conditions  propres  au  cas  VI  exigent  qu'on  ait  à  la  fois 

Cela  pose',  l'e'quation  de  la  courbe  sera  AF4  =  F^  —  Fe,  le 
module   commun  à  ces   fonctions  étant  cz=z\/\.  On  aura  en  même 

leurs  sont  relatives  aux  formules  du  cas  VI,  qui  supposent  dans 
l'état  initial  du  mouvement  A«,>i77-,  ou  ^  =  ^77-;  dans  ce  dernier 
cas  on  aurait,  de  plus,  *=/«"   et   €=0. 

236.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  soit^ une  courbe  algébrique, 
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il  faudra  faire  â:  =  - ,  -  étant  une  fraction  rationnelle  plus  petite 
que  l'unité.  Cette  fraction  étant  prise  à  volonté,  ainsi  que  le  rapport 
-T-  moindre  aussi  que  l'unité,  on  aura,  pour  déterminer  m,  l'équation 

m'        AB  e^      ^ 

ensuite  on  aura  a  =  y  (J']^  ^-  Quant  aux  données  m"  et  fÀ,  re- 
latives à  l'état  initial,  on  voit,  comme  dans  l'art.  119,  qu'il  doit 
exister  entr'elles  la  relation 

CQ..,,_.  m"(B-Am')-(Bm'-A) 

^        2m^m°(A  +  B)  +  (i -}-m^)(A-f  B/n°^)* 

Le  numérateur  de  cette  expression  est  la  même  chose  que..../ 
(/7z°*  —  ci")(B  —  A/«"),  ainsi  on  devra  avoir  m°^cL;  ce  qui  s'accorde 

avec  la  valeur  cose  =  \/(— ^J?  qui  a  lieu  en  général  sans  suppo- 
ser jn'=:m.  11  faut  en  outre  que  la  vitesse  initiale  V  soit  telle  qu'on 
ait  iaV  =  (A+B).-^,/-i±^'. 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 
/T4  =  e(FC— Fe);    on  aura  en   même   temps  pz=~y^^^-^^ 

y  et 

I  cosÇ* 

Ces  formules  supposent  l'angle  fJ^'^^TT^  elles  s'appliqueront  de 
même  au  cas  de  //t=:|7r,  en   faisant  €=0. 

Si  Ton  a  yM.-<l7r,  le  seul  changement  à  faire  dans  les  formules, 

sera  de  prendre  cosé  =  ^(^^^^,-p^)  ,  et  ^  =  — • j^ 

257.  Dans  tous  les  cas,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ 
lorsqu^on  aura  "ÇzzniTT-^-i  et  '^■=.e7r\  alors  le  nombre  des  points 
d'intersection  I  situés  entre  F  et  G,  sera  e\  celui  des  points  d'in- 
tersection B  situés  au-delà  de  G,  sera  i\  le  corps  reviendra  donc 
au  point  de  départ  A  après  un  nombre  i-\-e  de  demi-révolutions; 
ainsi  la  période  qui  doit  se  répéter  sans  cesse  comprendra  î(«-f-e) 
ou  j;-{-e  révolutions,  selon  que  i-\~e  est  pair  ou  impair. 
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Ce  résullat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe 
par  le  centre  G,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deux  cas: 

1°.  Si  Ton  a  jt*>|9r,  ou  y=:^^,  il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois 
4  =  l7r,  ^  =  (2L+i)-,  I  et  L  étant  des  entiers;  et  de  là  résulte 
la  condition   2\iF'c=:(2h'{'^)eY'c  —  e'F't,  ou 

,I-Le=î(i-^). 

Donc  il  faut  que  ^  soit  une  fraction  rationnelle  ^,  telle  que*...- 
(i  — X)  •-  soit  un  entier.  Dans  le  cas  de  /i/.==^7ry  on  a  6  =  0,  et 
il  suffira  que  e  soit  un  nombre  pair. 

^.   „  ,  '  .  \/*    1/(1— c=sin=0 

2\  Si  Ion  a  M,<C^7ry  et  par  conséquent  q  =  -^, ^^ , 

il  faudra  qu'on  ail  à  la  fois  -^z=l7r,  ^:=L7r,  ce  qui  donnera  la 
condition 

T  ^         e    F'£ 

2   l'c 

ainsi  il  faut  que  ^7^  soit  une  quantité  rationnelle,  et  que  son  pro- 
duit par  ^  e  soit  un  nombre  entier. 

238.  Si  l'on  fait,  par  exemple,  i=i,  e  =  2,  É  =  ooujW=^7r, 
l'équation  de  la  courbe  sera  F4'  =  2F^,  et  il  en  résulte  que  le  corps 
parti  de  A  suivant  une  direction  perpendiculaire  à  l'axe,  tombe  au 
centre  G  après  une  demi-révolution;  ce  cas  est  donc  analogue  à  celui 
que  nous  avons  traité  fort  au  long  art.  2i5  et  suivans,  et  il  est  sus- 
ceptible d'une  semblable  solution. 

Un  cas  plus  simple,  ou  moins  sujet  à  difficulté,  s'obtiendra  en 
faisant  '  =  1,  e;=:3,  é=oj  alors  Téqualion  de  la  courbe  seraF4'  =  3F^, 
et  on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  ré- 
volutions, comme  l'indique  le  nombre  ^(/-f-<?)=:2. 

sSg.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'obtenir,  jointes 
à  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées  dans  le  développement  du 
cas  III,  art.  i8g  et  suivans,  sont  les  seules  que  donne  l'hypothèse 
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C  -|-C'=o  de  l'art.  102  ;  ce  sont  aussi  les  seules  qu'Euler  aitindique'es 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  anne'e  1760.  Elles  sont  toutes  repré- 
sente'es  par  l'e'quation  i¥^=:e(F^  —  Fé),  dans  laquelle  le  module 
des  fonctions  est  \/^  ou  sin  45°.  Mais  on  a  déjà  fait  voir  qu'il  y  a 
une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent 
également  satisfaire  à  la  question  ;  c'est  ce  dont  on  va  donner  de 
nouveaux  exemples. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI. 

2.^0.  On  ne  peut  faire  c=: x, parce  qu'il  en  résulterait,  ou  c*=  ;t'*=| 
ou  AB  =  o,  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d'examiner.  Soit  donc 


X  =  c%  et  kf ")=~  5  ^^  ^''^^^ 


, 5e^  —  2  V/(2e<  --  c't'  -h  8^0 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  i¥-l.°  =  e(F^ — Fe),  z  étant  le  module 
commun;    on   aura    en   même   temps   sin  (  2^^  —  ^°)  =  c°  sin '\|-% 
cV/m'sin%}/  V/*  »»     j        -^  i  -^    i 

p-==.—-Y- ,  ■    ,.  ,  fir=:-^— -;  cette  dernière  valeur  suppose  iJi^h.7r. 

'  \/\\ — c"sin-N|.)'    '         cosÇ  *^  r- ^    a 

Si  l'on  prend  la  fraction  rationnelle  -  à  volonté  "<tj  ^^  ^\ycdi  une 

valeur  convenable  de  x  =  c'',  ensuite  on  aura  c  =  -^— •    Connais- 

sant  ces  modules  ainsi  que  le  rapport  t->  on  déterminera  7?w/  par 
l'équation 


AB  h 


«.--î^^i?* 


cil  Ton  a  ^*=  i  — ;t%  ^"=  i  —  c*.  Connaissant  mm' ^  on  aura,  à  l'or- 
dinaire, mz=.  r\/mm' ,  et  m'=--\/mm'. 

Les  valeurs   de   cl  et   et'  sont  connues  par   celles  de  m  et  m\ 
.        ,  ,  /i— 2*»\  (ni'_7n)  (A4-B)      ^    p 

puisquon   a   a  — tt^  =  a  (^-^-— ^  J  =  ^     b-AW — *    ^"^"'    ^^^^^^ 

supposé  ;W>|7r,  on  a  entre  fx  et  m"  une  équation  qui  laisse  une  de 
ces  quantités  à  volonté;  et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  ini- 
tiale, par  les  formules  de  l'art.  192.  C'est  avec  toutes  ces  données 
qu'on  aura  l'équation  de  la  courbe  et  les  équations  accessoires  , 
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comme  nous  les  avons  rapporle'es  ci-dessus.  Celle  solution  a  encore 
une  assez  grande  ge'néralité,  puisqu'elle  laisse  arbitraires  la  quan- 
tité' m"  et  les  rapports  -<  i,  -  <7,  ce  dernier  devant  être  rationnel. 

2^1.  Pour  savoir  combien  le  corps  doit  faire  de  re'volutions  pour 
revenir  au  point  de  départ,  il  faudra  faire  ^|/=I7r,  ^=L7r  +  6,  L  et  I 
étant  des  entiers;  alors  on  aura  ^'z=z2l7r,  et  la  substitution  de  ces 

valeurs  donnera  j-  =  — •  Donc  les  moindres  nombres  à  prendre  pour 

I  et  L  sont  I  =  |(?,  h  =  i,  si  e  est  pair;  et  ils  seront  I  =  e,  L  =  2/, 
si  e  est  impair.  Le  nombre  des  demi-révolulions  qui  ramènent  le 
corps  au  point  de  départ,  esl^e-j-i  dans  un  cas,  et  e-^2i  dans 
l'autre.  Donc  le  nombre  des  révolutions  qui  composent  une  période 
sera  ^e-}-  i  ^  ou  e-\-2i,  selon  que  e  sera  pair  ou  impair. 

2^2.  Soit,  par  exemple,  i=i,  e  =  4>  €  =  0,  on  aura  5c=2 — ^V'i^y 
c  =  ^x"'*  ^*  l'équation  de  la  courbe  sera  F4'°  =  4ï^C  j  '^  étant  le  mo- 
dule commun;  on  aura  en  même  temps  sin  (2'\|.  — 4°)=  x  sin-vj,", 
p=  -—^ ^  •    t>>  Ç==-^-  Soit  4'=7r,  on  aura  -xL'zsaTf,  c  =  T7r; 

donc  p  =  o,  et  ^  =  00;  c'est-à-dire  que  le  corps  parti  du  point  A 
tombe  sur  le  centre  G  après  une  demi-révolution,  ce  qui  est  encore 
un  cas  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  art.  21 5  et  suivans. 

243.  Soit  encore  i=i,  e=3,  e  =  o,  ^n  aura  x  = -ZlZ£jL_i_i , 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  F4'°=3F^,  x,  étant  le  module 
commun.  Soit  ^  =  ^';r,  on  aura  4°=!'^)  4  =  4-(l'7i' — >) ,  y  étant 
le  plus  petit  arc  dont  le  sinus  est  Jt.  Ces  valeurs  déterminent  le  point 
d'intersection  B'.  Soit  ^=|'7r,  on  aura  4°==f7r,  4  =  a(î'^+>); 
cette  seconde  valeur  de  4  détermine  un  point  d'intersection  B'  qui 
ne  diffère  pas  de  B'  ;  il  en  sera  de  même  du  point  B'. 

Pour  avoir  les  points  d'intersection  I,  soil  ^^tt,  on  aura  4°  =  27r, 
F^=f  F'c,  ce  qui  détermine  le  premier  point  T.  Soit  4  =  ^T,  on 
aura  F^  =  f  F'c,  ce  qui  détermine  le  second  point  d'intersection  1% 
différent  de  T.  Enfin,  soit4  =  37r,  on  aura  F^=4F'c,  ce  qui  donne^ 
Ç=  27f  ;  donc  le  troisième  point  P  se  confond  avec  le  point  A. 
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On  voit  maintenant,  par  les  difFërenles  valeurs  de  ^,  qu'à  partir 
du  point  A,  les  demi-révolutions  successives  se  terminent  aux  points 
B',  r,  1%  B',  A.  Après  ces  cinq  demi-re'volulions,le  corps  revient  au 
point  A,  mais  avec  une  vitesse  diamétralement  opposée  à  celle  du 
point  de  départ;  donc  il  n'a  achevé  que  la  moitié  de  la  période, 
et  il  faut  encore  cinq  demi-révolutions  pour  que  le  corps  revienne 
au  point  A  avec  la  même  vitesse  dirigée  dans  le  même  sens.  Ce 
nombre  5,  qui  exprime  combien  il  y  a  de  révolutions  dans  une  pé- 
riode, serait  donné  immédiatement  par  la  formule  e-f-2/. 

Solution    du   problème    général,    lorsque    la    courbe    décrite   est    à 

double  courbure. 

244-  Ayant  fait  voir  comment,  par  l'application  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  on  détermine  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on 
voudra,  toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  attiré 
vers  deux  centres  fixes,  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un 
plan,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer,  au  moins  sommairement, 
comment  on  pourrait  appliquer  les  mêmes  méthodes  au  problème 
considéré  dans  toute  sa  généralité,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à 
double  courbure.  Nous  donnerons  d'abord,  d'après  Euler  (JVofi 
Corn.  Petrop.j,  tom.  XI),  l'analyse  par  laquelle  le  problème  se  réduit 
immédiatement  aux  quadratures. 
iFic.  3o.  Soient  toujours  F  et  G  les  centres  des  forces ,  M  le  lieu  du  corps  au 
bout  du  temps  t;  nous  imaginerons  que  le  plan  FMG  était,  au  commen- 
cement du  mouvement,  confondu  avec  le  plan  fixe  EFG,  et  que 
pendant  le  temps  Hl  a  décrit  autour  de  Tintersection  commune  FG, 
l'angle  MPQ=:/.  11  est  évident  que  pour  déterminer  le  lieu  du  corps 
au  bout  d^un  temps  quelconque,  il  suffira  de  connaître  sa  position 
dans  le  plan  mobile  FMG,  avec  l'angle  /  que  fait  ce  plan  mobile  avec 
le  plan  fixe  EGF. 

Remarquons,  avant  tout,  que  si  la  vitesse  du  corps,  à  l'origine  du 
mouvement,  était  dirigée  toute  entière  dans  le  plan  EFG,  il  n'y 
aurait  aucune  raison  pour  que  le  corps  sortit  de  ce  plan,  et  ce  cas 
serait  celui  que  nous  avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est 
dû  le  mouvement  du   plan  FMG,  est  donc  la  partie  de  la  vitesse 

initiale 
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initiale  qui  est  perpendiculaire  au  plan  EFG;  mais  cet  e'ie'ment  n'a 
pas  seulement  pour  effet  de  produire  le  mouvement  du  plan  FMG; 
on  verra  qu'il  a  encore  celui  de  rendre  d'une  nature  toute  dilTerenle 
la  courbe  décrite  dans  ce  plan. 

245.  Nous  conserverons  les  mêmes  de'nominations  que  dans 
Tart.  70,  pour  toutes  les  quantile's,  lignes  et  angles  qui  appartiennent 
au  plan  FMG;  nous  ferons,  de  plus,  QP=/,  PM  =  s',  MQ  étant 
une  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  le  plan  fixe  EFG;  et  comme 
on  a  déjà  fait  l'angle  MPQ  =  j',  il  est  clair  qu'on  auray=^  cos/, 
s'=:jK  s'mf. 

Cela  posé,  nous  avons  les  forces  ^,^,  dirigées  suivant  MF  et 
MG;  ces  forces  étant  décomposées  suivant  les  trois  coordonnées 
rectangles  x,  j\  z' ,  il  en  résultera  les  trois  équations  différentielles 
du  mouvement ,  savoir  : 

ddx A(j: — a)         Bx 

ddy' A/       B/ 

dt~            •  r^  ^3-» 

ddz^ A£  Bz\ 

df  ~r^  73"  *» 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

1°.  Multipliant  la  première  par  dx ,  la  seconde  par  dj' ^  la  troisième 
par  dz' 'y  ajoutant  les  produits  et  intégrant,  on  aura 

dx^-^-dy'^-Jt-dz:^  __  A         B        G 

C'est  l'équation  connue  des  forces  vives,  dans  laquelle  le  premier 
membre,  qu'on  peut  aussi  représenter  par  ±E!lh^-yIlbyl^?!^  est  la 
moitié  du  quarré  de  la  vitesse. 

2°.  De  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  déduit  immédiatement 
fdz'  —  çô'df  =  ndt,  ou 

j'df  =  lîdt.  (^b') 

Celte  seconde  équation  prouve  que  les  aires  décrites  dans  le  plan 
mobile  MPQ,  perpendiculaire  à  FG,  sont  proportionnelles  au  temps. 

62 
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En  effet  le  mouvement  du  corps  dans  ce  plan,  considéré  comme 
fixe,  n'est  troublé  que  par  la  force  "^  +  ^  dirigée  vers  le  centre  P. 
'5'.  La  troisième  intégrale  se  déduira,  comme  dans  l'art.  71,  de 
la  considération  des  aires  élémentaires  d:L,  dQ ,  et  de  leurs  diffé- 
rentielles 

ddct  ==  {x  —  d)ddy — jddx, 

ddê  =  xddj — jddx. 

Or,  les  valeurs  7' =jKcos/,  s'=jsin/,  donnent  dd/cosf-i-ddz'smf 
--:  f^^j jdf;  donc  en  substituant  les  valeurs  de  ddj'  et  ddz'  don- 
nées par  les  équations   du  mouvement,   on  aura 

ddj  ^jdr  =  -  (^  +  ^)i^'% 

î%  —  5!  —  Ay  __  ^ . 

dcîu  H'Çjr  — g)     ,    oBy 

ddS IPx oAy 

~dF  y^  H   ' 

D'ailleurs  on  a  ^ct  =  i''d(p,  d&  =  s^dca ,  j^r^rsinÇ)  ==  ^sinc.;, 
x=^s  coscù,  a — .r  =  rcos(p.  Faisant  donc  ces  diverses  substitu- 
tions,  on  parviendra  à  l'équation  différentielle 

qui  peut  s'intégrer  immédiatement,  et  dont  l'intégrale  est 


ou 


d'où  l'on  déduira 


dt 
ou 


^  =  C'â  +  A«cos(?  — Bûfcos^  — H'cotû)cot<?>, 


Ùl^^  =C'«4.AûC0S(p— B^cos&j  — H'cotacotcp;  (c') 

dt'- 

c'est  la  troisième  intégrale  cherchée. 

246.  11  reste  à  faire  voir   comment  on  peut  parvenir  à  la  sépa- 
ration des  variables.  Pour  cela  nous  fei^ons  les  mêmes  substitutions 


df"  a"^  r  '^  s         o.v^  »  ^"'') 
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que  dans  l'art.  72;  et  observant  que  les  e'quations  (a!)  et  {b') 
donnent  pour  le  mouvement  dans  le  plan  mobile  FMG,  l'équation 

'      ~       ~      ~       ^y 
si    l'on   fait  encore ,   pour    abre'ger ,    M==G4-  —  -f-.  —  —      ^, 

N=jAcos(p  —  {^coscù  -]-  ~C cot(W  colip,  on  aura 

r^s^'daidp        p-'dq^  —  q^'dp'-  N 

a%d^+df)         (i  +^^)"d'p^+  (1  —p^ydq^         M* 

De  là  résulte  l'équalion  P<^^'=Qdy5%  dans  laquelle  on  a 
F  =  M/?^  —  N(i  —p'Y, 

et  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  M  et  N,  après 
les  avoir  réduites  en  fonctions  àe  p  e\  q ^  on  obtient  le  résultat  sui- 
vant, très-remarquable  en  ce  que  F  se  réduit  à  une  fonction  de  p 
seule,  de  même  que  Q  à  une  fonction  de  q  seule,  comme  dans  le 
cas  de  H==o  ; 

Q  =  c?»  +  .(A-BXi-yo  +  iG{x+ry  -  ~(}=fj. 

On  aura  donc  enfin  Téquation  h  différentielles  séparées  ±  ~  =  — ^ 

dont  chaque  membre  est  inlégrable  par  une  fonction  elliptique  de 
première  espèce,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisant 
yt?*=  Uj   q*z=zz. 

247.  Les  valeurs  de  F  et  Q  exprimées  en  fonctions  de  M   et  N 
donnent,  en  faisant  dK""  =-^  =  -^-  , 

substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  r''s\I(pd(t>  de  l'art.  72, 
et  ensuite  mettant  à  la  place  de  i-^s^d^du)  sa  valeur  2a]Sdt%  on  aura. 
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comme  dans  l'art.  yS, 

a\/2a  —    (1  —pr^i  +  q'^r  (i  -pT  ^  (i  +  9^)'  ' 

ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables, 

dt     _  ^  _P^ dp_ q'__      dq_ 

a\/2a  (i  —p-y  •  v/P  "^  (i  +qy  '  \/{>'  ^  ^ 

Remarquez  que  les  deux  parties  de  celle  formule  doivent  toujours 
être  positives,  parce  que  dJ\.  est  essentiellement  positif,  et  qu'elles 
ne  peuvent  devenir  nulles,  ni  l'une  ni  l'autre,  parce  que,  d'après 
l'ëquation  (d')  ,  l'ordonne'e^  ne  peut  jamais  se  réduire   à  zéro. 

ïidt 

248.  De  la  valeur  de   dt  résulte  celle  de  df=—^;    et    comme 

r  =  /'sm(p==- -Ç^ rr,  on  aura  rfp  =  — 7—.^^^^ —~~-—-^ 

=. =  (  ^ -^-^  +  ^: ~—  ) ,    ou    enfin 

2K2a\      p  q       /' 

On  voit  que  celle  valeur  est  composée,  comme  celle  de  dt,  de 
deux  parties  qui  doivent  toujours  être  prises  positivement.  Elles 
sont  écrites  Tune  et  Taulre  dans  la  supposition  que  la  première  va- 

dq  \         .  .  . 

leur  de  -7^  est  positive;  il  faudrait  changer  les  signes,  si  cette 
première  valeur  était  négative. 

249.  On  peut  donner  une  forme  plus  simple  aux  polynômes  qui 
entrent  dans  l'équation  fondamentale  rfc  -~  ==  -4:.    Pour  cela   on 

fera  /?*  =  -^T"  >  y"  =     _,      ?  ce  qui  revient  à  supposer /'H-^rrr^w, 

s  —  r  =  az;  alors  u  sera  toujours  positif  et  >  i  ;  mais  z,  qui  pourra 
être  positif  ou  négatif,  sera  toujours  <Ci.  Cela  se  voit  par  le 
triangle  FMG ,  dont  un  côté  doit  toujours  être  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres.  Faisant  donc  ces  substitutions,  on  aura 
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lés  nouveaux  polynômes 

u  ==  {C(u^—.iy  +  (A+BKw'—  i)  —  c'(u'—  0  —  ii'ii% 

Z  =  iCÇi  —  z'^y  +  (A  — B>(i— z^  +  C'(i— 3^  —  H's% 


(/') 


où  l'on  a  fait  H'  z=z  — ,  et  qui   donnent  l'équation 

■       du     dz 

—  pu       ï/Z' 

On  vôît  que  chaque  membre  est  inle'grable  par  une  fonclion  ellip- 
tique de  première  espèce  ;  d'ailleurs  on  peut  remarquer  qu'en 
changeant  le  signe  de  A  dans  l'un  des  polynômes  U  et  Z ,  ils 
deviennent   des   fonctions    semblables  de  u  et  de  z. 

En  vertu  des  mêmes  transformations,  les  valeurs  de  dt  et  de  df 
seront  données  par  les   formules 


dt j_  z/' —  1       du       ,1  —  z'' 

dz 

a]/a               4     '  yu    ^       4     ' 

y                         ,               H'                   du           ,               H' 

dz 
>Z' 

fe') 
(h') 

où  il  faut  observer  que  les  deux  parties  ,  conside'rées  dans  leur  va* 
leur  absolue,  sont  toujours  positives  et  ne  peuvent  jamais  être  nulles. 

aSo.  Si  l'on  se  borne,  comme  dans  les  recherches  pre'cëdentes, 
a  ne  considérer  que  les  mouvemens  permanens,  c'est-à-dire  ceux 
dans  lesquels  le  corps  reste  toujours  à  une  dislance  finie  des  centres 
des  forces,  alors  la  valeur  de  u  sera  toujours  finie;  quant  à  celle 
de  z,  elle  est  plus  petite  que  l'unité,  dans  toutes  les  hypothèses; 
elle  ne  peut  être  égale  a  l'unité  que  dans  le  cas  où  l'orbite  cou- 
perait l'axe  FG,  ce  qui  n'a  jamais  lieu  lorsque  l'orbite  est  à  double 
courbure. 

Cela  posé,  soit  ni  la  plus  grande  et  m'  la  plus  petite  valeur  de  u  • 
cette  valeur  m'  ne  peut  jamais  être  zéro,   car  alors  j^  serait  zéro 
ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu   d'après  l'équation  Çd'),  On  pourra 
donc  supposer  le  polynôme  U" ainsi  décomposé  en  facteurs,  où  l'on 
a  fait  D  =  —  T  C  , 
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et  il  faudra  que  u'-\-o.fu'\-f  soit  positif  dans  toute  l'étendue  de  la 
courbe  de'crite,  depuis  u  =  m'  jusqu'à  u  =  m. 

Supposons  qu^à  l'origine  du  mouvement,  on  de'sîgne  par  F  le 
foyer  le  plus  proche  du  corps j  alors  la  première  valeur  de  z  sera 
positive.  Dans  celte  hypothèse,  les  différentes  valeurs  de  z  seront 
ou  toutes  positives,  ou  les  unes  positives,  les  autres  négatives.  Soit  n 
la  plus  grande  valeur  positive  de  s,  7i'  la  plus  petite  valeur,  laquelle 
pourra  même  être  négative  ;  dans  les  deux  cas,  n — n!  sera  positif. 
Et  en  faisant  semblablement 

Z=D(/Z.— z)  (3  — «')  {z^  +  2gZ-\-g'), 

il  faudra  que  le  facteur  z"" -^  :^gz -\- g'  soit  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  comprises  entre  les  limites  z-=ny  z-=n. 

25 1.  D'après  l'élat  initial  du  mouvement,  on  connaîtra  les  valeurs 

des  constantes  C,  C,  H  ou  H^=  — ;  on  pourrait  donc  décomposer 

les  polynômes  U  et  Z  en  facteurs,  par  les  règles  ordinaires  de  l'ana- 
lyse ;  mais  il  est  préférable  de  suivre  les  formes  que  nous  venons 
d'indiquer,  lesquelles  se  rapportent  d'ailleurs  spécialement  à  l'hypo- 
thèse que  les  distances  r  et  ^  ne  peuvent  devenir  infinies. 

Si  Ton  fait  successivement  u=:m  et  u^m',  dans  l'expression  du 
polynôme  U,  ou  aura' les  équations 

^C(m^  — i)»  +  (A  +  B)m(m«— i)  — C'(/7z»— i)==H'/«% 
1 C  (/n'»^  i)^H- (A  +  B) /;/(/?i'"-- i) -- C' (/7i'»--i)  =  H'/7i'% 

d'oii  résulte 

p_.       »r—  ^  +  ^    I !L_ 

m  + /n' "*"(/«''— X )  (;n'^— 1  )  * 

Ces  valeurs  sont  exprimées  en  fonctions  de  m  et  m'  ;  mais  dans  le 
problème  à  résoudre,  il  faut  au  contraire  déduire  m  et  th'  des 
données  D,  C,  A-f-B,  H'.  Pour  cela,  soit  i-^mm'=j^  m-\~m'=:xf 
(les  quantités  jc  et  j*  ne  devant  pas  être  confondues  avec  celles 
qui  représentent  les  coordonnées   du  point  M),  on  aura  les  deux 
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équations 

JC  l—x\^         y)' 

La  première  donne 

la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 


H'x+C'a;(i— .x=)  =  (A  +  B)(i— a:')+- 


aH' 


3C 


y 


puis  combinée  avec  la  précédente,  on  en  déduit 

équation  qui    est  du  troisième  degré  relativement  à  l'inconnue  oc* 
et  d'où  l'on  tirera  une  valeur  de  x  plus  petite  que  l'unité. 
Connaissant  x ,  on  trouvera jr  par  la  valeur 

ou  par  la  formule  entièrement  rationnelle  r= 

•'  T-T'  • 


sH': 


■H'a;-(A4-B-C'a:)(i-ar^)* 
linhn,  on  aura  m  et  m'  par  les  équations  w-|-w'=:x;-^  mrn=:j-^i. 

"  252.  11  reste  à  déterminer  les  coefficicns  du  facteur  u^ -\- 2fu-{-f  • 
pour  cela,  je  fais  successivement  «=  i,  «  =  —  ,,  dans  les  deux 
expressions  du  polynôme  U,  et  j'ai  les  deux  équations 

H'=D(m--.  i)  (,,/_,)  (i  4.2/+/'), 

a  ou  resuite 

o/-—,        H-(i-fm-) 

I  -I-  /'==        H'(i  +  /»m') 
^-^         D(m»— i)(m'-_,y 

Ces  formules  font  voir  que  /et  1+/'  sont  toujours  positifs-  d'où 
il  suit  que  le  facteur  u^-{.,fa+f  est  positif  pour  toute  valeur  de  u 
plus  grande  que  l'unité,  et  à  plus  forte  raison  pour  toute  valeur 
comprise  entre  m  et  m'. 
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255.  II  suffira  de  changer  le  signe  de  A  dans  les  formules  du 
n°  25 1  et  on  en  déduira  semblablement  les  valeurs  de  n  et  n' .  Quant 
au  facteur  z"" '\- 2gz -\- g'  qui  entre  dans  l'expression  de  z,  on  trou- 
vera ses  coefficiens,  comme  dans  l'art.  252,  parles  formules 

-  .  n'^n  +  n')    

^^  —  D(i— ri^)  (x— /l'O' 
,    ,.^,v_         H-(i+nn-) 

■i-rg       D(i  — 7^  (i— 7i'^) 

Au  reste,  l'équalioa  U^2'  =  Z^w*  fait  voir  que  comme  U  est  po- 
sitif dans  toute  l'e'lendue  de  la  courbe  décrite,  de  même  Z  sera 
toujours  positif,  ainsi  que  le  facteur  s*+2^z-|-g',  pour  toute  valeur 
de  z  comprise  entre  les  limites  z^=^nj  zz=.ri! , 

Y\<r.  3o.  ^54.  Puisque  les  valeurs  de  u  sont  toujours  comprises  entre  les 
limites  m  et  m',  et  celles  de  z  entre  les  limites  n  et  «',  il  s'ensuit  que 
la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  toiijours  renfermée 
dans  une  espèce  de  trapèze  hyperbolico-elliplique  TVYX,  dont 
deux  côtés  opposés  TV,  XY,  appartiennent  aux  ellipses  tracées 
d'après  les  équations  r-\-s=.am,  r~\-sz=zam',  et  les  deux  autres 
côtés  TX,  VY^  appartiennent  aux  hyperboles  dont  les  équations 
sont  s — j^z=zan,  s — r=an',  F  et  G  étant  les  foyers  communs  de  ces 
quatre  courbes.  Il  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  entier 
d'un  même  côté  de  l'axe  FG. 

Et  puisque  la  courbe  que  décrit  le  corps  dans  le  plan  mobile  FMG 
est  ainsi  circonscrite  par  le  trapèze  TVYX,  dont  elle  doit  toucher 
tous  les  côtés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en 
quelque  sorte,  plus  simple  que  dans  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et 
qu'il  y  aura  beaucoup  moins  de  variété  dans  les  formes  qu'elle  doit 
prendre  suivant  les  différens  cas. 

D'ailleurs ,  la  position  du  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  étant 
connue  au  bout  du  temps  t,  ainsi  que  l'angle  f  décrit  par  ce  plan 
autour  du  plan  fixe  EFG ,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps 
et  son  orbite  tracée  dans  l'espace  seront  parfaitement  connus  et 
déterminés. 

;255.  Venons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  {f).  Gomme 

on 
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on  peut  prendre  pour  origine  du  mouvement  tout  autre  point  de 
l'orbite  que  celui  qui  dans  l'état  initial  a  servi  à  déterminer  les  cons- 
tantes G,  C'y  H,  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que 
le  mouvement  commence  à  compter  d'une  apside  supérieure  S°  où 
l'on  a  r'j-s  =  am;  nous  supposerons  en  même  temps,  que  le  corps 
parti  de  S°  suivant  la  tangente  de  l'ellipse  en  ce  point,  se  meut 
dans  le  sens  S°V,   de  manière  qu'il  se  rapproche  du  foyer  G,    et 

qu'ainsi  la  valeur  de  ^  au  point  S°  est  négative.  Par  ce  moyen  , 
Téquation  (/') ,  où  les  premières  valeurs  de  m  et  de  2  vont  en  di- 
minuant, devra  être  écrite  ainsi,  -^i^  =  -^-^,  et  les  équations  fe')> 
(h')  deviendront,  en  prenant  convenablement  les  signes, 

dt /g'—iN  _du_  /i— z'\    dz 

ûV/«  \   4    J  yv       \~4~J\/Z> 

dp  =  --^  -IL_    A'L  _   H^     j^ 

■'  u"— 1    •    v/U  I  — 2,^  •   \/Z* 

256.  Cela  posé,  pour  exprimer  que  u  est  contenu  entre  les  li- 
mites m  et  m',  je  fais  «  =  w  cos V  +  m' sin^  o" ,  ce  qui  donne 

^_^  du^ _ji__     ac/o- 

Pour  simplifier  ultérieurement  ce  résultat,  il  faut  considérer  diffé- 
rens  cas,  selon  que  u^-\.2fu-\- f   est  de  l'une  des  trois  formes 

u*  4-  2^M  COS  6  -f-  fjU'y 

{u  +  fx){u-\-fx'), 

ft  et  ia!  étant  des  quantités  réelles  et  positives.' 

Nous  nous  bornerons  ici  au  second   cas;  et  supposant   fJi^ /ul' 
nous    ferons     tang  cr  =  /i  tang  4  ,     ensuite     A  =  . /('^-^'j^   et 

,  m  —  m'     fc  —  1^'  .    j 

^  ^^  771  +  ^'  •  ^  4-  „t^  '  ^^  ^^  donnera   la  transformée 

^^  -_, 2D"' ^_  d\ 

63 
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On  parviendrait  immédiatement  à  ce  re'sullat  par  la  substitution 

{mm  +  mfÀ)  cos"  4*  +  (jnm!  -\-  m.'f^')  sin^  -^ 

257.  Si  l'on  fait  pareillement  2  =  /î  cos*x -H /z' sin*x,  on  aura 
d'abord 

dz    I  2.dx 

ensuite  il  faudra  distinguer  de  même  trois  cas,  selon  que  la  quan- 
tité s*  +  D.gz-^g'  sera  de  l'une  des  trois  formes, 

Z'  -f«  2.VZ  cos  ^  -\-  V'^y 

{z  +  ,)  (2  +  /)  , 

y  et  /  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Ces  trois  cas  combinés  avec  les  trois  de  la  première  formule , 
offrent  neuf  cas  différeris  à  considérer,  et  pour  lesquels  on  pourra 
former  un  tableau  analogue  à  celui  que  nous  avons  donné  pour 
le  cas  où  le  corps  se  meut  dans  un  plan  fixe. 

Supposons  de  nouveau    que  z'''-]r2gz-\-g'c=(z~\~v)(z'}-v'),    et 

qu'on  a  v^  v' ;  nous  ferons  langx=/i'  l^ng^,  ensuite  h'=:  \/(-rT~) 
et  ^c'' =  ^^—i^— ,.—/—-»  ce  qui  donnera  la  transformée 
dz  2D~"  d^ 


elle  résulterait  directement  de  la  substitution 

Ces  formules  auraient  lieu  quand  même  n'  serait  négatif;  en  effeî, 
soit  n' =. — 'fi"f  pour  que  la  quantité  z^-^-agz-^g'  ou  son  égale 
(z  +  r)(z+v')  conserve  le  même  signe,  conformément  à  ce  qui 
a  été  démontré,  depuis  z= — n"  jusqu'à  z  =  n,\\  faut  que  y'— «'' 
soit  positive,  et  à  plus  forte  raison  v — n" ;  donc  ayant  fait 


+        11                  r  \  f  II 
T]_     »  —  >                  /Ça a "4-    y    >  —  n' 

+     1  '  Il  i  «  •^-"  I  ■""  ^  — —       i     }  •  ; 


"  J 
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on  voit  que  x,*  et  ^*  seront  positifs,  et  qu^ainsi  x*  sera  plus  petit 
que  l'unité. 

258.  Gela  posé,  si   l'on  fait  en   général  k  =  \/( -37-/ »  "/  T    j> 
l'équation  de  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobilisera 

kF(c,  4)  =  F(z,  ^)  +  const. 

Au  commencement  du  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps 
est  dans  l'apside  supérieure  S%  on  a  4=0;  soit  en  même  temps 
Ç'=£,  et  on  aura 

A-F(.,4)=:F(;c,0-F(;c,£). 

11  serait  d'ailleurs  facile  de  réduire  le  second  membre  au  seul 
terme  F(;c,  g),  au  moyen  de  l'équalion  algébrique  qui  représente 
l'équation  transcendante  F(^) — F(0  =  Fg),  x,  étant  le  module 
commun. 

Au  reste,  la  valeur  de  g  peut  se  déterminer  par  l'état  initial  du 
mouvement  qui  a  servi  à  déterminer  les  constantes  G,  G',  H.  Pour 
cela,  soient  4°  et  Ç°  les  valeurs  de  4  et  ^  qui  conviendraient  à 
cet  état  initial,  on  peut  supposer  4°  et  ^'  positifs  ou  négatifs,  mais 
moindres  que  j-tT;  or,  quand,  de  l'époque  où  le  corps  est  au  point  S% 
on  revient  à  une  époque  antérieure,  telle  que  celle  de  son  état  ini- 
tial, il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  4  ^'^  C  ^"i  répondent  à  un 
point  déterminé  du  plan  FMG,  sont  diminuées  chacune  d'un  cer- 
tain nombre  de  demi-circonférences,  c'est-à-dire  qu'on  devra  faire 
dans  l'équation  de  la  courbe  4  =  4°  —  ^'^9^  =  C  —  Ltt ,  I  et  L 
étant  des  entiers ,  et  alors  de  cette  équation  on  déduira 

2L  4-  -^-  _  -p-- . 

El  quoiqu'on  ait  trois  inconnues  I,  L,  e,  à  déterminer  par  celte 
équation,  il  n'y  aura  jamais  qu'une  manière  d'y  satisfaire  exacte- 
ment; car  si,  g  restant  le  même,  ainsi  que  4°  et  ^%  on  supposait 
que  les  entiers  I  et  L  fussent  remplacés  par  d'autres  entiers  V  et  L', 

il  faudrait  qu'on  eût  -y--jz=z  — -;  ainsi  il  faudrait  que  la  quantité 
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4; —  fût  rationnelle,  ou  que  la  courbe  fut  rentrante  sur  elle-même, 

ce   qui  n'indiquerait  toujours  qu'un  seul  point  où  les  valeurs  de  ^[' 
et  ^  seraient  "sP*  et  ^•. 

25c).  On  voit  maintenant  qu'il  est  facile  de  trouver  une  infinité 
de  courbes  algébriques  qui  satisfassent  à  la  question.  On  peut  pour 

cela  faire  c==;6  et  A==-,   i  et  e  étant  des  entiers,  ce  qui  don- 
nera les  deux  conditions 

71  +  v'  71  -f-  »      i^ 

+        1  •       1      i  — —  ~  • 

m  -\-  fi  '  m'  +^  ;î  4~  "  '  '^'-f"  " 

Ces  conditions  ayant  lieu,  l'équation  de  la  courbe  sera  iF-^l^z^éF^, 
c  étant  le  module  commun. 

On  obtiendra  encore  des  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux 

conditions  ki ^j  =  -,  x  =  c°,  et  ainsi  de  suite,  chaque  système 

représentant  toujours  une  infinité   de  courbes  algébriques. 

Nous  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  le  plan  mo- 
bile FMG,  et  circonscrite  par  le  quadrilatère  T VYX  ;  car  si  l'on 
voulait  que  la  véritable  orbite  à  double  courbure,  décrite  dans  l'es- 
pace, fut  une  courbe  algébrique,  il  faudrait  satisfaire  à  beaucoup 
d'autres  conditions  qui  rendraient  ce  problème  plus  épineux  qu^in- 
léressant. 

260.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  Ton  aurait  m-=-m' -, 
alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc  d'ellipse  TV, 
qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  XY.  Ainsi  le  corps  ne  pour- 
rait faire  que  des  oscillations  dans  cet  arc,  en  allant  alternativement 
de  T  en  V  et  de  V  en  T.  Combinant  ce  mouvement  d'oscillation 
avec  le  mouvement  du  plan  qui  se  détermine  toujours  de  la  même 
manière  par  l'angle  /,  on  aurait  le  mouvement  absolu  du  corps.  Ce 
mouvement  s'exécute  dans  la  surface  du  sphéroïde  elliptique  décrit 
par  la  rotation  de  l'arc  TV  autounde  l'axe  FG;  et  il  est  visible  qu'à 
cause  du  mouvement  de  rotation  ,  l'orbite  comprise  dans  celte  sur- 
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face  est  composée  de  diverses  sinuosités  qui  touchent  alternative- 
ment les  deux  circonférences  décrites  par  les  points  T  et  V,  sans 
que  la  vitesse  du  corps  en  ces  points  soit  jamais  nulle.  Ce  cas,  au 
reste,  donne  lieu  à  des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 
Alors  l'équation  à  l'ellipse  uz=m,  tient  lieu  de  l'équation...., 
Ji^{c^  4')  =  ^(?^}  ?)  >  ^t  ^^  ^uva  pour  déterminer  i  et  /  les  formules 

cît     /m^  —  7^\    dz 

où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

n{n'-\-v')  cos''  g  4-  n'{n  +  v)  sin'^ 

^  (rt'+  v)  cos"  C  H-  («  +  0  sin»  Ç    » 

dz  sD"^  dt^ 


Le  temps  d'une  oscillation  se  trouverait  en  prenant  l'intégrale  de- 
puis  ^  =  0    jusqu'à    ^zrr^Tt*. 

261.  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  l'on 
aurait  «  =  «';  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc 
d'hyperbole  TX,  qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  VY.  Ainsi 
le  mouvement  du  corps  dans  ce  plan  serait  un  simple  mouvement 
d'oscillation  suivant  l'arc  TX,  et  sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan 
aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Les  formules  qui  satisfont  à  ce  cas 
sont  semblables  à  celles  que  nous  venons  de  rapporter. 

262.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérive  des  deux  autres  est  celui 
où  l'on  aurait  à  la  fois  m  =  m'  et  n  =  n' ;  alors  le  quadrilatère  TVYX 
se  réduirait  à  un  point;  le  corps  n'aurait  aucun  ^nouvement  dans  le 
plan  FMG,  et  sa  vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à  ce 
plan,  de  sorte  qu'il  décrirait  nécessairement  une  circonférence  dont 
le  centre  est  au  point  P. 

Les  symptômes  de  ce  troisième  cas  sont  faciles  à  établir  immé-  Flg.  Z\ 
diatemenf.  En  efïét,   soit   M  le  lieu  du    corps    qui  doit   rester  fixe 
dans  le  plan  FMG;  si  l'on  emploie  les  dénominations   de  l'art.  70, 
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les  quantités  cp,  cà,  î\  s,j  seront  constantes,  et  on  aura  enlr'elles 

a  sin  *  asinffl 

les  relations  r=  t— r- :,   5  =  -^— r;- -,    r  "=■  rsm®  =5Sin&), 

x  =  ^cosû),  a  —  x= — rcos<p.  Or,  en  vertu  des  forces  A  et  B, 
dirigées  vers  les  centres  F  et  G,  le  corps  M  est  sollicité  parallèle- 
ment à  GF  par  la  force         .,  — r>   ^^  dans  le  sens  MP  par  la 

force  -^  -f"  "Tî  ^^  première  doit  être  nulle,  pour  que  le  corps  n'ait 

aucun    mouvement  dans  le  sens    de  l'axe    FGj  ainsi  on   aura  la 

condition 

o  =  Acostp  sin'cp  +  B cosojsin*», 

qui  servira  à  déterminer   cp  par  û),  ou   réciproquement. 

Ensuite,  pour  que  la  force  -^-{'-^  dirigée  vers  P,  n'ait  d'autre 

effet  que  de  faire  mouvoir  le  corps  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  MP,    il  faut,  en  appelant  V  sa  vitesse,  qu'on  ait 

Ay        By_V\ 

^j   -r  ^3  y  * 

substituant  dans  celte  équation  les  valeurs  de  r,  5,  j"  en  fonctions 
de    rt,  cp,  w,  et   observant   que  d'après  l'équation  (b')  on  a  }^=zYj 

et  V*  =  — r  = — -,  il  en  résultera 

y       y 

H'  =  Asin^<p  tang<y, 

ou   V  =  sinC(5  —  «)i/( — r^ \  Ainsi  on  connaît  la  position  du 

corps  et  la  vitesse  primitive  dont  il  doit  être   animé,  pour  que  ce 
cas  particulier   ait  lieu. 

Du  mouvement  rectiligne  d'un,  corj?s  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

265.  Quoique  ce  problème  ne  soit  sujet  à  aucune  difficulté,  ce- 
pendant comme  il  n'a  point  été  traité  jusqu'ici  d'une  manière  com- 
plète ,  j'ai  cru  qu'il  serait  convenable  d'en  donner  ici  la  solution , 
laquelle  pourra  être  regardée  d'ailleurs  comme  une  application  nou- 
velle de  la  théorie  des  fonctions   elliptiques. 
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Supposons  que  le  point  A,  où  commence  le  mouvement,  soit  Fig. 32. 
situé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  FG,  du  côté  de  F; 
soit  V  la  vitesse  initiale  que  nous  supposons  dirigée  suivant  AM, 
et  soit  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  fait  FG=rt, 
AF  =  h  y  AG  =  a  +  /t=^',  FM  =  x,  on  aura  l'équation  dififé- 
renlielle 

fidx A  ^_        B         . 

dont  Finlégrale  est,  en  déterminant  convenablement  la  constante^ 


idt^  ^        ^^^  x^^  a-\-x  h         a  +  h' 

On  voit  déjà  par  cette  intégrale  que  si  l'on  a  V''=ou>  ^4-^, 

le  corps  s'éloignera  à  l'infini-,  et  qu'au  contraire  si  l'ona  V"<  ^r — f-^. 

le  corps  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  une  distance  FD  =  A-  dé- 
terminée par  l'équation 

A  B     A  B     V" 

or,  cette  équation  étant  du  genre  de  celles  que  j'ai  appelées  équa^ 
lions  omales  (*) ,  elle  aura  toujours  une  racine  réelle  positive. 

264.  Le  corps,  parvenu  au  point  D,  revient  sur  ses  pas  en  vertu 
de  l'action  des  forces  centrales ,  et  il  descend  de  D  vers  F ,  d'un 
mouvement  continuellement  accéléré.  Sa  vitesse  en  un  point  quel- 
conque M,  que  nous  désignerons  par  t^,  se  déterminera  toujours 
par  la  même  équation,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

v^ A  B     A  B 

2  '       X     ''     a-\-x         k  a-f-A* 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  en  A  est  égale  à  la  vitesse  initiale  V, 
mais  dirigée  en  sens  contraire,  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F 
est  infinie. 

En  vertu  de  celte  vitesse,  le  corps  passe  au-delà  du  centre  F, 


(*)  Supplément  à  l'Essai  sur  la  Tiiéorie  des  Nombres ,  cage  29. 
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et  sa  vitesse  redevient  aussitôt  finie.  Mais  comme  la  force  A  change 
de  si^ne  en  même  temps  que  x ,  il  s'ensuit  qu'au  point  M',  oii  Ton 
a  FM'=^5  la  vitesse  du  corps  sera  déterminée  par  Téqualion 


V»  _  A  B      A  __      B 

2  x'^a  —  X  k         a-^-k' 

A     .        B 


J'observe    maintenant  que  la  quantité  —  H — 3-  ayant  pour  mi- 
nimum  -(i/A+\/B)%  il  y  aura  deux  cas  à  considérer,  selon  que 


^+-4^  est  <ou>(v/A+v/B)^ 

265.  Premier  cas.  Si  l'on  a  ^  +  ^^^  >(  /  A  +  v/B)%  le  corps 

ne  pourra  s'éloigner  de  F  que  jusqu'à  une  certaine  distance  FE=A:', 

moindre  que  FG,  même  moindre  q«e*-— ^^-^,  et  déterminée  par 

l'équation 

^  A^ B      _  A  B 

Parvenu  au  point  E,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas;  sa  vitesse , 
d'abord  nulle  en  E,  deviendra  infinie  en  F,  elle  redeviendra  finie 
passé  le  point  F,  et  diminuera  continuellement  jusqu'au  point  D,- 
où  elle  sera  nulle.  En  général,  le  mouvement  du  corps  sera  un 
mouvement  d'oscillation  par  lequel  il  passera  alternativement  du 
point  D  au  point  E  et  du  point  E  au  point  D;  et  sa  vitesse  dans 
un  même  point  de  la  droite  DE  sera  toujours  la  même  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre. 

Ce  premier  cas  comprend  celui  où  l'on  aurait  l'égalité 

-^  ^    ^"    =  ^^A  +  v/B)';  alors  le  corps   s'éloignera  le  plus  qu'il 

est  possible  du  centre  F,   dans  le  sens  FG,   et    cette  plus  grande 

distance  serait  k 


V/A+V/B* 

J 


266.  Second  cas.  Si  l'on  a  ^ +  -^  <  (v/A  +  /B)S  la  vitesse 


du  corps  sera  dans  son  niimmum  au  point  ou  1  on  a  x  =  yjz^^ 


aV/A_, 

V/B' 

mais 
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maïs  elle  an<ymenfera  ensuite,   et  le  corps   se  portera  d'un  mou- 
vement acceiëré  vers  le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse,  le  corps  continuera   son  mouvement 
au-delà  du  centre  G.  Soit  GM"  =  .r ,  et  on  aura,  au  point  M", 
v^  A  B        A  B 


a  a-\-  X  ^^  X         k         a-\-  k' 

Le  corps  s'e'loigne  donc  du  centre  G  jusqu'à  une  distance  GD's=A' 
déterminée  par  l'équation 


c-fA'    '     k'         k^^  a  +  k' 

Le  point  D'  ainsi  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation  ; 
ensuite  on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D, 
et  que  sa  vitesse,  dans  un  même  point  de  la  ligne  DD',  sera  la 
même  en  allant  et  en  revenant.  11  s'agit  maintenant  de  trouver  dans 
ces  deux  hypothèses  le  temps  de  chaque  oscillation. 

267.  Supposons  donc  que  le  corps  parte  du  point  D,  où  sa  vi- 
tesse est  nulle,  et  qu'au  bout  du  temps  t  il  se  trouve  au  point  M, 
jsitué  entre  D  et  F;  si  l'on  fait  FD=A-,  F]M=.r,  on  aura  l'équatioa 

dx^  -i  _L      ^  ^  ^ 


ac/t*         X  ^^  a  +  x        k         a-\-  k^ 
d'où  résulte 

J/,/5,  A  —  —  dx y/lAkja 4-  h)x(a  +  x)] 

»^  ^/  C/v  —  a;) .  \/  [A(a  i-  /i)C«  +  x)  +  B/<^]* 

Soit  d'abord  x  =  ^ ,  ensuite  j  =  \/(-—-)  tang  <p   et , 


Bk 


â*  =  T? — r-TN-r-T-irn,  »  on  aura  la  transformée 

A(a  +  «)    -f-B/i^' 


'''=*V(x--"^)- 


c^  cos'^  <p 


^1+-  sin^(pj  \/(i  —  c^sin»(p) 


Pour  avoir  le  temps  de  la   descente  de  D  en  F,  il  faut  intégrer  la 
formule  précédente  depuis  (p  =  o    jusqu'à    (p  =  ^7r.  Soit  dans   ces 

hmiles  Z»  =y ^_p_^-^,   ;î  étant  =  -,  on  aura,  par  les  ré- 
ductions connues 

"64 
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Quant  à  la  fonction  n'(/2,  c) ,  elle  se  trouve  par  la  formule  du 
n"  96,  r^  p.;  connaissant  donc  Z'  et  appelant  T'  le  temps  employé 
à  parcourir  DE,  on  aura 

2G8.  Pour  avoir  maintenant  le  temps  du  mouvement  sur  la  droite 
FG,  il  faudra  intégrer  l'ëquation 

^"^  =      //A  B  Cn  » 

y   \x        a  —  X'        aj 

dans  laquelle  ^  =  ^  +  ^:^'  ^^"^  ^^^^  '^  ^^"^^  comme  ci-dessus, 
distinguer  deux  cas. 

Soit  ï\  C>(\/A+v/B)»;  le  corps  ne  pourra  s'éloigner  de  F 
que  jusqu'à  une  dislance  FE=A',  moindre   que  EG,   déterminée 

par  l'équation 

A    f^     B  C^ 

Soit  donc  :r  =  A'sin*45  on   aura 


dt 


Soit    ensuite    lang  4  ==  y/(^)  tang^;  si  l'on    fait    >'==;7=:^ 

et  ;t>  =:_-^  ,  on  aura  la  transformée 
A  ' 

-.    yaV/(?.vfl)    ^Çsin'C 


y/A      •(!  +  »sin"OV(i— ^'si^^'O" 

Cette  formule  devra  être  intégrée  depuis   C==o  jusqu'à  ^  =  l7r, 
afin  d'avoir  le  temps  employé  à  parcourir  FE;   soit  donc  dans  ces 

limiips  7J'  —  C- ^^ ^^"' ^ : — rrr,  on  aura,  parles  formules 

limites  n   —  J  ^^  ^,,i„.Q.^/(;i  _^^sin^Q»  'r 

connues , 
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et  on  en  de'duira   le  temps  cherché 

de  sorte  que  le  temps  total  de  roscillalion  de  D  en  E  sera  T'+T". 

Si  l'on  a  G  =  (v/A-fv/B)%  il  s'ensuivra  A'==  _.|^,,  =  ^/^ 

et  x  =  i  j  d'où  il  suit  que  T"  sera  infini.  Ainsi  le  corps  qui  a  une 
vitesse  infinie  en  F,  mellra  cependant  un  temps  infini  à  parcourir 
l'espace  FE.  Pour  expliquer  ce  paradoxe,  il  faut  considérer  que 
la  vitesse  devient  tout  à  coup  finie,  à  une  très-pelile  dislance  de  F  ; 
qu'ensuite  cette  vitesse  diminue  progressivement,  à  mesure  que  le 
corps  s'approche  du  point  E,  et  qu'à  une  petite  dislance  de  E  elle 
est  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste  à  parcourir;  d'où  il  suit  qu'il 
faut  un  temps  infini  pour  que  le  corps  arrive  au  point  E.  Parvenu 
à  ce  point,  il  sera  également  attiré  des  deux  côtés  par  les  forces 
A  et  B,  et  restera  en  repos. 

269.  Si  l'on  a  C  <;(v/' A +  i/B)*,  le  corps  éprouvera  un  7«m//7?«m 
de  vitesse  en  un  point  de  l'espace  FG;  mais  ensuite  la  vitesse  aug- 
mentera et  deviendra  infinie  au  point  G. 

Pour  avoir  le  temps  du  mouvement,  soit  j:  =  a  sin*^/,  on  aura 


et  cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  «xj,  =  o  jusqu'à  \  =  ^tt^ 
pour  donner  le  temps  T"  employé  à  parcourir  FG. 

Il  faut  observer  avant  tout  que  la  quantité  P  sous  le  radical  étant 
mise  sous  la  forme 

P  =  A  cos^4+  (A  +  B  —  C)sin*4.  cos'4  4-  B  sin^4  > 

offre  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  G  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  (\/A  —  V^B)%  parce  que  les  deux  facteurs  de  celte  quantité  se- 
ront imaginaires  dans  le  premier  cas,  et  réels  dans  l'autre. 

270.  Soit,  1°.  G  >>  (v^A —  J^B)%  on  pourra  faire 

P  =  A  (cos^-nI^  4- 2a cos 9  cos'4  sin'4  +a*sin^'>|/), 
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ce   qui  donnera    . 

/B  û       A+B—C 

et  comme,  dans  ce  cas,  C  est  compris  entre  les  limites  (^/A+^/B)», 
({/A — V^B)*,  on  voit  que  cos9  sera  toujours  compris  entre  les  li- 
mites +  1  et — I,  et  qu'ainsi  9  sera  réel.  Gela  posé,  soit  tang4  = 

^tangK,  3t  =  sini6,    ;/?  =  l^,  on   aura 


_____  ay^tiao. 


f. 


(^y<Ks;.'Z 


2\/A      J    (i +mcosO'V(i'— "'sin'O' 

Celle  intégrale  doit  être    prise    depuis  ^=o  jusqu'à  ^=7r,    afin 
d'avoir  le  temps  entier  T"  employé  à  parcourir  FG  ;  et  comme  on  a 

J I 1  2(i-f-m'cos'0 

(i+mcoâO*         (i— TncosO'         (  i  —  m*  cos^"5*  * 

si  l'on  fait  v  =  ^ ^^^  =  — ^ ?  ^^  suffira  de  prendre  depuis  ^=o 

^*    y         i^     T:^»  '        1     r/f/  /^(l+Si-  —  y  sin^  C)dC  s'm^  C 

jusqa  a  g  =^^,  1  .ntegrale  ^'  =y^.VT.m-OVC-»-.ii^ '    "'  °" 
aura  le  temps   cherché 

Voyez  ci-dessus,  n"  i45,  les  formules  qui  servent  à  trouver  l'in- 
tégrale Z"  représentée  par  U'. 

271.  Soit,  2°.  C<(\/A — v/B)*,  on  pourra  faire 

P  =  A  (cos*  4.  -j-  a  sin*  4)(cos*  4  +  a'sin»  4)  9 

et  et   a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données   par   les 

équations 

,        A+B— C  ,        B 

Soila>a',  lang4=  t-^  tang^,  x*=i  — ^,  v  =- —  i,  on  aura 
Ainsi  prenant  l'intégrale  Z"=  / 7 — ■ — — ,/°^  !°/^"  ^^  .  ^y.  depuis. . . 
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Çî=:o  jusqu'à  ^^^-tt,  on  aura  le  temps  cherché 

272.  Un   cas  qui  tient  le  milieu  entre  les  deux  precëdens,  est 
celui  où  l'on  aurait  C  ==(\/A — V^B)*;  alors  P=A(cos'4~f*'^sia*4/)* 

et  <*=  y/ yj  ce  qui  donne  directement 

«V/'^û /^c?%î/sin"4'COs*4 

intégrant  dans  les  limites   requises,  on  aura 

„ a\/za  TT 


ipf/ 


273.  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent,  le  corps  continue  son  mou- 
vement au-delà  du  point  G  jusqu'à  une  dislance  GD'  =  k',  que 
nous  avons  déterminée  n°  266.  Quant  au  temps  T'"  employé  à  par- 
courir cette  troisième  partie  de  l'oscillation,  il  se  détermine  par  la 
même  formule  qui  a  servi  à  déterminer  le  temps  T'  de  la  première 
partie;  il  suffit  pour  cela  de  changer  dans  celte  formule  les  quantités 
A,  B,  k  en  B,  A,  k',  respectivement.  Ainsi  les  diffërens  cas  du 
mouvement  rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  sont 
résolus  d'une  manière  générale,  toutes  les  fois  que  la  vitesse  initiale 
est  telle,  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini,  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à  un  simple  mouvement  d'oscillation. 

274-  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A  et  B  at- 
tractives; mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas 
où  ces  forces  seraient  l'une  attractive,  l'autre  répulsive,  ou  toutes 
les  deux  répulsives,  ce  qui  pourrait  alors  s'appliquer  à  quelques 
phénomènes  d'électricité  ou  de  magnétisme. 

Pour  en  montrer  un  exemple,  supposons  que  les  deux  forces 
A  et  B,  situées  aux  centres  F  et  G  ,  soient  répulsives,  il  y  aura  sur 

la  droite  FG  un  point  I  déterminé  par  le  rapport  ^77=^  V  ni  où    un  Fjg.  35. 

corps,  placé  sans  vitesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l'on 
place  ce  corps  en  tout  autre  point,  par  exemple  en  D ,  l'action  pré- 
pondérante de  la  force  A  fera  mouvoir  le  corps  dans  le  sens  DG; 
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par  ee  mouvemenl  il  dépassera  le  point  I,  mais  il  ne  pourra  s'ap- 
procher du  centre  G  que  jusqu'à  un  certain  point  E,  où  sa  vitesse 
sera  de  nouveau  ane'anlie.  Du  point  E  le  corps  reviendra  vers  D , 
et  ainsi  alternativement. 

275.  Pour  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M  le 
lieu  du  corps  au  bout  du  temps  «,  et  soit  FG=«,  FD  =  «sin'a, 
TM  =  x=:asm*(p,  FE=flsin*^,  on  aura  d'abord  l'équation  dif- 
férentielle 

ddjc  A  B 

dont  l'intéffrale  est 

dx^  C         A  B 


zdt'-         a  X         a  —  x* 

A  B 

et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D,  on  aura  C  =  ^r^+^^^. 

Mettant  au  lieu  de  x  sa  valeur  «sin*(p,  on  tirera  de  cette  équation, 
après  avoir  substitué  la  valeur   de  C , 

dt  dç  s,\n^<pcos'^(p 

^  ^       ^  y   \  sm*«  cos  ce  / 

Le  point  E,  limite  de  Toscillation,  se  déterminera  en  faisant  à  la 
fois  (p  =  ê  et  -^  =  o ,  ce  qui   donnera 

langatang^==y/(g),- 

c'est  la  relation  entre  les  deux  angles  a  et  ^  qui  déterminent  la 
limite  de  chaque  oscillation;  ils  seraient  complémens  l'un  de  l'autre 
si  l'on  avait  A  =  B. 

276.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 


_ ^  —  smasmb  •^(,in.<p_s-in^«).^(,in«?— sin^(?>)- 

Amcî  pn  faisant  7/ —  I -^ —      ,  •  \ " ^T"^  »  Cl  prenant 

Ainsi  en  laisani  z.  — j  ^(,in^ç)  — sin'«).  \/(sm*^— sin^<?))  '         ^ 

cette  intégrale  depuis    <p=.(t  jusqu'à  (p  =  ^,  on  aura  le  temps  T 

d'une  oscillation  par  la  formule 

T  =       ,     .  Z  sin  a  sin  b. 
V/A 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  5i  i 

L'intégrale  TJ  peut  se  trouver  au  moyen  des  formules  de  la  case  VI , 
supplément  à  la  i^^  partie. 

277.  Dans  le  cas  de  A  =  B,  qui  donne  ^= a,   et  où  il  faut 

supposer  a<<^7f,  les  formules  se  simplifient  par  la  substitution 
sin*(p=:sin"acos*-x[/  +  cos*asin*^[/;  il  en  résulte 

Z=/^4v^[(si"*''^cos'4-i-cos*asin*4)(<^os*acos*4+sin*asin'4)]  > 

soit  de  plus  tang4=langottang^,  et  on  aura,  en  faisant  c^-=z\ — tangua, 
^  =  tangua, 

Z  =  sm*  et  /  r  ^    ; TT-^r?V- 

Pour  simplifier  encore  cette  intégrale,  nous  ferons  usage  des  for- 
mules de  l'art.  60,  F^  p.,  suivant  lesquelles  on  aura 

c»=^  =  cos2a,  A  =  v/(i— c»sin*^),  A''=v/(i  — c"sin»Ç°), 
langK»~0  =  ^tang^,  f  =  i±£  .  f ,    i  -  (i  -  ^)  sin-^=  AA». 

Par  ces  substitutions ,  on  trouve 

^Z  =  sin»acos*a.  ^=i  ^".^; 

donc  par  les  formules  du  n'  i38,  F'  p.,  on  a 

Faisant  ^=|';t,  et  par  conséquent  ^°  =  <t,  on  aura  l'intégrale 
Z'  =  7E'c%  qui  donne  pour  le  temps  de  l'oscillation  cette  expression 
Irès-simple 

où  il  faut  se  rappeler  qu'on  a  c°  =  cos  2a  et  h"  =  sin  2a. 

Lorsque  a  diffère  peu  de  ^t,  les  oscillations  sont  très-petites; 

alors  onac'  =  o,  ^'  =  i,E'(c°)  =  i^;  doncT=^  K^)' 
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TROISIÈME  SECTION. 

5  I.  Sur  V attraction  des  ellipsoïdes  homogènes, 

278.  iN  ous  donnons  ici  la  théorie  de  l'atlraclion  des  ellipsoïdes  ho- 
mogènes, considérablement  simplifiée  par  M.  Yvory,  et  telle  que 
nous  l'avons  déjà  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  an  1812, 
Les  formules  de  Tatlraclion,  qui,  dans  les  cas  ordinaires,  sont  déve- 
loppées en  séries  infinies,  s'expriment  toujours  exactement  par  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  elles 
offrent  ainsi  une  application  importante  de  ces  fonctions,  soit  pour 
conduire  à  des  théorèmes  nouveaux  sur  Tatlraction  des  ellipsoïdes  , 
soit  pour  faire  connaître  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra, 
les  valeurs  des  forces,  dans  les  cas,  rares  à  la  vérité,  où  elles  ne 
peuvent  être  exprimées  par  des  séries  suffisamment  convergentes. 

Formules  pour  la  solution  générale  du  probVeme. 

279.  Soient  fy  g,  h  les  trois  coordonnées  du  point  attiré  S , 
soient  X,  f,  z  celles  d'une  molécule  quelconque  dM  du  corpg 
zjttirant,  et  ;•  sa  distance  au  point  S,  ensorte  qu'on  ait 

r^  ==  (/-  ^y  +  fe-  -jY  +  {h  -  z)\ 
L'attraction  que  la  molécule  JM  exerce  sur   le  point  S  est  expri- 
mée par  — -  ;  elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées,  lesquelles  sont 

(/—  x)^M      (g  —  y)(iM      {h  —  z)dU  ^ 

si  donc  on  désigne  par  A,  B,  G,  les  allraclions  totales  exercées  dans 

le 
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le  sens  des  coordonnée  oc,jr^  z,  respeclivemenl,  on  aura 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

tiSo.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  =i,   on 
pourra  faire  f/M  =  ^â^f/z,  et  alors  on  aura 

les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées;  mais  il  suf- 
fira de  nous  occuper  de  la  force  A. 

Il  est  facile  d'abord  d'exécuter  l'intégration  par  rapport  à  x;  car, 
puisqu'en  regardant  jc  seule  comme  variable,  on  a  rd,'=:—(f-jc)dx, 

il  s'ensuit  qu'on  a  f-tlZJ^  ^, C     ^'" i    , »     c   •     .     ^ 

K^u.sjLvaj      ^.     ujc — i — —  ==  - -f-   const.    Soient   donc 

/-o  et  7-,  les  deux  valeurs  de  /•  qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'in^ 
tegrale  ,  c'est-à-dire  aux  deux  points  de  la  surface  du  solide  qui 
sont  situés  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  des  x,  on  aura 

•  281.  Supposons  que  le  corps  attirant  soit  un  ellipsoïde  dont  la 
surface  ait  pour  équation 

il  faudra  tirer  la  valeur  de  .r  de  cette  équation,  puis  la  substituer 
dans  les  valeurs  de  /•,  et  /•, ,  lesquelles  sont 

^'  =y[(/—  -ry  ~f-  &■  —jy  h-  {h  —  r.)"]  ; 
alors  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  deux  intégrations  par  rap- 
port a  j  et  a  ^,  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde.  Mais  ces  iulé- 

65 
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gratîons  ne  peuvent  êlre  effectuées,  ni  l'une  ni  l'autre,  par  les  me'* 
thodes  connues,  et  il  faut  recourir  à  d'autres  moyens,  pour  achevei* 
la  solution  du  problème ,  ou  du  moins  pour  la  ramener  aux  simples 
quadratures* 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  le  même  sens  par  deux  ellip- 
soïdes ^  dont  Vun  agit  sur  un  point  extérieur  ,  et  Vautre  sur  un  point 
intérieur  correspondant» 

282.  Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position 
du  point  S.  11  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  où 
le  point  attiré  S  est  situé  dans  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde M,  et  celui  où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  Le  premier 

cas  suppose  qu'on  a ^  +  Ç  +  ^  <  ou  =  i  ;  et  le  second  qu'on  a 

£_+_>?! -4_^  >  I.  Ce   dernier  cas  étant  le  plus  difficile,   on  aura 

^.  -r  j-,  -r  y.  ^  t-        ^ 

fait  un  grand  pas  vers  la  solution  du  problème,  si  on  parvient  à  le 
ramener  au  premier. 

Pour  cet  effet,  considérons  un  second  ellipsoïde  M',  dans  lequel 
les  quantités  analogues  h.  a,  Q ,  y ,  x ,  y ,  z  soient  désignées  par 
les  mêmes  lettres  accentuées;  supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la 
densité  est  encore  =  i ,  exerce  son  attraction  sur  un  nouveau  point 
S'  déterminé  parles  trois  coordonnées/',^',  h'.  Ces  deux  ellipsoïdes 
sont  d'ailleurs  concentriques,  et  les  axes  désignés  semblablement 
ont  la  même  direction. 

Si  l'on  désigne  par  p,  et  p,  les  quantités  analogues  a  r,  et  /o,  on 
aura  semblablement 

A'  e'tant  l'attraction  exercée  dans  le  sens  des  x,  sur  le  point  S',  par 
l'ellipsoïde  M'. 

283.  Faisons  maintenant  ensorte  que  les  quantités  p,  et  r,  soient 
égales  dans  les  deux  solides,  il  s'ensuivra  que  p.  et  r^  doivent  être 
aussi  égales  entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver, 
d'une  manière  très-simple,  le  rapport  des  quantités  A  et  A'. 
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Puisque  nous  avons  à  la  fois 

p.  =  viif-  ^y  +  fe'  -j'T  +  (^^'  -  ^')T , 

pour  rendre  ces  exprQSsious  identiques,  faisons  d'abord 

foc  =fx',  gj  =  gj',  hz  z=  h'z\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  prenons  trois  indëtermiae'es  A,  ^,  v, 
au  moyen  desquelles  on  ail  simuUanëmeut , 

x'=:AJC,y=//.J,  z':=VZ, 

les  trois  conditions  dont  il  s'agit  seront  satisfaites,  et  il  restera  à 
satisfaire  a  l'ëqualion 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  y"',  g',  h\  en  J'y  g,  h,  et 
celles  de  oc' ,  j\  z',  en  oc,  j,  z,  on  aura  l'ëquatioa 

laquelle  doit   s'accorder  avec  l'équation   de  l'ellipsoïde  donné.../ 

x"^  V^  z*  ? 

^  -H^  +  -^  =  1-  Pour  cela  soit  À* —  i  =  —,  il  faudra  qu'on   ait 

II 
u*  —  I  =  ^  ,   f'  — I  =:— ,  et  on  aura,  pour  déterminer  f,  l'ëquatioa 

Nous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S  était  situé  hors  de  Tel- 

lipsoïde  M,  et  qu'ainsi  on  a^-  -f-  ^-  -f.  _  >  i  ;   de  là  on  voit  qu'en 

faisant  successivement  Ç  =  o  et  Ç  =  co,  dans  la  fonction  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  (a),  cette  fonction  devient  >i 
dans  le  premier  cas,  et  =o  dans  le  second  cas.  Donc  il  y  a  une 
valeur  réelle  et  positive  de  ^  qui  satisfait  à  l'équation  (a);  et  comme 
d'ailleurs  le  premier  membre  décroit  continuellement  à  mesure 
que  g  augmente,  depuis  ^  =  o  jusqu'à  f  =  =0,  il  s'ensuit  que  celte 
équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 
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284.  Connaissant  la  valeur  de  ^ ,  on  aura  celles  de  X,  fÂ,v ^  par 
les  équations  A'=i-j-  — ,/a*=i  +  ^,  >'*  =  i-|-  ^;  ensuite  le 
point  S'  sera  déterminé  par  les  coordonnées 

/'={,      g.'=€,      ,'==5. 

De  plus,  puisqu'on  a  x=— ,j-=:^,  z;=i  — ;si  l'on  substitue  ces 
valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  M,  on  aura 

■r'^  v'*  ?'* 

c'est  l'équation  du  second  ellipsoïde  M',  dont  les  demi-axes  sont 
et',  C'y  y' ;  on  aura  donc 

et  -2=.  0.x,        C  :=■  ^^  ,        y  r=  yV' 

De  ces  équations  on  tire 

a'^-a-=Ç,       ^'»_^.==5,       y,__^.^Ç. 

donc  on  a  aussi 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  ellipsoïdes  dont  il  s'agit  se  correspondent 
de  telle  sorte,  que  les  sections  principales  situées  dans  le  même  pla» 
sont  décrites  des  mêmes  foyers. 

Remarquons  maintenant  que  puisqu'on  a  a''=:a*4-^j  ^'a^i^^^^'-j-^^ 
5^'*=5^*-f-^,  l'équation  (a)  donne 

u'-^  -r  ^'.  ^  y'-  —  '  > 

el  qu'ainsi  le  point  S,  dont  les  coordonnées  sont  /",  g,  h,  est 
situé  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde   M'. 

Réciproquement,  puisqu'on  a  aussi  l'équation 

/i'  +  ^'  +  -  =  . 
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il  s'ensuit  que  le  point  S',  dont  les  coordonnées  sont  f'j  g',  h', 
est  situe'  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  M. 

Ces  deux  points  S  et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  telle 
sorte,   qu'on  a 

/:/'  ::  u' :  c,,     g  :  g'  ::  C  :è,      h  :  h'  ::  y'  :y, 

c'est-à-dire  que  les  coordonne'es  homologues,  ou  parallèles  à  un 
même  axe,  divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels  elles 
sont  situées. 

:iSS.  Ayant  fait  voir  qu'on  a  géne'ralemept  /',  =  r, ,  et  par  une 
suite  nécessaire  ;»,  =  /-^;  si  l'on  observe  d'ailleurs  que  les  équations 
y  =  f^Ji    ^'=  ^^    donnent  dj'z=ifjLdg^  dz  =  ydz,  et  par  conséquent 

dj'dz  =  f/,vdjdzz=:  -^-  djdz,  on  en  conclura  que  les  forces  A  et  A' 

sont  ainsi  exprimées , 

A=/y;/,.^.(i-J-), 
A' =  f //.,...  (1-1), 

et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d'autre  entre  les 
mômes  limites,  il  s'ensuit  qu'on  a 

A  :  A'  ::  €y  :  C'y', 

c'est-à-dire  que  les  attractions  A  et  A',  dans  le  sens  des  demi-axes 
a  et  cl'  sont  entr'elles  comme  les  produits  Cy ,  C'y'  des  deux  autres 
demi-axes. 

On  aurait  donc  semblablement 

B  :  B'  ::  ay  :  a'y', 
C  :  C  ::  uC  :  ct'C. 

Ainsi  é!ant  proposé  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  M 
sur  un  point  S  silué  hors  de  ce  solide,  on  imaginera  un  second  el- 
lipsoïde M',  dont  la  surface  passe  par  le  point  donné  S,  et  dont 
les  sections  principales  soient  situées  dans  les  mêmes  plans  et  dé- 
crites des  mêmes  foyers  que  les  sections  correspomlantes  de 
l'ellipsoïde    donné  >    conditions    qui    suffisent    pour    déterminer 
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entièrement  la  grandeur  et  la  position  des  axes  (t\  ê',  y'  du  se- 
cond ellipsoïde  j  on  prendra  ensuite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde 
donne'  M  un  point  S',  de  manière  que  chaque  coordoune'e  du 
point  S'  soit  à  la  coordonne'e  correspondante  du  point  S,  dans  le 
même  rapport  que  les  demi-axes  des  ellipsoïdes  M  et  M',  situes 
dans  la  direction  de  ces  coordonne'es.  Cela  posé,  si  on  désigne  par 
A',  B',  G'  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  qui 
résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieurs^, 
et  par  A,  B,  G  les  forces  exercées  semblablement  par  l'ellipsoïde  M 
sur  le  point  extérieur  S,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 

A=:^a',      B  =  -?rB',      G  =  4tc. 

f 

On  voit  donc  que  le  second  ca^  du  problème  général ,  regardé  jus- 
qu'à présent  comme  sujet  à  de  grandes  difficultés,  se  ramène  im- 
médiatement au  premier  cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  donné  sur  un  point  intérieur  quelconque  ;  or,  on 
sait  que  ce  premier  cas  a  été  résolu  il  y  a  long-temps  avec  beau- 
coup de  simplicité  et  d'élégance,  et  il  ne  nous  reste  qu'à  exposer 
celte  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de  l'attraction 
des  ellipsoïdes  homogènes. 

Solution  du  cas   oîi    le    point    attiré   est   situé  dans    l'intérieur    de 
V ellipsoïde  ou  à  sa  surface, 

286.  Soit  toujours  M  l'ellipsoïde  donné,  ûont  la  surface  a  pour 
équation 

et  soit  S  le  point  attire,  dont  les  coordonnées  sont  y,  g,  h;  ce 
point  est  maintenant  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  de  sorte 
qu'on  a 

fa.  Q.1  J^i. 

7^  +  1  +  ^  <^' 

Soit  ^M  une  molécule  quelconque  du  corps  attirant,  le  lieu  de  cette 
molécule  sera  déterminé  en  général  par  les  trois  coordonnées  rec- 
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iangles  Xyf,  z,  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  at,  ^,  >;  mais 
il  convient  d'exprimer  ces  coordonnées  par  d'autres  variables. 

Soit  R  la  distance  de  la  molécule  au  point  S  ;  soit  p  l'angle  que 
fait  la  droite  R  avec  la  parallèle  à  l'axe  des  jr,  menée  parle  point 
S;  soit  enfin  q  l'angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le 
plan  des  oc, y.  Si  l'origine  des  coordonnées  était  au  point  S,  le  lieu 
de  la  molécule  ^M  serait  déterminé  par  les  valeurs  ^  =  Rcos/?, 
j"  =  Rsiny9COS  <7  ,  z  =  R  siuyy  sin  ^  ;  mais  comme  on  doit  supposer 
que  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au  centre  de  l'ellipsoïde  j 
on  aura 

iT  =  /  +  R  cos  p, 
JK  =  ^  +  R  sin  ;?  cos  ^ , 
;s  =  A  4-  R  sin  p  sin  q. 

Concevons  maintenant  que  la  molécule  ^M  prenne  la  forme  d'un 
parallélépipède  rectangle  dont  les  côtés  relatifs  aux  variations  des 
quantités  R,/P,  q,  sont  ^R,  l^dp ,  Kdq  sin  p;  puisqu'on  suppose 
la  densité  =  i ,  on  pourra  faire  <^iM  =  K^dKdpdq  sin  p.  Donc,  Tat- 
traclion  de  la  molécule  ^M  sur  le  point  S  sera  exprimée  par 
dKdpdq  sinp-,  et  les  trois  forces  qui  en  résultent,  suivant  les  axes  des 
X,  des/  et  desz,  seront  respectivement  dRdpdq  s'm  p  cos  p  ,..,  ^ 
dKdpdq  sin"  p  cos  q ,  dKdpdq  sin"  psi  nq;  si  donc  on  désigne,  comme 
ci-dessus,  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  parallèlement  à  ces 
axes,  on  aura 

A  =  fffdKdpdq  sin  p  cos  p  , 

B  =  fffdKdpdq  sin*^  cos  q  , 

C  =  fffdKdpdq  s'in^p  sin  q  ^ 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirante 

287.  Considérons  d'abord  la  valeur  de  A  :  si  on  effectue  l'inté- 
gration par  rapport  h  R,  et  qu'on  appelle  R'  et  R"  les  deux  valeurs 
de  R  qui  répondent  aux  deux  poinls  delà  surface  du  solide,  situés 
sur  la  droite  déterminée  par  les  .deux  angles  p  et  q,  on  aura 

A  =  ^(R'  —  K")dpdq  sin  p  cos  p. 

Dans  cette  formule,  K' dpdq  s'iap  cos  p  représente  l'allraclion  dans 
le  sens  des  x,  de  la  pyramide  infiniment  aiguë  qui  a  pour  longueur* 
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R',  et  pour  base,  perpendiculaire  à  R',  lele'ment  K' " dpdcjf  s'in  p;  de 
même  J\"dpdç  s\n  p  cos p  repre'seiite  l'attraction  dans  le  sens  des  x , 
de  la  pyramide  oppose'e  à  la  précédente.  Ces  deux  pyramides,  ter- 
mine'es  l'une  et  l'autre  à  la  surface  du  solide,  attirent  évidemment 
le  point  S  en  sens  contraires;  ainsi  nous  avons  dû.  prendre  la  dififé-r 
rence  des  deux  forces  qu'elles  exercent  sur  ce  point.  ' 

Maintenant,  si  dans  l'équation  de  la  surface  — ^  -{- "l- -f-  5;  =  i  , 

on  substitue  pour  x,j,  z,  leurs  valeurs  en  fonctions  de  R,/?,  (/ , 
on  aura  l'équation 

cTR'  +  siR  — r  — o, 
dans  laquelle  on  a  fait,  pour  abréger, 

à   =  cos*  /^  +  gï  sm''  p  cos*  <7  -I — ;  sin''  p  sm*  «7 , 

€  =  /cos  p-{--^  g  s'inp  cos  q^'^hs'mp  sin  q , 

Les  deux  valeurs  de  R  que  donne  celte  équation  ont  été  désignée^ 
par  R'  et  — R";  on  aura  donc 


R' 


__    __,  +  ^/(,a  +  ^Q 


d'où  résulte  R'  — R''=i—  ^.Substituant  cette  valeur  dans  l'expres- 
sion de  A,  et  faisant  abstraction  du  signe  dont  toute  l'expression  est 
affectée ,  on  aura 

A  =  /  /  -^  dpdq  sin  p  cos  p  ; 

mlégrale  qui  doit  être  prise  depuis  ;>  =  o  jusqu'à  p=7r,  et  depuis 
^  =  0  jusqu'à  çz=7r. 

288.  Substituant  d'abord  la  valeur  de  g,  on  aura 

A  =  2f  rr^lP^±;2Hi22£P.  j>  £^!^  rr^r^^^i  sin^  p  cos  p  cos  q 

JJJ  ^  -+•        Q.       JJ  ^  , 


or. 
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or,  j'observe  que  lorsque  p  devient  ir — p  ,  cT  reste  le  même  ,  mais 
qu'aJors  sin*y9COs^  change  de  signe.  Donc,  puisque  les  intégrales 
doivent  être  prises  depuis  p  =  o  jusqu'à  y9  =  7r,  les  deux  dernières 
parties  de  la  valeur  de  A  se  réduisent  à  zéro,  et  on  a  simplement 

X   ;=   2f  ce dpdqsmpcos^p 

cos'^p  -|-  —  sin"p  cos'^  q  -\ ^  sin^  p  sin"  g 

Par  des  considérations  semblables ,  on  trouverait  que  les  valeurs 
des  forces  B  et  G  s'expriment  ainsi  : 


T>   Sf^l^rr dpcîq  a'in^  p  cos'^  g 


9 


cos"  p-\-  ~  sin*  p  cos^  q  -\ — ^  sin^  p  sin*  q 


y 


o.uhrr  dpdq  s'm^ p  s'm'q 


=  Wf 


cos^p  -+-  ^  sin''  p  cos''  g  -\ ^  sin"  p  sin*  g 

289.  Maintenant,  sans  effectuer  les  deux  intégrations  par  rapport 
hp  eta^Çj  on  voit  qu'en  faisant  A=2/X,  la  quantité  X  ne  dépendra 

que  des  rapports  —,  — .  Donc  le  point  S  sera  attiré  également  dans 

le  sens  des  jc,  par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situés  sembla- 
blement,  qui  enveloppent  le  point  S.  Il  en  sera  de  même  de  l'at- 
tracliou  dans  le  sens  desjr  et  de  Tatlraction  dans  le  sens  des  z;  d'où 
il  suit  que  tous  ces  ellipsoïdes  exerceront  la  même  attraction  abso- 
lue sur  le  point  S  situé  dans  leur  intérieur. 

Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la  couche  solide  com- 
prise entre  deux  quelconques  des  ellipsoïdes  qui  environnent  le 
points,  n'exerce  aucune  attraction  sur  ce  point.  Et  c'est  ce  qu'on 
démontre  aisément  par  une  construction  fondée  sur  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  ordre. 

290.  La  valeur  A  =  2/X,  où  X  ne  dépend  que  des  deux  quan- 
tités -q:,  —y  prouve  encore  que  tous  les  points  situés  dans  un  même 

plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  jr,  sont  également  attirés  par  l'el- 
lipsoïde dans  le  sens  de  cet  axe,  et  qu'en  général  rattraclion  pa- 
rallèle à  un  axe,  pour  un  point  quelconque,  est  proportionnelle  à 
la  coordonnée  de  ce  point  parallèle  au  même  axe. 

66 
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Soient  donc  A,,  B,,  C,  les  attractions  exercées  par  l'ellipsoïde  M 
sur  les  points  situés  aux  extrémités  des  demi-axes  cl,  S,  y;  les  at- 
tractions exercées  dans  le  sens  des  mêmes  axes  sur  le  point  S, 
auront  pour  valeurs 

A=={a.,       B  =  fB.,      C=:^C.. 

Toutes  ces  propriétés  ont  été  démontrées,  il  y  a  long-temps,  par 
Maclaurin;  mais  on  voit  qu'elles  se  déduisent  très-simplement  de  nos 
formules,  avant  même  d'avoir  effectué  les  intégrations. 

29T.  Revenons  a  l'expression  de  A  trouvée  dans  l'art.  288,  et 
proposons-nous  d'abord  d'intégrer  la  différentielle 

dq 
cos^p  4-J-  sln'p  cos^g  +  -sin>  sin^q 

depuis  <7=o  jusqu'à^  =  7r.  On  sait  que  dans  ces  limites  on  a  la 
r^^^„lp   C- ^ =  --;   ainsi   nous  aurons,  pour  l'inté- 

lormuie  J  ^,  ^^^,^  ^  n'ain'^q         mil' 

grale  dont  il  s'agit, 

— — ■~'j  '  „2  y 

\/(cos'p  +  ^  sin^p).  V/(cos>  +  -.sin»p) 

et  la  valeur  de  A  deviendra 

dps'mp  cos'p 


A  =  2/7r /- 


V/(cos»p  +  ^  sin^p)  .  V/Ccos>  4- -  sin=^  p) 

Cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  deipmsp  =  o  jusqu'à /j^-tT, 
ce  qui  revient  à  la'prendre  depuis  p-=  o  jusqu'à  /7  =  î'7r,  et  à  dou- 
bler le  résultat.  Soit  donc  cos/?=x,   et  on   aura 

A  =  /\7rQyfj   -^y,  j^  (-ça  _  ^.)  ^.-y  .  y  ^^  _j_  (y"-'  _  «^)  x"]  ' 

nouvelle  intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=j. 
Si  dans  cette  expression  on  introduit  la  masse  M  de  l'ellipsoïde  à  la 
place  de  son  volume  \7ra.Qy,  on  aura 
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Il  est  clair  qu'on  déduira  de  cette  expression  les  valeurs  des  forces 
B  et  G  par  une  simple  permutation  de  lettres;  on  aura  ainsi 
__  ^M^r x'dx 


B 


c 


5Mh  r  cc^d. 


3Mh  r 

y  J  \ 


ce  d.v 


J'observerai  cependant  que  si  on  eût  calculé  directement  les  va- 
leurs de  B  et  C  par  les  formules  de  l'art.  288 ,  en  intégrant  d'abord 
par  rapport  à  9^,  on  aurait  trouvé  ces  valeurs  sous  la  forme  suivante  ; 

■^  __       ^Ma;       /      y  _  Çdx  y/Ç^'  -f- ./  —  ^^  3;^  )  >^ 

mais  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  diverses  formules, 
où  les  intégrales  doivent  toujours  être  prises  depuis  œ  =  o  jusqu'à 
x=i,  s'accordent  parfaitement  entr'elles. 

292.  Le  problème  étant  ainsi  réduit  aux  quadratures,  on  achèvera 
la  solution  dans  les  différens  cas  par  les  méthodes  d'approximation 
connues. 

Si  rellipsoïde  est  peudifférent  d'une  sphère,  ensorle  que  les  quan- 
tités a^--ê%ct^— ^»  soient  très -petites  par  rapport  à  a\  on  fera 

~~^  =^  f^  >  ~~^^ —  =  V ,  et  on  aura 

*'  J  1/(1  '-/««r^).l/(«  — '■^')  ' 
expression  qu'il  est  facile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela,  soit 

(ï  —  i"-^")~'(i  —  y^*r^=  I  +P'x'+P"x^-f.p'V+  etc., 
on  aura 

A=  ^yi»J^(i4-PV  +  PV+elc.) 
Effectuant  l'inlégralion  entre  les  limites  a;  =  o,  jc=  i,  il  viendra 

^  =  ^^C^+fP'  +  fP"+|P'"+etc.) 


524  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Quant  aux  valeurs  des  coefficiens  P',  P",  etc. ,  elles  sont 

P'  =  i(//  +  0, 


2 

,-.,,       1.3.5.7/    ^    ,     /\    ,    1.3.5     1        /    -   I     ,\    I    1-3     1.3    ,  - 

2.4.6.8^'^     '       '    '    2.4.6    2~   v'^     '       ^    '    2.4    2.4'^     ' 
etc. 

La  loi  de  ces  expressions  est  facile  à  saisir;  et  on  voit  que  si  f/,  et 
y  sont,  comme  on  le  suppose,  des  quantités  très-petites,  la  suite 
qui  donne  la  valeur  de  A  sera  très-convergente.  Des  suites  sem- 
blables exprimeront  les  attractions  B  et  C  dans  le  sens  des  deux 
autres  axes. 

293.  Si  l'on  ne  veut  pas  avoir  recours  aux  se'ries,  ou  si  les  excen- 
tricités des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  trop  grandes  pour 
que  les  séries  soient  convergentes ,  alors  il  conviendra  d'exprimer 
les  attractions  A?  R>  C,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cet  effet,  il  faut  établir  un  ordre  de  grandeur  entre  les  demî- 
axes  a,  C,y.  Supposons  que  cet  ordre  est  et,  ê,  ^,  ensorte  qu'on 
ait  a<^  et  ^<>;  soit  eu  conséquence  Q" — a*=/7i*  et^' — a'';=7^% 
on  aura  d'abord 

Soit.r  =  -tang(p  et  c"  =  i  — ^,  on  aura  la  transformée 

.    3 M//*     c?(ptang=(p 

11'  J  v/(i--c^sin^<p)  ' 

intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  <f> 

pour  laquelle  on  a  tang(p  =  -,  sin<p  =  -,  cos!p  =  -. 

De  même,  puisqu'on  a 

3  Me-  r  x'dx 


B 


3  Mg  r x'dx 

—  "f~7  y  (?"  —  m'x'') .  \/ [f '  +  (71"  —  m*  )  jr"] 
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si  l'on  fait  :c  =  — - — ^-'^. — r,  on  aura  la  transformée 

•^  (1  — c"sin='(p)=' 

inle'grale  qui  doit  toujours  être  prise  entre  les  mêmes  limites. 
Enfin,  si  dans  la  formule 

on  fait  07=  ^^ ^,  on  aura 

p  3  MA      r      </(p  5/n''(p 

n^      V   i/(i  —  c''sin''(p)  ' 

inle'grale  qui  doit  encore  être  prise  entre  les  mêmes  limites  que  les 
prëcedenles. 

294.  De  là  on  voit  que  si  on  fait  A=  \/{\  — c*sin*<p),  et  qu'on 
prenne  les   trois   intégrales   suivantes,   depuis  (p  =  o   jusqu'à  une 

valeur  de  <p  <  ^  tt  ,  telle  que  tang  cp  =  -  ,  sin  ?>  =  - ,  cos  (p  =  - , 

»  y  y 

^  rd<(i  tang^^         ^  rd(p  sin^(p         rw  P  d(p  sin^tp 

X— J  — ^ — ,     Y~-y--r-,     Z.— J— ^-, 
les  trois  forces  A,  B,  C  seront  ainsi  exprime'es  : 

Les  intégrales  X,  Y,  Z  se  rapportent  immédiatement  aux  fonc- 
tions elliptiques,  et  d'après  les  formules  données  art  i38,  T*  p.,  on 
trouve 

X=-^[Atang(p  — E(c,(p)], 

Yl       rn  /        .«\          c*  sin  ^  cos  (p -,  i    t?  /        -.\ 

=  6v  [^  (^»  ^) ^-— ]  —  -^  F  (c,  (p) , 

Z  =  -^[F(c,(p)-E(c,<p)], 

formules  où  il  faudra  substituer  la  valeur  de  (p  pour  laquelle  on  a 
sin<p=:    ,  cos  9  =  -,  A  = -. 


526  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Nous  avons  donné  des  méthodes  pour  évaluer,  avec  toute  la  pré- 
cision nécessaire ,  les  fonctions  E  et  F ,  quels  que  soient  le  mo- 
dule c  et  l'amplitude  <p  ;  ainsi  nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur  la 
détermination  absolue  des  quantités  A,  B,  G. 

295.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E  et  F  suffisent  pour  ex- 
primer les  trois  quantités  X,  Y,  Z ,  on  voit  qu'il  est  possible  d'éli- 
miner ces  deux  transcendantes,  et  qu'on  obtiendra  par  ce  moyea 
une  équation  algébrique  entre  X ,  Y ,  Z  ;  cette  équation  est 


X  + Y+Z 


sin  i?>  n^ 


A  COS  Ç>  u^y 

On  a  donc  aussi  entre  les  forces  A,  B ,  G,  cette  équation  algébrique 
A    ,    B     ,     C         3M  . 

7  +  ^+^  =  ^  =  4^^ 

équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée  jusqu^à  présent,  et 
qui  doit  être  regardée  comme  un  théorème  nouveau. 

Au  surplus,  ce  théorème  se  déduirait  immédiatement  des  expres- 
sions en  doubles  intégrales  de  l'art.  288  ,  lesquelles  donnent 

_^ }-  y  =  2ff(lpdq  slnp  =  27rfdp  s'inp  =  4'7i'. 

On  peut  encore  déduire  des  formules  de  l'art.  294  cette  équation 
a»X  +  ^^ Y  H-  >*Z  =  n^f  (c ,  (?)  , 


d'où  résulte 


Au-"    ,    Bô"     ,    Cy»         3M  T.  ,  . 

7-  +  T  +  T  =  -v'?('^'*)' 


équation  digne  de  remarque  ,  parce  que  la  fonction  F   est  la  plus 
simple  des  fonctions  elliptiques. 

296.  Les  formules  de  l'attraction  se  simplifient  beaucoup  lors- 
que l'ellipsoïde  a  deux  axes  égaux,  ou  lorsqu'il  devient  un  solide 
de  révolution,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  aplati,  on  aura  ^  =  y, 
mz=n=\/{Q'^  —  et''),  c  =  o,  A  ==  I ,  et  les  formules  de  l'art.  294 
deviendront 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  lU.  èâf 

X  z=z  jd'p  tang'fp  =  tang  (p  —  (p , 

Y  =  Z  =  fd<p  sia*>p  =  i  («p  —  sia  (p  cos  (p)  ;  - 

donc  en  faisant  (p  =  ^j  Q  e'iant  le  plus  pelil  arc  qui  satisfait  h  l'ëqua- 
tion  langâ  =  -,  on  aura 

A=--/(tang6-.ô), 

C  =  — (ô —  sine  cos ô). 

T)ans  ce  cas  on  peut,  sans  rien  diminuer  de  la  ge'ne'ralilë  de  la  so- 
lution, faire  A=z=o,  et  par  conse'quent  C  =  o,  car  on  peut  prendre 
pour  plan  des  jc  eiy  le  méridien  qui  passe  par  le  point  attiré. 

Second  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  allongé,  on  aura  C  =  Uj  c=zï^ 
A  =  cos^,  ce  qui  donne 

V  Y rd^j\T\^  _  rcl(p  sinV 

J        cos  <p    '  J       cas  <p 

effectuant  les  intégrations  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p  =  9,  Gl  supposant 
toujours  tang  6  =  -,  on  aura 

271"      VcOi'ô  ï'        COS  8       J' 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sin9  et  cos  9,  et  supposant  g-r-o 
ou  B=:  o,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  on 


aura 


formules  où  Ton  an  z=[/(y*  —  a"). 
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Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde, 

Q.ç\n.  Lorsque  le  point  attiré  S  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  ses 
trois  coordonnées  y,  g ,  h,  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a,  ^> 
y ,  doivent  satisfaire  à  la  condition 

f''  P''^  fi" 

/_  4- I-  -L-  f-  >   I. 

Cela  posé,  il  faut  d'abord,  suivant  la  théorie  précédente,  déterminer 
la  quantité  f  d'après  l'équation 

Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive  de  J  ,  on  aura  les  demi- 
axes  a',  Q',  y',  du  second  ellipsoïde  M'  par  les  équations 

et  l'ellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donné  S.  On  déterminera  en- 
suite, sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  M,  un  point  S'  corres- 
pondant au  point  S ,  de  sorte  que  ses  coordonnées  soient 

Soient  mainlenant  A',  B',  C  les  trois  forces,  parallèles  aux  demi- 
axes  cl',  C,  y,  qui  résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le 
point  intérieur  S'.  Ces  forces  étant  trouvées  par  les  formules  du 
premier  cas,  on  en  déduira  les  forces  A,  B,  C,  qu'exerce  l'ellipsoïde 
M  sur  le  point  extérieur  S ,  lesquelles  seront  ainsi  exprimées  ; 


Or,  on  a  par  les  formules  du  n°  291  , 


donc 
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donc  en  faisant  les  substitutions ,  et  observant  qu'on  a  —  =  1^' 

\  """'*'  "^  '  >'*  —  ^'*  =  >*  — .  a%  on  trouve  pour  les  forces 

cherchées  A,  B,  C,  ces  expressions 

A  =  î^r ^^^!f^£ 

«'  J    \/[«'^  +  (?^  -  «»)  a-]  .  t/[«'"  4-  (y»  -_«^)x']  > 
g     __   3%  /^ x'^dx  

g'  7  V/C^"^  4-  (^^  -  ^^o:»] .  y^S^'^^l^y—JZ^^-^  , 
C  __3M^/^ ^^r 

y  7  l/[y  '  +  («^  —  y'^)  X-] .  ^\y'-  +  (c-_y^)^^]  > 

dans  lesquelles  les  intégrales   doivent  toujours  être  prises  depuis 
x=.o  jusqu'à  x-=.  I. 

Ces  intégrales  pourront  être  réduites  en  séries,  comme  dans 
l'art.  292,  et  les  séries  seront  d'autant  plus  convergentes,  que  les 
quantités  a',  Ç,\  y\  qui  dépendent  de  la  distance  du  point  attiré, 
seront  plus  grandes. 

298.  Les  mêmes  intégrales  peuvent  aussi  être  exprimées  en  fonc- 
tions elliptiques  :  pour  cela,  on  supposera,  comme  ci-dessus,  a  <^ 
et^<>,  ce  qui  donnera  pareillement  a<^'  et  ^'<>;  puis  fai- 
sant demême^'  — a'  =  m",  ^*  — «»  =  «>,  i  _  ^^  =,  ^.^  et  déter- 
minant l'amplitude  (p  à  sa  dernière  limite  par  les  valeurs  lang(p=  -,, 

n  a, 

sm<p=— ,  cos(p=— ,  on  aura  d'abord 
y  y 

A=^^Mx'      B~-feY'      c—^^^^7' 
^'=  ^[^tang(p  — E(c,  (P)], 

299.  Il  est  très-remarquable  que  les  forces  A,  B ,  C  sont  exprimées 
absolument  de  la  même  manière  en  fonctions  elliptiques,  soit  que 
le  point  attiré  S  soit  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde,  ou  qu'il  soit  situé 
au  dehors.  La  seule  différence  des  résultats  est  dans  la  valeur  de  (p. 


ensuite 
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qui  mesure  l'amplitude  des  fonctions  elliptiques;  lorsque  le  point  S 
est  situe'  au  dedans  de  l'ellipsoïde  ou  sur  sa  surface,  on  a  lang<p=  -  ; 
lorsqu'il  est  situé  au  dehors,  on  a  tang  (p=  J,  a'  étant  une  quan- 
tité qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  l'équation 

Le  second  cas,  considéré  analytiquement,  est  même  plus  simple 
que  le  premier,  parce  que  la  valeur  de  (p  est  plus  petite,  et  qu'ainsi 
les  approximations  sont  plus  faciles  à  obtenir.  On  a  d'ailleurs,  comme 
dans  l'art.  296,  les  deux  équations 

A«'»     ,    B?'^    .    Cy'^         3M„,      ^. 
-J-+  — +  -^  =  -F(^,(p). 

Enfin  on  doit  observer  que  les  quantités  X',Y',Z,  par  lesquelles  s'ex- 
priment les  forces  A,  B,  C,  ne  dépendent  que  des  deux  seules  don- 
nées cet<p,  tandis  que  la  question  offre  en  général  sixélémens,  savoir; 
les  demi-axes  de  Tellipsoïde  a,  C,  y,  et  les  coordonnées  J^,  g,  h  du 
point  attiré  ;  on  pourrait  donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de 
théorèmes  au  moyen  desquels  l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  ser- 
virait à  déterminer  celle  d'une  infinité  d'autres  ellipsoïdes;  nouvelle 
preuve  de  l'avantage  que  présentent  toujours  les  fonctions  elliptiques 
dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats  sous  la  forme  la 
plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

3oo.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l'ellipsoïde 
devient  un  solide  de  révolution,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  applati ,  on  aura  ^=y,  ^" — a^=m''^ 
n-=^m,  c=o;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x  e\.  y 
celui  qui  passe  par  le  point  S,  on  aura  Â=o y  de  sorte  que  Téqua- 
tion  qui  détermine  aJ  sera 

j    j_     ë     — , 
«'^  ^^  «'^  _|.  „<>      *  > 

d'oii  l'on  tire 

ct"^  ;=  1  (/.  +  ^»  -  n^)  -f.  \  /[(/^  4-  5-  -  '^O*  +  4/'/^"]. 
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Cela  posé,  ayant  déterminé  l'arc  9  par  la  valeur  tango  =  -7-,  les 

deux  forces  A  et  B  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde  sur 
le  point  S,  seront  ainsi  exprimées  ; 

A  =  5f(tangG-G),        ^ 

B  =  5-%(d  — sinôcosôj. 

Second  cas.  Si  le  sphéroïde  est  allongé,  on  aura  Ç  =  a,  7w  =  o, 
>*  —  a,*z=.ri^^  c=i;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x 
et  z  celui  qui  passe  par  le  point  attiré  S,  on  pourra  faire  ^  =  0, 
de  sorte  que  l'équation  qui  détermine  a'  sera 

d'où  l'on  lire 

a''  =  i(/^  +  J^'  -  n^)  +  WKf  +  ^'  -  n^y  +  4/"/^-]. 
Cela  posé,  ayant  déterminé  G  par  l'équation  tang  9  ==  — ,  les  deux 

forces  A  et  C,  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde  sur  le 
point  S ,  auront  pour  valeurs 

.     3M/  p  sin  é  ,         /l  4-  sin  «N""] 

5  II.  Sur  la  formule  de  la  page  \S6,  première  partie. 

Soi.  Nous  avons  déjà  vérifié  celle  formule  dans  un  cas  particu- 
lier :  nous  allons  maintenant  examiner  si,  en  la  considérant  dans 
toute  sa  généralité,  elle  offre  des  réductions  nouvelles  de  la  fonc- 
tion n,  ou  si  elle  n'est  qu'une  conséquence  des  formules  déjà 
établies. 

Mettons,  pour  plus  d'uniformité,  7n,  tt  —  ^9  et  r  à  la  place  de 
—  m'y  A,  >',  respectivement,  et  supposons 

/-'=  I  +  23cos  29  +  /»'=  (i  +^)*(i-— ^°*sin*ô). 
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m 


(l  4-6cOS2Ô)"' 

br  i\n  aâ  sin  (p  cos  Ç) 

tango         (  1  _f-  /,  cos  29  —  r" sin='<p)  \/ ( i  —  c'^  sin'"^  ' 

l'ëqualion  qu'il  s'agit  de  vérifier  sera 

3o2.  On  remarquera  d'abord  que  le  paramètre  m  peut  se  mettre 

1       /•  I      7«     •     o  ^    •  .       •  COS  Ctt 20") è 

sous  la  forme  m  =  — i  +  ^j^sm^a,  en  misant  sma  =  — Vr — —c. —  * 

'  '    '  '  1  +  o  eos  29      ' 

cos/^  i:=     ,   ■   "— .Cela posé,  il  faudra  réduire  la  fonction  l\(m,  c,  <p) 

à  une  nouvelle  fonction  n(/n%  c",  (p°) ,  au  moyen  des  formules  de  la 
page   119;  elles  donnent  une  valeur  positive  de  m",  savoir: 

m  (m -f- c')  cos^jt«(i — h^sm^i^t) 


nv 


et  en  faisant /w°  =  cot"  7,  on  aura 

____  ces ft v/( i  —  &'sin» c°sin2ev/(i —  è"* sin=  6) 

COtj/         ■        (i  +è)sin^  i— 2sin'ô+~Z>°^sin+Ô  ' 

Soit,  pour  le  module  ^%  F (6.)  =  2F  (ô) ,  on  aura,  par  les  formules 
de  la  duplication,  pag.  25,  T*  p. , 

-    sin29i/(i — Z>°=sin*6) 

tang  y,  —  i_2sin='e4-è°^sinTô  ' 

donc,  col 5/  =  —  c' tang 9,,  ou  i=c°tang^tang(7r  —  Ô,).  Cette  équa- 
tion répond  à  Téquation  transcendante 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'éqtiation 

F(i«.^5,)+F'Z.°=2F(^%9). 

C'est  ainsi  que  y  peut  se  déduire  directement  de  6 ,  sans  faire 
usage  de  l'auxiliaire  6,;  d'ailleurs  y  pourra  être  positif  ou  négatif 
à  volonté. 

On  voit  déjà,  par  ce  résultat,  que  la  formule  dont  il  s'agit  est 
comprise  dans  les  formules  générales  de  l'art,  i  î5,  et  qu'ainsi  la  ré- 
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duclion  entre  les  deux  fonctions  U(n°,  c%(p°),  n(w,  c,  (p),  donnée 
par  l'équation  proposée,  n'est  qu'un  corollaire  des  formules  déjà 
connues.  Nous  allons  cependant  poursuivre  le  calcul,  pour  en  tirer 
quelques  nouveaux  résultats. 

3o3.  On  aura  d'abord  la  transformée 

n(«,,  o,  ç)  ==i+i!{4;=^"4-  n(,«%  c,  r) -  -tAt-  F(c»,  r)  ) 

(l — b^sm^'n)  r    d(p°cos(p°       /* 
zb^suFfTj  1  4-  m°~mF^   ) 

Substituant  Cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  exprimant  les 
coefficiens  en  fonctions  de  ô ,  puis  effaçant  les  signes  °  qui  affectent 
m*,  c%  b",  (p%  on  aura  cette  nouvelle  formule  : 

dans  laquelle  il  faut  supposer 


cot^ 


72  =  —  I  +  ^'  sin*ô  ,       m  =  cot*5^, 

csin  201/(1  —  è*sin*â) 


c'sin+â  —  cos^Ô 


_  Z>'sinâ  cosfl  sin(pv/(i  -i-i*sin*fl) 

tang  Q         c__(i_6ïsin='6)(csin='(p— Acos^  ' 
.    csin2Ôsin(pV/(i — Z>*sin'â) 

tang-r  —  ?7in4  Q  —  cosTô  J^ 

on  remarquera  d'ailleurs  que  l'arc  O  est  <ï'7i*,  si  tango  >-'—,  et 

yC 

qu'il  croit  indéfiniment  avec  <p,  si  tang  G  <  — ,— : 

3o4.   Cette    équation  peut  se   vérifier  assez  facilement  lorsque 
^  =  ^  TT  ;  alors  elle  devient 
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Pour  avoir  la  valeur  de  2O' — "ir'y  il  faut  observer  qu'on  a 

or,  de  la  première  on  lire  tang20'  =  '^^'"/.  4^-^ — ^— =  tangSP'j 

donc,   2$' — "^^  =  o. 

Maintenant,  puisqu'on  a  «=: —  i  4-^''sin*9  ,  m  =  cot*5/ ,  si  l'on 
fait 

K(9)  ==i9T  +  (F'c— EV)F(^,  ô)  —  F'cE(^,  ô), 

K(7)  =  i7r  +  (F'c-EV)F(Z.,>.)-F'cEft>), 
les  formules  des  art.  96  et  loi  donneront 

U'{m,  c)  =  sin>FV  +  '^^  K(>)  j 

substituant  ces   valeurs   et  exprimant  les  coefficiens   en  fonctions 
de  6,  Te'quation  qu'il  s'agit  de  vérifier  se  réduira  à  celle-ci  : 

o  =  MF'c  +  ^i^^  [K  W  -  2K.(e)] , 
dans  laquelle  on  a  fait 

ou  en  réduisant,  M  =  —  ^^^  .a_!"I^ — ^    •  ^'^^  ^"  ^  P^^  ^^^  formules 
connues, 

R(y)— 2K(0=-^*  +  (F»c-E>c)[F(Zr,y)~2F(&,6)]-f-F'c[2E(3,0-E(^y,)], 
2F(6,ô)  — F(6,y>=F'3, 
2E(è,ô)— E(è,y)=E'64-^'(sin"ôsin«a~sinysin60; 

donc 

K(y)  —  2K(ô)  =  —  I  ;r  —  (F'c  —  E'c)  F'6  +  F'cE'6  +  è^sine^Csin^Q  —  sin  y)  F'c , 
OU  simplement 

R  {y)  —  2K  (ô)  =  ^'sin  0,  (sin'ô  —  sin  y)  F  V. 
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Ainsi  tout  se  réduit  à  faire  voir  qu'on  a 

et  c'est  ce  qu'on  trouve  imme'diatement  par  la  substitution  des  va- 
leurs de  sin  y  et  sin  0.  en  fonctions  de  â. 

5o5.  11  re'sulte  de  ces  calculs  qu'en  prenant  les  modules -*ty  : 

„==_i+^*sm'Q,  m  =  cot>=:=-^-_^,lesdeuxfonc-         :-  —         - 

lions  complètes  ^'(/^,  c) ,  n'(m,  c),  ou  simplement  Il'/z ,  U'm,  auront 
entre  elles  celte  relation 

^^  '^  —     6^sin^26Cc^sin4«~co840)     "  m  +  (^-  H ^^-^-^ ^  F  V. 

Si  l'on  fait  disparaître  le  coefficient  de  F'c ,  le  rapport  des  deux 
fonctions  O'/z,  U'm,  sera  donné  algébriquement,  ce  qui  est  un  ré- 
X  sultat  assez  remarquable.  Alors  on  a 


Soit,  par  exemple,  sin»ô  =  |,  on  aura  c»  =  |,  «  =  — i,  ;;z=:5^.   ^   fjl^T^i'l^f'^       " 
^^  lïï^r=^'  c'est-à-dire  qu'en  faisant  c'=|,  et  prenant  les     ,  \  (^"   '-jÙ^^ 

intégrales  depuis  ^  =  o  jusqu'à  (p  =  f:T,  on  a  \'>''  ^^^  (//;;j7  . 

$  m.  Z?e  ZV^^^e^m/e  Z'  =  y^i^^^L^      ^^ise    depuis   cp  =  o  7?- 

jusquà    (p  =  -i  TT. 

5o6.  Si  l'on  demande  le  temps  de  l'oscillation  d'un  pendule  dans 
une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical,  soit  ce  temps  =:  T, 
la  gravité  =  g,  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  =  i ,  le  demi-petit  axe 

te  V/(i-^'),  on  aura  iTy/^^^  =/i^-^i!£f)=:Z';  ainsi  le 
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temps  dont  il  s'agit  se  de'termine  au  moyen  de  l'inte'grale  Z',  prise 
entre  les  limites  <p==o,  (p=:^7r. 

Conside'rons  d'abord  l'intégrale  inde'fînie  Xz=  f    ^       ,7^ — r-— » 
si  on  fait  sia  (p  =/%  on  aura 

"^J  ~7ô  -y)       J  \/[i  -  (i  +  ny'  +  kyy 

Cette  intégrale  peut  se  trouver  en  général  par  la  méthode  indiquée 
pâg.  197  de  la  première  partie. 

307.  Pour  cela,  soit  i  •^kj^-=zj^z,  on  aura 

J    1       p  c?5 dz  "l 

^^-'^  —  n^  L\/Cz+2v//j)      v/(2— 2v/^)J* 

De  là  résulte 

^  _         jffzr^    -  ï4-/?  — zy/Zt       ,  \àz ^^k  +  z\/k     ^ 

et  pour  avoir   Z',  il   faudra   intégrer  le  second   membre    depuis 
s  =  I  -f-  A:    jusqu'à  z  =  co. 

Comme  les  deux  parties  de  la  valeur  de  dZ  ne  diffèrent  que  par 
le  signe  de  \/k,  il  suffira  d'en  considérer  une,  savoir  : 


Soit  d'abord  z  -f-  2  \/^'  =  "%  on  aura 

Soit  ensuite  M=^-t^,  c'=^'7^^/-,  et  A= /(i--c*sin*4), 

on 
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OQ   aura 

L'intégrale  est,  par  les  formules  du  n'  i38,  F*  p., 

Z'=-j7^i^F(^.  4)+  \//^•V/(2  +  a/i).[Atang4+^.=F(c,^^)-.E(c,^J.)]. 
De  même,  si  on  fait  2 — 2  i/X:=m'%  w';=  î-^^,  ou  coS'X'=— tt— ^-ttt» 

^'~  ^+TF"'- "^'^  V^(^"~^'^^'^*4')>  on  aura  l'autre  partie  de 
l'intégrale 

5o8.  Au  commencement  de  l'intégrale,  où  z=i+A:,  on  a 
4=0  et  4'  =  o;  à  la  fin  où  2  =  00,  on  a  4/=:|^et  4'  =  ^'^;  alors 
les  termes  Atang^  et  A'tang4'  deviennent  infinis;  mais  il  est  facile 
de  prévoir  que  ces  infinis  disparaîtront  dans  la  somme  U  +  Z" 
qui  compose  la  valeur  de  Z'. 

En  efï'et,  laissant  4  et  4'  indéterminés,  on  a 

Donc,  lorsqu'on  fait  z  infini,  la  différence  Atang4  —  A'tang4' se 
réduit  à 

et  devient  par   conséquent  nulle. 

On  peut  donc  négliger  les    termes  Alang4,  A'tang4',   dans  la 
somme   Z'+Z",  et  cette  somme,   après  avoir  fait  4=4'=Î7r 
donnera  l'intégrale  cherchée 

Ainsi  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  fonctions  complètes  F 'i?, 

68 
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E'c   et  de  leurs  complémens  F'Z»,  E'b.  On  peut  d'ailleurs  la  réduire 
à  celte  forme  très-simple 

Z'  =  (i+Q  (c-F'c-i-b-F'b)  +  v/^.  v/(2H-2/i:).(E'^  — E'^), 
ou  eufia 

^  —     ^b  +  cy     -^(^b  +  cy^^^     ^''■>- 

a:  =  o  jusqu'à  x=  i. 

309.  Celte  intégrale  sera  connue  pour  toute  valeur  de  a,  si  on 
la  connaît  pour  deux  valeurs  particulières  telles  que  a= — i  et 
ct;=-f-  1  ;  en  effet,  on  a  généralement 

Pour  trouver  celles-ci,  soit  d'abord  ^"  =  ^-^0  ^"^  ^^^a  la  trans- 
formée 

Et  comme  les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que  celles  de  x,  o» 
pourra  changera  en  œ,   ce  qui  donnera 


OU 


Ces  deux  valeurs  de  'L'Ça)  élant  comparées   entr'elles,   donneni 

en  faisant  cz=:sm45°'=\/h 
11  ne  reste  plus  à  trouver  que  l'intégrale 
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3 10.  Pour  cela  soit   i— x^  =  ^,  la  transformée  sera 

mais  dans  les  limites  z  =  o,   5  =  00,  on  a  riL±i.'lfË  —  JL     et 

r    dz  '         '      J    1+.^  -v/2>  ^«^ 

y  7(7+14)  =  F'c;  donc 

Z'(i)  =  ;  +  icF'c. 
4 

Les  valeurs  de    Z'(— i)  et  Z'(i)  étant   ainsi  trouvées,  on    aura 
l'intégrale   cherchée 

La  conséquence  la  plus  simple  qui  résulte  de  cette  formule  est 
celle-ci  : 


fi 


x'^dx 


(i-f-xOi/(i— X-*)  ~-8' 

et  voici  comment  on  peut  la  démontrer   directement.  Soit 

\-—x^=x^z%  la  transformée  sera  ~~  T  ^  •  soit  z  =  «^2  , 
elle  deviendra  ^/j—^, ,  et  celle-ci  devra  être  prise  entre  les  li- 
mites zz  =  o,  w  =  co,  ce  qui  donnera,  par  les  formules  connues , 
v/2  ' 


5ii.  On  peut  obtenir  les  mêmes  résultats  en  ramenant  l'intégrale 
proposée  à  la  forme  ordinaire  des  fonctions  elliptiques.  Soit,  pour 
cet  effet,  .r=cos<p,  et  on  aura 


cdp 


intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  <p==o  jusqu'à  (p  =  ^7r. 

Or  si,  dans  la  formule  du  n°  46,  V  p.,  on  fait  a  =  c%  ou  aura  , 
dans  les  mêmes  limites , 

/i  —  c'siu'^ip  d^ r    dp       ï     ^ 
1— biu'f-j-c'sin^i?  '  A         J  i  -j-  cp^         c'a* 
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et  si,  dans  celle  du  n°  5i,  on  fait  k=z — c%  on  aura  de  même 

D'ailleurs  on  a  évidemment 

/i  —  «in°  (p  4-  g°  sin^ (p     dp t,, 

de  là  on  déduit  immédiatement 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  précédent. 

J   V.  Eclaircisseîïiens  sur  un  article  du  Calcul  intégral  d'Euler. 

5 12.  Dans  le  tome  III  du  Calcul  intégral,  pag.  636,  Euler  a  re- 
marqué que  l'équation  différentielle 

Jx  ^^(  I  +  xx)  +  df  \/(i  -i-jj)  +  njdx  +  nxdjr  =  o , 
qui  a  pour  intégrale  complète  l'équation  transcendante 

2nxj  +  ^  \/(  I  -f-  ara:)  -f-  log  [x+  /(i  +  xx)]  | 

A  étant  la  constante  arbitraire,  peut  être  aussi  satisfaite  par  l'équa- 
tion algébrique 

jcx  -i-ff  +  2XjY(i  +  nn)  =  nn;  (^^ 

Si  cette  dernière  intégrale  était  du  nombre  de  celles  qu'on 
appelle  intégrales  particulières,  elle  devrait  se  trouver  directement 
par  les  règles  propres  à  ce  genre  d'intégrales.  Mais  l'application  de 
ces  règles,  maintenant  bien  connues,  ne  donne  aucune  intégrale  de 
celte  espèce;  il  faut  par  conséquent  que  l'intégrale  (2),  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle  proposée,  soit  contenue  comme  cas  parti- 
culier dans  l'intégrale  complète  donnée  par  l'équation  (1).  Mais  il 
reste  à  expliquer  comment  une  courbe  algébrique,  telle  que  celle 
qui  est  représentée  par  l'équation  (2) ,  peut  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  transcendante  représentée  par  l'équation  (i).  C'est  sur 
quoi  le  calcul  suivant  ne  laissera  rien  à  désirer. 
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Si3.   Soit  x-i- \/(i-i-jcx)=:p[{/{i'i-yj)—j],  p  étant  une  1^''     '     /"  "^ 

nouvelle  variable,  on  aura  V^C^ +^-^)  —  •^  =  ^  [/(i +J7)  4-/],  xlr-'s'')^  -^  V 

ce  qui  donnera  r 

^  u  (^}  ^                  /^ 

^  =  IpW(^  +77)  -7]  -  ^  [V/(I  ^JI)  +7]  ,  '             ,  (/.  ^-y  ,  ,,^ 

'  V/(i+^^)  =  7;^[v/(i4-77)-7]+^[v/(i+77)+7]-  /,^^.j          ' ''^*  f^' 

Substituant  ces  valeurs  dans  Te'quation  (i),  on  aura     '^y   ^  '^  J-f  i?V^i.?  ^1.*  fpJ^yVljM 


Pr,    .  o.,..      ..,./..    ■   ...A-.         1 


.^•J^>(/-L 


+jyl/(  1  -f y)  +  np  Cjy (i  +  j^) -^T -^Ly  V(.^  +yy)  +^^]. 

r  /  -  ■ 

Maintenant  j'observe  que  les  termes^*  etj-^/(i  +/°)  disparaîtront- 

à  la  fois  de  cette  équation,  si  l'on  fait       ,^^^  )'f^-i^f  t^.  4  (r^^^^f/ -Ç)>V   -^ 

alors  1  équation  deviendra  v     |A        /\  '^      ^  \        '^       / 

A=log;,  +  ^-^.  (4)  yî 

La  valeur  de  p  qui  résulte  de  l'équation  (3)  est  constante  ;  donc  la  ^ 

valeur  de  A  ,  donnée  par  l'équation  (4),  sera  aussi  constante;  donc 
en  effet  l'équation  (i),  qui  en  général  est  transcendante,  devient 
algébrique  dans  le  cas  où  la  constante  A  est  telle  que  nous  venons 
de  la  déterminer,  et  elle  se  réduit  à  l'équation  (2). 

§  VI.  Démonstration  succincte  d'une  propriété  générale  delà  c^'cloïde. 

3i4'  Soit  BMC  une  courbe  quelconque  rec;fl«gi^/rt//'e_,  c'est-à-dire Fi"^.  34. 
telle  que  les  tangentes  aux  extrémités  B,  C  soient,  l'une  parallèle, 
l'autre  perpendiculaire  à  l'axe  ACG;  supposons  qu'on  développe 
lare  BMC  en  commençant  vers  C ,  et  que  du  développement  naisse 
la  courbe  CPD  comprise  entre  les  parallèles  AC,  BD,  laquelle 
sera  aussi  rectangulaire,  puisque  les  tangentes  en  C  et  D  seront, 
'une  dirigée  suivant  l'axe  AC  ,  l'autre  perpendiculaire  à  cet  axe  ; 
supposons  ensuite  que  la  courbe  DPC  soit  développée  à  son  tour, 
en  commençant  vers  I>,  et  ainsi  à  l'infini^  le  développement   do 
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chaque  courbe  commençant  toujours  où  finit  le  développement  de 
la  précédente;  je  dis  que  par  ces  développemens  successifs  les 
courbes  CD,  DE,  EF,  etc.,  approcheront  de  plus  en  plus  de  se 
confondre  avec  une  demi-cycloïde  dont  la  base  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB. 

Soient  menées  les  tangentes  successives  MP,  PN,  NQ,  QR,  etc.; 
elles  seront  alternativement  parallèles  et  perpendiculaires  eutr'elles, 
par  la  nature  des  développées. 

Soit  ô  l'angle  que  font  les  tangentes  MP,  NQ,  RS ,  elc.  avec 
l'axe  AB,  et  soit 

l'arc  CM  =  x ,  l'arc  entier  CMB  =  a  y 

l'arc    CP  =  z  ,  l'arc  entier  CPD  =  b  , 

l'arc   EN  =  x'.  Tare  entier  END  ==  a\ 

l'arc   EQ  =  z',  l'arc  entier  EQF  ==  b', 
et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  si  l'on  mène  des  tangentes  infiniment  proches  de  PjM, 

__.^      r-x-i»r  '1  1    •  »  T\  dz         dx'        dz' 

NP,  QN,  etc.,  il  est  clair  quon  aura  ^J  =  ^  =  p^  =  ^rj,   etc.; 

et  puisqu'on  a,  par  la  nature  des  développées,  MP  =  arc  MC , 
PN  =  arc  DP,  etc.,  il  en  résulte  cette  suite  d'équations  : 

jn  dz  dx'      dz   __     dx"     

X  b  —  z,  x'   "      b' — z' 

5i5.  La  première  donne  z  =  fxd^,  intégrale  qui  doit  s'évanouir 
lorsque  6=  o,  et  qui,  en  faisant   6  =  ^tT  ,  donnera  la  valeur  de  b. 
La  seconde  équation  donne  dx'  z=b(M  —  z^ô  ,  et  on  en  déduit 

x' =z  b^  —  fd^fxd^  , 

intégrale  qu'il  faut  toujours  prendre  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
lorsque  i9=:0;  si  l'on  fait  ensuite  6  =  ^'^,  la  valeur  de  x'  devien- 
dra celle  de  a'. 

En  continuant  ce  calcul,  nous  aurons  dz'=.x'd^,  et  par  conséquent 

z'  —  i  Z^e*  --fd^fd^fxd3 , 
ou  ,  par  une  notation  abrégée  , 

i'=ib^^^/'dùYJcd^' 
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II  n  est  pas  nécessaire  d'entrer  dans  d'autres  détails  pour  voir  qu'on 
aura  successivement 


2  2 


2.3.4  2.3.4.5.6 


2'"=  V'.- —  h'. -A, — h  h. — - nSTjcS 


etc. 

J'observe  maintenant  que  les  inte'grales  qui  restent  dans  ces  for- 
mules diminuent  continuellement  de  valeur,  et  qu'elles  peuvent  être 
ncjgligées  dans  les  termes  infiniment  éloignés.  En  effet,  comme 
l'arc  JC  n'est  qu'une  partie  de  l'arc  total  «,  il  est  clair  que  les  in- 
tégrales f^d^Yxdù,  Pd^^fxd^,  fhê^ocd^,   etc.  sont  moindres  que 

Jes  quantités  -^a,  ~-^—a,  ~-^-^-^-^-a,  etc.,  respectivement. 

Mais  la  plus  grande  valeur  de  6  est  ^tt ;  donc,  à  cause  du  décrois- 
sement  très-rapide  de  la  suite  précédente,  on  est  en   droit  de   né- 
gliger les  termes   très-éloignés,  et  l'on  aura  avec  une  exactitude 
^  d'autant  plus  grande ,  que  l'indice  n  sera  plus  grand  : 

3  -2.3.4  ^  '2.3.4.5.6         ^^^•> 

•  2.3     ^  "^       •   2.3.4.5  ^'^' 

Appelant  donc  a  l'arc  ^tt,  on  aura 


b"  =  b'^-\-^  b"-\-^u^  b"- 


•—  etc. 


'2.3.4^         '2.3.4.5.6 

3i6.  Il  résulte  delà  que  la  suite  b  ~\- bj-^b'^ -{-b'y^ -^  elc.^ 
se  confond,  dans  les  termes  très-éloignés,  avec  la  suite  récurrente 
qui  provient  du  développement  d'une  fraction  dont  le  numérateur 
est  un  polynôme  en  7  d'un  nombre  fini  de  termes,  et  dont  le  dé- 
nominateur est 
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celte  quanlité  est  la  même    chose  que  cos(av//),  et  l'on  sait 
cbs(a^/y)  résulte  du  produit  des  facteurs 

.    (._^)(,_X)(._2)(:_i)etc. 

Donc  le  terme  géne'ral  de  la  suite  dont  il  s^agit,  ou  l'expression 
générale  de  b"  sera,  en  exceptant  les  premiers  termes  dépendans 
du  numérateur, 

^.'' =  P+Q(i)"4-R(fr  +  S  (1)- 4- etc. 

Donc,  en  supposant  n  fort    grand,   on   aura  è"=P,  c'est-k-dire 
^"constant;  ainsi   on  peut  faire  Z»"  =  Z»""' =  ^"~* ,  etc. 
Pe  là  il  suit  qu'on  aura 

s-   =  ^"   ( ^.    -j-  r,    \     r     a    —   etc.     ),  • 

\2  2.5.4  2.3.4.5.6  /' 

OU  z"  =  ^"(i  —  cosQ).  On  aura  semblablement  a:"=^"sin9;  or, 
ces  deux  équations  appartiennent  à  la  cycloïde,  dans  laquelle  {b". 
est  le  diamètre  du  cercle  générateur  ;  donc  la  cycloïde  est  le  der- 
nier terme  des  développemens  successifs  d'une  courbe  rectangulaire 
quelconque. 

Cette  proposition  est  due  à  Jean  Bernoulli  :  on  la  trouve  dans  le 
tome  IV  de  ses  (Euvres,  page  98  ;  mais  Euler  est  le  premier  qui  en 
ait  donné  la  démonstration,  dans  les  Noi^i  Conim.  Petrop.j  tom.  X. 
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